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AVERTISSEMENT 


DE   LA  TROISIÈME  ÉDITION. 


On  a  plus  d'une  fois  exprimé  le  regret  qu^un  Livre 
aussi  justement  classique,  et  non  moins  utile  aux 
maîtres  qu'aux  élèves,  laissât  complètement  de  côté 
plusieurs  chapitres  importants,  imposés  aujourd'hui 
par  les  progrès  de  la  Science  dans  l'enseignement 
de  nos  écoles.  Il  est  devenu  impossible,  par  exemple, 
dans  un  cours  d'Analyse  infinitésimale,  de  ne  pas 
introduire  les  éléments  au  moins  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques  et  les  principes  généraux  relatifs 
aux  fonctions  d'une  variable  imaginaire. 

Préoccupé,  dans  les  dernières  années  de  sa  vie, 
d'études  et  de  méditations  d'im  tout  autre  ordre, 
M.  Duhamel,  à  qui  cette  lacune  a  souvent  été  signalée, 
n'a  pu  trouver  le  loisir  de  la  combler,  et  ses  papiers 
ne  contiennent  aucune  étude  sur  cette  partie  de  la 
Science.  Sans  prétendre  ici  suppléer  aux  pages  excel- 
lentes et  profondes  qu'il  aurait  pu  ajouter  à  son  Livre, 


XIV  AYERTISSEMEMT. 

nous  avons  espéré  qu'on  trouverait  avec  plaisir  l'expo- 
sition des  principes  aujourd'hui  élémentaires  et  clas- 
siques dans  l'enseignement  du  Calcul  différentiel  et  du 
Calcul  intégral. 

Les  Notes  que  l'on  trouve  à  la  fin  du  tome  I^  et  du 
tome  II  sont  extraites,  avec  de  légères  modifications, 
de  mon  Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral;  leur 
lecture  sera  facile,  je  l'espère,  à  ceux  qui  auront  lu  et 
compris  le  Livre  de  M.  Duhamel. 

J.  Bertraitd. 


PRÉFACE 

DE  LA  DEUXIÈME   ÉDITION. 


La  marche  suivie  dans  la  première  Partie  de  cet 
Ouvrage  est  fort  différente  de  celle  qu'ont  adoptée  les 
divers  auteiurs  qui  ont  écrit  sur  le  même  sujet.  Elle  ne 
se  rapporte  précisément  à  aucun  enseignement  exis- 
tant, mais  à  l'enseignement  tel  que  je  crois  qu'il  doit 
être. 

L'ordre  suivant  lequel  les  diverses  parties  d'une 
science  doivent  être  présentées,  du  moins  quant  à 
ce  qu'elles  ont  de  général  et  de  caractéristique,  est 
presque  toujours  l'ordre  même  suivant  lequel  elles  ont 
été  découvertes.  Les  conceptions  importantes  ne  sont 
point  dues  au  hasard  :  elles  se  présentent  aux  hommes 
éminents  de  chaque  époque  lorsqu'elles  sont  naturel- 
lement amenées  par  les  besoins  et  l'état  de  la  science, 
et  il  est  convenable  de  leur  donner  dans  l'enseigne- 
ment de  cette  science  la  place  qu'elles  ont  occupée 
dans  son  développement  naturel. 

La  notion  des  infiniment  petits  remonte  à  Ârchimède  ; 
elle  s'est  présentée  d'elle-même  dans  la  mesure  des 
grandeurs  géométriques,  aussitôt  qu'on  a  voulu  consi- 
dérer les  aires  de  courbes  différentes  du  cercle,  ou  les 
volumes  de  corps  terminés  par  des  surfaces  courbes 
autres  que  celles  du  cyUndre,  du  cône  et  de  la  sphère. 

Cah,  inf.  27.-1.  b 
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.Déjà  pour  la  comparaison  des  volumes  de  ces  derniers 
corps,  ainsi  que  pour  la  mesure  du  cercle,  on  avait 
été  amené  à  la  conception  fondamentale  des  limites. 
Ainsi  les  deux  idées  générales  les  plus  fécondes  des 
sciences  mathématiques  remontent  presque  jusqu'à 
leur  berceau,  et  doivent,  par  conséquent,  se  présenter 
presque  au  début  de  leur  enseignement. 

L'objet  principal  de  cet  Ouvrage  est  le  développe- 
ment de  ces  deux  conceptions,  qui  sont  intimement 
liées  Tune  à  l'autre.  Les  questions  que  nous  y  traitons 
font  partie  de  diverses  branches  des  Mathématiques 
pures  ou  appliquées,  et  se  trouveraient  autrement  dis- 
posées dans  un  enseignement  complet  de  toutes  ces 
branches.  Ce  sont  des  extraits  que  nous  en  faisons, 
pour  faire  comprendre  l'esprit  des  méthodes  que  nous 
voulons  exposer;  mais  nous  croyons  que  ces  méthodes 
doivent  être  introduites  dans  chaque  branche  parti- 
culière, à  mesure  que  le  besoin  s'en  fait  sentir.  Nous 
espérons  même  le  faire  un  jour  si  le  temps  nous  per- 
met de  réaliser  le  projet,  conçu  depuis  bien  des  années, 
(d'esquisser  des  éléments  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées.  En  attendant,  nous  avons  constamment 
cherché  à  répandre  par  notre  enseignement  toutes  les 
améliorations  que  nous  avons  cru  pouvoir  apporter 
aux  idées  générales  et  aux  méthodes  scientifiques  j  et 
nous  avons  eu  souvent  la  satisfaction  de  voir,  soit  par 
les  ouvrages,  soit  par  l'enseignement  oral  de  nos 
élèves,  que  nos  efforts  n'avaient  pas  été  tout  à  fait  sans 
résultat.  Mais  il  est  nécessaire  qu'im  cours  complet 
d'éléments  soit  conçu  et  exécuté  par  un  seul,  et  nous 
espérons  qu'un  jour  nous  pourrons  en  présenter  au 
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moins  un  programme  développé.  Voici  maioLenant 
la  marche  que  nous  avons  cru  devoir  suivre  dans  l'Ou- 
vrage que  nous  faisons  paraître  aujourd'hui,  et  dont 
l'objet  est  l'enseignement  des  méthodes  infinitésimales. 

Nous  avons  commencé  par  donner  une  idée  géné- 
rale de  la  méthode  <les  limites  y  et  nous  avons  fait  re- 
marquer en  quoi  elle  était  plus  simple  que  celle  qu  em- 
ployaient les  anciens  géomètres,  en  partant  de  la  même 
notion  des  limites,  qui  leur  était  très-familière.  Nous 
avons  distingué  ensuite  les  différentes  manières  dont 
les  grandeurs  à  mesur^^  ou  celles  auxquelles  on  les 
ramène,  pouvaient  être  considérées  comme  limites  de 
variables  d'une  espèce  plus  simple»  et  nous  avons  dit 
qu'elles  pouvaient  en  général  se  réduire  à  trois.  La 
première,  employée  dans  quelques  cas  par  Euclide  et 
Archiméde,  consiste  à  regarder  les  grandeurs  comme 
limites  de  séries;  la  deuxième,  due  à  Archiméde,  comme 
limites  de  sommes  des  quantités  infiniment  petites  ;  la 
troisième  comme  limites  de  rapports  d'infiniment  pe- 
tits. Les  deux  premières  se  sont  présentées  à  propos  de 
la  mesure  de  la  pyramide,  de  la  parabole,  de  la  spi- 
rale, de  la  sphère,  des  volumes  des  corps  engendrés 
par  la  révolution  de  sections  coniques,  etc.  La  troi- 
sième, due  aux  modernes,  s'est  présentée  à  l'occasion 
du  problème  des  tangentes,  et  s'applique  à  beaucoup 
d'autres  questions.  La  théorie  des  séries  étant  en  de- 
hors de  l'objet  de  cet  Ouvrage,  nous  avons  dû  nous 
borner  à  considérer  les  quantités  comme  limites  de 
sommes  ou  de  r^q^yports  d'infiniment  petits,  ou  comme 
dépendant  d'une  manière  quelconque  de  ces  limites. 

Nous  avons  cru  devoir,  contrairement  aux  précé- 


XVIfl  PRÉFACE. 

dents,  commencer  l'étude  du  Calcul  infinitésimal  par 
la  considération  des  limites  de  sommes  :  non-seule- 
ment parce  que  c'est  l'ordre  que  la  science  a  suivi  dans 
sa  formation  y  mais  parce  que  la  mesure  des  grandeurs 
doit  naturellement  précéder  la  recherche  des  tan- 
gentes aux  courbes,  et  qu'en  cela  l'esprit  humain  a 
procédé  comme  la  nature  des  choses  le  demandait.  Il 
nous  a  semblé  que  renverser  cet  ordre  n'était  pas  un 
moyen  de  rendre  la  science  plus  claire  et  plus  acces- 
sible. 

En  conséquence,  nous  nous  sommes  occupé  d'abord 
de  la  mesure  des  aires  des  figures  planes  terminées  par 
des  courbes,  ainsi  que  des  volumes  et  des  surfaces 
des  corps  qui  ne  sont  pas  terminés  de  toute  part  par 
des  plans.  Nous  ne  nous  sommes  pas  borné  à  montrer 
comment  des  questions  se  ramenaient  à  des  recherches 
de  limites  de  sommes  d'infiniment  petits;  mais  nous 
avons  fait  voir,  par  un  grand  nombre  d'exemples, 
comment  ces  calculs  pouvaient  être  exécutés  par  des 
procédés  variés,  qui  ont  même  quelquefois  une  assez 
grande  généralité. 

Nous  avons  ainsi  fait  connaître  quelques-unes  des 
méthodes  employées  par  les  géomètres  qui  ont  traité 
les  premiers  ces  sortes  de  questions.  Les  procédés  que 
donnera  plus  tard  le  Calcul  intégral  n'en  seront  que 
mieux  appréciés;  mais,  dans  tous  les  cas,  il  nous  a 
paru  qu'il  n'était  pas  convenable  de  former  toute  la 
science  du  calcul,  avant  d'avoir  résolu  les  premières 
questions  à  l'occasion  desquelles  elle  a  été  faite. 

Nous  n'avons  pas  choisi  tous  nos  exemples  dans  la 
Géométrie  ;  la  Statique  nous  en  a  offert  quelques-uns. 
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Nous  avons  fait  voir  généralement  comment  la  déter- 
mination des  centres  de  gravité  se  ramène  à  celle  de 
linaites  de  sommes,  et  nous  avons  effectué  les  calculs 
dans  un  certain  nombre  de  cas  simples 

Dans  toutes  ces  recherches,  on  fait  un  fréquent 
usage  d'un  principe  général  très-simple,  qui  consiste 
en  ce  que  la  limite  d'une  somme  d'infiniment  petits 
n'est  pas  changée  quand  on  altère  ses  éléments  de 
quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  eux-mêmes; 
ou,  en  d'autres  termes,  qiiand  on  remplace  ces  élé- 
ments par  d'autres  dont  les  rapports  avec  les  premiers 
ont  respectivement  pour  limite  l'unité.  Le  principe 
fondamental  que  nous  établissons  en  commençant  est 
la  source  des  plus  grands  avantages  que  présente 
l'introduction  des  infiniment  petits  :  il  permet  d'en 
retrancher  la  partie  qui  rend  le  calcul  difficile,  en  don- 
nant un  moyen  sûr  de  reconnaître  si  cette  simplifica- 
tion ne  conduit  à  aucune  erreur.  Par  ce  moyen,  on  a 
toutes  les  simplifications  qu'on  trouverait  dans  une 
approximation,  et  en  même  temps  l'exactitude  que 
l'on  n'obtiendrait  que  par  de  longs  et  pénibles  calculs. 

Nous  sommes  passé  ensuite  à  la  considération  des 
limites  de  rapports  d'infiniment  petits;  le  principe 
précédent  s'y  applique  encore,  et  les  limites  ne  sont 
pas  changées  quand  on  altère  les  termes  variables  des 
rapports,  de  quantités  infiniment  petites  par  rapport 
à  ces  termes  :  d'où  résulte  encore  l'avantage  de  se  dé- 
barrasser des  parties  qui  font  souvent  la  plus  grande 
difficulté  de  la  question. 

Nous  avons  commencé  par  faire  voir  que,  dans  les 
divers  systèmes  de  détermination  des  points  d'un  lieu, 
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le  problème  des  tangentes  se  ramène  immédiat^neut 
à  celui  de  la  limite  du  rapport  de  deux  quantités  infi- 
niment petites.  Ces  quantités  sont  les  accroissements 
correspondants  des  deux  variables  dont  ies  valeurs  dé- 
terminent les  divers  points  de  la  courbe;  de  sorte  que 
le  problème  général  des  tangentes  revient  à  ce  pro- 
blème d'Analyse  :  Étant  donnée  une  équation  entre  deux 
variables,  trouver  la  limite  du  rapport  des  accroissements 
infiniment  petits,  corresporulants  de  ces  variables. 

On  voit  ainsi  l'intérêt  géométrique  qu'offre  ce  pro- 
blème de  calcul»  et  l'on  est  naturellement  conduit  à 
en  chercher  la  solution  générale;  mais  nous  montrons 
qu'il  s'appliquera  encore  à  beaucoup  d'autres  ques- 
tions intéressantes  dans  la  Géométrie  et  la  Mécanique. 
La  nature  de  ces  questions  peut  varier  à  l'infini.  Nous 
en  avons  choisi  particuUèrement  quelques*imes,  à 
cause  de  leur  importance  dans  la  science.  £n  Géomé- 
trie, nous  avons  considàné  la  courbure  des  lignes 
planes,  le  cercle  osculateur,  les  développées,  etc«  ;  en 
Mécanique,  la  vitesse,  Taccélération,  le  poids  spéci- 
fique en  un  point  d'une  substance  non  homogène,  etc. 
Nous  avons  étudié  aussi  la  question  générale  du  dé- 
placement d'une  figura  sur  un  plan,  et  nous  avons 
vu  comment  se^  résolvent  les  problèmes  de  tangentes 
auxquels  elle  donne  heo. 

Toutes  les  théories  dont  nous  avons  parlé  jusqu'ici 
se  ramenant  à  des  limites  de  sommes  ou  de  rappc»ts^ 
nous  avons  cru  convenable  de  les  exposer  et  d'en  faire 
des  applications  particulières  avant  d'établir  les  règles 
du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral,  qui  donnent 
plus  de  simplicité  et  der  généralité  à  l'exécution  de  tous 
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les  calculs  auxquels  elles  se  ramènent.  Ck>mine  elles  sont 
en  eUes-mêmes  indépendantes  des  moyens  d'exécution 
des  opérations  qu'elles  indiquent,  nous  avons  cru  de* 
voir  les  présenter  avant  les  longues  et  pénibles  théo- 
ries d'Analyse,  qui  donnent  les  meilleures  règles  pour 
cette  exécution.  £n  suivant  la  marche  inverse,  on 
rebute  l'esprit  par  des  recherches  abstraites  dont  il  ne 
Toit  pas  Tobjet,  et  il  est  même  à  craindre  que  les 
théories  géométriques  que  Ton  expose  ensuite  ne 
soient  prises  pour  des  dépendances  des  théories  analy- 
tiques, avec  lesquelles  elles  n'ont  en  elles-mêmes  rien 
de  conunun,  et  qui  ne  leur  servent  qu'à  l'exécution  du 
calcul  des  limites  de  sommes  ou  de  rapports,  aux- 
quelles elles  ont  ramené  l'objet  de  leur  recherche- 
Telle  est  la  marche  que  nous  avons  suivie  dans  le 
premier  Livre  de  cet  Ouvrage. 

Dans  les  Livres  suivants,  nous  donnons  les  règles 
pour  trouver  les  limites  des  rapports  des  accroisse- 
ments infiniment  petits  de  variables  liées  par  des  équa- 
tions données,  ainsi  que  les  limites  des  sommes  d'infi- 
niment petits,  représentés  par  une  formule  générale. 

Nous  donnons  à  ces  deux  problèmes  d'Analyse,  dont 
l'un  est  Tinverse  de  l'autre,  toute  l'extension  dont  ils 
sont  susceptibles,  en  restant  dans  le  cadre  qui  con- 
vient à  de  simples  éléments,  et  nous  formons  ainsi  ce 
que  l'on  appelle  le  Calcul  différentiel  et  intégral. 

Ainsi,  dans  cet  essai,  que  nous  espérons  rendre  un 
jour  moins  imparfait,  notre  objet  a  été  l'étude  de  la 
méthode  infinitésimale  considérée  en  elle-même  ;  et  les 
procédés  si  importants  du  Calcul  différentiel  et  du  Cal- 
cul inverse  ont  été  les  moyens  d'exécution  des  opé- 
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rations  auxquelles  cette  méthode  a  ramené  la  solution 
des  questions  qu'elle  s'est  proposées.  Cette  subordi- 
nation, que  nous  avons  tenu  à  rendre  bien  explicite  et 
bien  sensible,  donne  la  raison  de  Tordre  que  nous 
avons  suivi  dans  cet  Ouvrage,  et  du  titre  que  nous  lui 
avons  donné. 

Duhamel. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DE  LÀ  MESURE  DES  GRANDEURS,  ET  DES  NOMBRES 

EN  GÉNÉRAL. 


I .  L'évaluation  des  grandeurs  d'une  espèce  quelconque 
est  fondée  sur  deux  notions  nécessaires  et  suffisantes  :  celle 
de  l'égalité,  et  celle  de  l'addition. 

De  ces  notions  résulte  immédiatement  celle  de  la  décom- 
position d'une  grandeur  en  parties  égales.  Lorsqu'on  les  a 
acquises  on  peut  comparer  entre  elles  les  grandeurs  de 
cette  espèce,  et  en  en  choisissant  une  pour  terme  de  com- 
paraison, on  pourra  déterminer  toutes  les  autres,  comme 
nous  allons  le  faire  voir. 

Le  cas  le  plus  simple  de  la  comparaison  d'une  grandeur 
a  une  autre  est  celui  où  la  première  peut  être  décomposée 
exactement  en  parties  égales  à  la  seconde.  Le  résultat  de  la 
comparaison,  ou  le  rapport  de  la  première  à  la  seconde, 
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n'est  alors  autre  chose  qu'une  pluralité,  ou  ce  qu'on  appelle 
un  nombre. 

Mais,  si  la  première  partie  n'était  pas  exactement  dëcom- 
posable  en  parties  égales  à  la  seconde,  le  résultat  de  la  corn- 
paraisou  ne  serait  plus  une  simple  pluralité,  où  ce  que 
nous  avons  appelé  un  nombre.  Néanmoins,  comme  il  est 
très-utile  dans  les  sciences  de  généraliser  le  plus  possible, 
c'est-à-dire  de  renfermer  le  plus  grand  nombre  possible 
d'idées  particulières  sous  une  même  dénomination,  on  a 
cherché  quelle  extension  il  faudrait  donner  à  la  signification 
du  mot  nombre  pour  qu'il  exprimât  dans  tous  les  cas  le 
rapport  de  deux  grandeurs  de  même  espèce. 

On  a  d'abord  considéré  le  cas  où  les  deux  grandeurs  ont 
une  mesure  commune.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que 
cette  mesure  soit  contenue  m  fois  dans  Tune  et  n  fois  dans 
l'autre  :  alors  la  première  est  égale  à  m  fois  la  /i'*""  partie 
de  la  seconde,  et  celle-ci  à  n  fois  la  m'**"*  partie  de  la  pre- 
mière \  on  est  convenu  de  dire  que  le  rapport  de  la  pre- 
mière à  la  seconde  est  twti'*'"",  et  on  l'écrit  ainsi.  -— •  Le 

'  n 

rapport  de  la  seconde  à  la  première  est  dit  réciproque  ou 
inverse  du  premier  et  s'écrira  —  • 

Ces  nouveaux  rapports  ont  encore  été  appelés  des  nom- 
bres \  et  pour  les  distinguer  des  nombres  entiers,  on  les  a 
désignés  sous  le  nom  de  nombres  fractionnaires , 

Sous  quelque  forme  qu'ils  se  présentent,  on  dit  que  deux 
nombres  sont  égaux  lorsqu'en  prenant  une  même  unité  ils 
représentent  des  grandeurs  égales. 

Si  l'une  des  grandeurs  représentées  est  égale  à  l'autre 
augmentée  ou  diminuée  d'une  certaine  quantité,  on  dit  que 
le  nombre  correspondant  est  plus  grand  ou  plus  petit  que 
l'autre^  et  l'on  dit  qu'on  ajoute  plusieurs  nombres  quel- 
conques, quand  on  considère  celui  qui  correspondrait  à  la 
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somme  des  quantités  qui,  comparées  à  une  même  unité,  ont 
donné  lieu  aux  premiers* 

Elnfin,  si  Ton  considère  deux  grandeurs  qui  n'aient  pas 
de  mesure  commune,  et  que  Ton  appelle  à  cause  de  cela 
incommensurables,  elles  ne  présentent  aucune  des  deux 
idées  précédentes,  et  il  faudra,  ou  dire  qu  elles  n'ont  pas  de 
rapport,  ou  donner  à  la  signification  du  mot  nombre  une 
nouvelle  extension.  Mais  il  ne  suffira  pas  que  l'on  convienne 
de  dire  que  deux  grandeurs  incommensurables  ont  entre 
elles  un  rapport,  et  que  ce  rapport  sera  désigné  sous  le  nom 
de  nombre  incommensurable,  il  faudra  définir  rigoureuse- 
ment régalité  des  rapports  ou  nombres  incommensurables. 
Notre  manière  de  voir  à  cet  égard,  différente  de  celle  de 
quelques  Géomètres,  est  entièrement  conforme  au  fond  à 
celle  d'Euclide. 

Observons  d'abord  qu'en  partageant  l'une  des  grandeurs 
en  parties  égales  suffisamment  petites,  et  les  portant  dans 
l'autre  autant  de  fois  que  possible,  le  reste  sera  moindre 
que  l'une  des  parties,  et,  par  conséquent,  pourra  toujours 
être  rendu  moindre  que  toute  grandeur  donnée^  de  sorte 
qu'il  existera  un  rapport  commensurable  entre  l'une  quel- 
conque des  deux  grandeurs  et  une  autre  qui  différera  aussi 
peu  qu'on  voudra  de  la  seconde. 

Cela  posé,  considérons  deux  grandeurs  incommensura- 
bles^ divisons  l'une  d'elles,  par  exemple  la  plus  petite,  en 
parties  égales  dont  le  nombre  croisse  indéfiniment  ;  por- 
tons-les dans  la  plus  grande  et  négligeons  le  reste  :  il  en  ré- 
sultera une  suite  de  rapports  ou  de  nombres  commensu- 
rables  correspondant  à  la  plus  petite  des  grandeurs  et  à 
d'autres  grandeurs  commensurables  avec  elle,  et  qui  difiè- 
rentde  la  seconde  de  quantités  qui  peuvent  devenir  moindres 
que  toute  grandeur  désignée.  Concevons,  en  second  lieu, 
deux  autres  grandeurs  incommensurables,  de  même  nature 
l'une  que  l'autre,  mais  d'une  espèce  quelconque,  et  parta- 

I. 
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gcons  successivement  la  plus  petite  dans  le  mètne  nombre 
de  parties  égales  que  la  plus  petite  de  la  première  espèce  : 
on  aura  de  même  une  nouvelle  suite  de  rapports  commcn- 
surables;  et  si  ceux  qui  correspondent  de  part  et  d'autre  au 
même  mode  de  division  de  la  plus  petite  sont  toujours 
égaux,  quelque  loin  qu'on  pousse  cette  division,  on  dit  que 
les  deux  premières  grandeurs  incommensurables  ont  même 
rapport  ou  même  raison  que  les  deux  autres. 

2.  Mais  pour  qu'il  y  ait  lieu  de  définir  ainsi  l'égalité  des 
rapports  incommensurables,  il  est  nécessaire  de  démontrer 
que  l'égalité  des  rapports  commensurables  respectifs  est 
indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  les  subdivisions 
décroissent  indéfiniment  ;  c'est-à-dire  que  si  cette  égalité  a 
lieu  pour  une  certaine  loi,  elle  aura  lieu  pour  toute  autre. 
Cette  proposition  peut  être  démontrée  comme  il  suit  : 

Soient  Â  et  B  deux  grandeurs  incommensurables  d'une 
espèce  quelconque,  et  A',  B'  deux  autres  grandeurs  incom- 
mensurables, soit  de  la  même  espèce  que  les  premières, 
soit  de  tout  autre  ^  admettons  que  si  Ton  subdivise  Â  et  A' 
en  un  même  nombre  de  parties  égales,  qui  croissent  indéfi- 
niment suivant  une  certaine  loi  déterminée,  on  trouve  con- 
stamment le  même  nombre  de  ces  parties  contenues  respec- 
tivement dans  B  et  B^  :  il  s'agit  de  démontrer  que  si  l'on 
partage  A  et  A^  en  un  même  nombre  quelconque  m  de  par- 
ties égales,  non  renfermé  dans  la  loi  donnée,  il  se  trouvera 
toujours  un  nombre  égal  de  ces  subdivisions  respectives 
dans  B  et  B^ 

En  effet,  supposons  qu'il  y  ait  un  nombre  k  de  parties 
dans  B  et  un  nombre  différent,  par  exemple  plus  grand, 
dans  B^  Alors  k  -h  i  parties  de  la  première  espèce  surpas- 
seront B  d'une  certaine  quantité  que  je  désignerai  par  E; 
tandis  que  A:  -h  i  parties  de  la  seconde  seront  encore  infé- 
rieures à  B'.  Cela  posé,  décomposons  A  en  parties  égales 
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moindres  que  E,  et  comprises  dans  la  loi  donnée  *,  décom- 
posons A'  en  un  nombre  égal  de  parties  :  d'après  Fhypo- 
tbèse,  il  devra  s'en  trouver  respectivement  le  même  nombre 
dans  B  et  dans  B'.  Mais  il  est  évident  qu'il  y  aura  moins  de 
parties  plus  petites  que  E  dans  B  que  dans  B  +  E  ou  dans 
k-hi  des  subdivisions  en  question  ^  et  il  y  en  aura  évidem- 
ment autant  dans  ces  /î  + 1  subdivisions  qu'il  y  aura  de 
parties  correspondantes  dans  les  Ar  +  i  subdivisions  corres- 
pondantes de  B^)  qui  donnent  cependant  une  somme  in- 
férieure à  B'.  Donc  il  y  aurait  dans  B  un  nombre  moindre 
de  parties  comprises  dans  la  loi  donnée,  qu'il  n'y  aurait  de 
leurs  correspondantes  dans  B';  ce  qui  est  contre  l'hypo- 
tbèse.  H  est  donc  impossible  qu'en  partageant  A  et  A'  en  un 
même  nombre  quelconque  de  parties  égales,  ces  parties  ne 
soient  pas  respectivement  comprises  dans  B  et  B'  le  même 
nombre  entier  de  fois. 

La  définition  de  l'inégalité  des  rapports  incommensura- 
bles sera  la  même  que  pour  les  rapports  commensurables. 
On  dira  toujours  qu'un  rapport  est  plus  grand  ou  plus  petit 
qu'un  autre  lorsqu'il  est  celui  d'une  quantité  plus  grande 
ou  plus  petite  que  la  première,  à  la  même  seconde  quantité. 
Et  l'on  appellera  toujours  somme  des  rapports  de  plusieurs 
quantités  quelconques  à  une  même  unité  le  rapport  de  la 
somme  de  ces  quantités  à  la  même  unité. 

3.  C'est  au  moyen  de  cette  extension  qu'Euclide  a  pu 
établir  des  théorèmes  généraux  dans  la  comparaison  des 
surfaces  entre  elles  et  des  solides  entre  eux.  Il  n'aurait  pas 
pu  dire  que  deux  rectangles  de  même  hauteur  sont  toujours 
dans  le  même  rapport  que  leurs  bases,  ni  que  deux  paral- 
lélépipèdes de  même  base  sont  dans  le  même  rapport  que 
leurs  hauteurs^  et  tant  d'autres  propositions  analogues 
n'auraient  pu  être  énoncées  généralement,  s'il  n'avait  défini 
préalablement,  non  les  rapports,  mais  V égalité  des  rap- 
ports, dans  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter. 
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Ce  n'est  pas  que  pour  les  besoins  de  la  pratique  il  y  ait 
beaucoup  d'intérêt  à  donner  ce  degré  de  généralité  aux 
théorèmes  relatifs  à  la  comparaison,  et,  par  conséquent,  â 
la  mesure  des  grandeurs  ;  car  on  peut  toujours  les  rendre 
commensurablcs  entre  elles  en  les  augmentant  ou  les  di- 
minuant de  quantités  moindres  que  toute  grandeur  dési- 
gnée» Mais,  au  point  de  vue  de  la  théorie  pure,  il  faudrait 
dire  que  les  propositions  ne  sont  pas  générales  et  n'ont  de 
sens  que  quand  toutes  les  grandeurs  ont  une  mesure  com- 
mune. 


DES    QUANTITÉS    COUT SIDÉRÉES    COMME    LIMITES, 


CHAPITRE  IL 

DES  FONCTIONS  EN  GÉNÉRAL,  ET  DE  LA  œNTINUITË. 


-4.  On  désigne  sous  le  nom  de  variable  toute  quantité 
qui,  dans  la  question  où  on  la  considère,  est  susceptible 
de  recevoir  successivement  différentes  valeurs.  On  nomme 
indépendantes  celles  dont  les  valeurs  sont  entièrement  arbi- 
traires, et  dépendantes  ou  fonctions  celles  dont  les  valeurs 
sont  déterminées  par  celles  de  certaines  autres  quantités, 
quelle  que  soit  la  nature  de  cette  dépendance,  et  soit  qu'il 
s'agisse  de  quantités  concrètes  ou  de  quantités  évaluées  en 
nombre.  Dans  le  premier  cas,  on  a  des  fonctions  concrètes, 
et  dans  le  second,  des  fonctions  analytiques. 

Les  fonctions  analytiques  se  distinguent  en  fonctions 
explicites  et  fonctions  implicites.  Les  premières  sont  celles 
dont  les  valeurs  peuvent  s'obtenir  au  moyen  d'opérations  in- 
diquées que  l'on  sait  exécuter  \  les  autres  sont  celles  qui  sont 
liées  aux  variables  indépendantes  par  des  équations  non  ré- 
solues. Dans  ce  cas,  les  opérations  à  effectuer  pour  former  les 
valeurs  des  fonctions  ne  sont  pas  indiquées.  On  les  connaî- 
trait par  la  résolution  des  équations,  si  on  pouvait  l'effec- 
tuer \  et  alors  ces  fonctions  deviendraient  explicites. 

Les  fonctions  explicites  se  subdivisent  ordinairement  en 
algébriques  et  transcendantes.  Les  premières  sont  celles 
où  les  seules  opérations  indiquées  sont  des  additions,  sous- 
tractions, multiplications,  divisions^  élévation  à  des  puis- 
sances et  extractions  de  racines  de  degrés  connus^  les  autres 
sont  celles  qui  renferment  d'autres  opérations  indiquées  sur 
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les  variables*,  comme,  par  exemple,  les  quantités  exponen- 
tielles, les  logarithmes,  les  lignes  trigonométriques,  etc. 

Lorsqu'une  seule  de  ces  diverses  opérations  est  indiquée 
sur  une  variable,  on  a  une  fonction  simple  de  cette  variable. 
Lorsque  plusieurs  d'entre  elles  sont  accumulées  les  unes 
sur  les  autres,  on  a  ce  que  Ton  appelle  une  fonction  de 
fonctions.  Toutes  les  fonctions  qui  ne  rentrent  pas  dans  ces 
deux  cas  se  nomment  fonctions  composées. 

Lorsque  deux  variables  sont  liées  par  une  équation  quel- 
conque, elles  sont  fonctions  Tune  de  l'autre.  La  forme  de 
ces  deux  fonctions  est  différente  si  les  deux  variables  n'en- 
trent pas  dans  l'équation  d'une  manière  symétrique.  On 
leur  donne,  l'une  par  rapport  à  l'autre,  le  nom  àe  fonctions 
inv^erses.  Si,  par  exemple,  on  résout  par  rapport  à  x  les 
équations  suivantes,  qui  sont  résolues  par  rapport  hy^ 

jz=.ar^     yzria*^     jr  =  sinx,. . . , 

on  obtient 

X  =  '^y-y     X  =  log/,     X  =  arc  sinj. 

Ainsi,  d'après  notre  définition,  la  racine  m'*'"*  est  la  fonc- 
tion inverse  de  la  puissance  m]  le  logarithme  est  la  fonc- 
tion inverse  de  rcxponentielle,  etc. 

Continuité, 

5.  Une  variable  est  continue  lorsqu'elle  ne  peut  passer 
d'une  valeur  quelconque  à  une  autre,  sans  passer  par  toutes 
les  valeurs  intermédiaires. 

Une  fonction  est  dite  continue  lorsqu'en  faisant  varier 
d'une  manière  continue  les  quantités  dont  elle  dépend  elle 
varie  elle-même  d'une  manière  continue,  c'est-à-dire  qu'elle 
ne  peut  passer  d'une  valeur  à  une  autre  sans  passer  par 
toutes  les  intermédiaires.  Une  fonction  peut  être  continue 
tant  que  les  variables  dont  elle  dépend  restent  renfermées 
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entre  certaines  limites,  et  cesser  de  l'être,  ou  devenir  dis- 
continue, en  dehors  de  ces  limites. 

Pour  démontrer  qu'une  fonction  qui  est  rëelle  entre  cer- 
taines limites  de  la  variable  est  continue,  il  suffit  de  faire 
voir  que  l'on  peut  faire  croître  la  variable  par  degrés  assez 
petits  pour  que  les  accroissements  correspondants  de  la 
fonction  soient  moindres  qu'une  grandeur  quelconque  : 
car,  si  cette  fonction  n'était  pas  continue,  il  faudrait  qu'elle 
passât  brusquement  d'une  certaine  valeur  à  une  autre  qui 
en  différerait  d'une  quantité  finie  -,  ce  qui  est  absurde,  puis- 
que l'accroissement  de  la  fonction  peut  être  rendu  moindre 
que  toute  grandeur  donnée.  C'est  ainsi  que,  dans  les  élé- 
ments, on  a  démontré  que  toutes  les  fonctions  simples  sont 
continues  et  que,  par  conséquent,  il  en  est  de  même  des 
fonctions  composées.  Réciproquement,  toute  fonction  con- 
tinue d'une  variable  jouit  de  la  propriété  que  ses  accrois- 
sements peuvent  devenir  moindres  que  toute  quantité  don- 
née, pourvu  que  l'on  donne  des  valeurs  suffisamment  petites 
aux  accroissements  de  la  variable  :  car,  si  F  accroissement 
donné  à  la  variable,  à  partir  d'ime  de  ses  valeurs,  tendait 
vers  zéro,  sans  qu'il  en  fut  ainsi  de  l'accroissement  de  la 
fonction,  il  en  résulterait  que  la  fonction  passerait  brus- 
quement d'une  valeur  à  une  autre  qui  en  différerait  d'une 
quantité  finie,  et  que,  par  conséquent,  elle  ne  serait  pas 
continue. 

Si  l'on  considère  les  valeurs  d'une  fonction  continue 
comme  des  ordonnées  et  les  valeurs  correspondantes  de  la 
variable  indépendante  comme  des  abscisses,  les  points  ainsi 
obtenus  se  suivront  sans  interruption  et  formeront  une 
ligne  continue,  qui  sera  la  représentation  géométrique  de 
la  fonction  analytique. 

6.  Réciprocité. —  Si  F(x)  désigne  une  fonction  continue 
relativement  à  x^  réciproquement  x  sera  une  fonction  con- 
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tinue  de  F  (a:);  c'est-à-^lire  que,  si  cette  dernière  varie 
d'une  manière  continue,  les  valeurs  correspondantes  de  œ 
se  suivront  d'une  manière  continue. 

En  effet,  les  valeurs  successives  de  F(j:)  correspondant 
à  des  valeurs  successives  de  x,  réciproquement,  ces  dernières 
correspondent  aux  premières;  mais,  par  hypothèse,  celles-ci 
se  suivent  d'une  manière  continue  lorsque  les  valeurs  de  jc 
varient  d'une  manière  continue.  11  en  est  donc  de  même  de 
ces  dernières  lorsqu'on  fait  varier  leurs  correspondantes, 
c'est-à-dire  les  valeurs  de  F(x),  d'une  manière  continue. 

7.  Continuité  des  fonctions  implicites.  —  Si  deux  va- 
riables sont  liées  par  une  équation  dont  les  deux  membres 
sont  des  fonctions  continues  de  l'une  et  de  l'autre,  chacune 
de  ces  variables  sera  une  fonction  continue  de  l'autre. 

Soient,  en  effet,  x^  y,  ces  variables,  et  F(x,^)  =  o 
l'équation  qui  les  lie,  F  désignant  une  fonction  cpntinue, 
soit  par  rapport  à  x,  soit  par  rapport  à  y.  D'après  tout  ce 
qui  a  été  établi  précédemment,  si  x  varie  d'une  très-petite 
quantité,  il  en  sera  de  même  de  F(x,  j^);  et,  pour  ramener 
cette  dernière  à  sa  valeur  primitive  zéro,  il  faudra  que  jr 
varie  aussi  d'une  quantité  extrêmement  petite  \  donc,  si  x 
varie  d'une  manière  continue,  il  en  sera  de  même  de  y^ 
c'est-i-dire  de  la  fonction  implicite  qui  en  dépend  par  une 
équation  dont  les  membres  sont  des  fonctions  explicites  de 
Tune  et  de  l'autre. 


«••' 
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CHAPITRE  ffl. 

PREMIÈRE  CONCEPTION  DES  LQflTES. 
MÉTHODE  GÉNÉRALE. 


8.  Les  anciens  Géomètres,  partant  de  la  définition  de  Fé- 
gâlité  des  quantités  géométriques,  fondée  sur  la  superpo- 
sition, et  de  la  notion  de  Taddition  de  ces  quantités,  sont 
parvenus  facilement  à  la  comparaison  et  à  la  mesure  des 
polygones  plans,  des  parallélépipèdes  et  des  prismes  quel- 
conques; mais  quand  ils  voulurent  comparer  des  figures 
planes  terminées  par  des  courbes,  ou  des  solides  terminés 
par  des  surfaces  courbes,  les  mêmes  procédés  ne  pouvaient 
plus  réussir. 

Us  eurent  alors  l'idée  assez  naturelle,  mais  fondamentale, 
de  considérer,  au  lieu  des  grandeurs  elles-mêmes,  d'autres 
grandeurs  de  l'espèce  de  celles  qu'ils  savaient  mesurer  et 
telles,  qu'elles  pussent  différer  des  premières  de  quantités 
moindres  que  toute  quantité  désignée.  Us  cherchaient  en- 
suite la  relation  entre  ces  grandeurs  voisines  des  proposées, 
et  dont  ils  rendaient  la  comparaison  aussi  facile  que  la 
question  le  permettait.  Cette  relation  leur  faisait  aisément 
juger  celle  qui  devait  avoir  lieu  entre  les  grandeurs  pro- 
posées ;  et  ils  démontraient  cette  dernière  en  prouvant,  par 
la  méthode  pénible  de  la  réduction  à  l'absurde,  que  la 
véritable  relation  ne  pouvait  en  différer. 

C'est  dans  les  Éléments  d'Euclide  que  l'on  trouve  les  pre- 
mières traces  de  cette  importante  méthode  \  il  l'applique  à 
la  comparaison  des  cercles  entre  eux,  des  pyramides  entre 
elles  et  d'autres  encore. 


Archimède  l'a  appliquée  ensuite  à  la  quadrature  du  seg- 
ment parabolique-,  mais  il  s'est  élevé  à  une  conception  beau- 
coup plus  féconde,  dont  nous  parlerons  bientôt,  dans  la 
manière  de  composer  les  grandeurs  variables  qui  peuvent 
différer  aussi  peu  qu'on  voudra  des  proposées. 

Avant  d'entrer  dans  aucun  détail  à  cet  égard,  nous  expo- 
serons les  principes  au  moyen  desquels  les  modernes  sont 
parvenus  à  simplifier  les  démonstrations  des  anciens,  sans 
leur  faire  rien  perdre  de  leur  rigueur. 

Limite  d'une  variable, 

9.  Lorsqu'une  grandeur  variable  prend  successivement 
des  valeurs  qui  se  rapprochent  de  plus  en  plus  de  celle  d'une 
grandeur  constante,  de  telle  sorte  que  la  diirérence  avec 
cette  dernière  puisse  devenir  et  rester  moindre  que  toute 
grandeur  désignée,  soit  que  la  variable  soit  toujours  au- 
dessous,  ou  toujours  au-dessus,  ou  tantôt  au-dessous  et  tan-  ^ 
tôt  au-dessus  de  la  constante,  on  dit  que  la  première 
approche  indéfiniment  de  la  seconde,  et  que  celle-ci  en  est 
la  limite. 

Lorsque  cette  limite  est  zéro,  on  donne  à  la  variable  le 
nom  de  quantité  infiniment  petite,  ou  simplement  d'infini^ 
ment  petit. 

Remakqi3E.  —  Il  ne  faut  pas  oublier  que,  pour  que  la 
quantité  fixe  soit  limite  de  la  variable,  il  faut  non-seule- 
ment que  leur  différence  devienne  moindre  que  toute  quan- 
tité défigurée,  mais  qu'elle  reste  telle  dans  les  variations 
qu'elle  subira  ensuite  indéfiniment.  Si  cette  différence, 
après  être  devenue  inférieure  à  la  quantité  désignée,  deve- 
nait ensuite  plus  grande,  puis  plus  petite,  ensuite  plus 
grande  et  de  même  indéfiniment,  la  quantité  fixe  n'offrirait 
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pas  le  caractère  que  nous  attachons  à  une  limite,  et  nous 
ne  lui  donnerions  pas  ce  nom. 

Principe  fondamental  des  limites, 

10.  «Si  deux  quantités  variables  sont  constamment  égales 
et  tendent  chacune  vers  une  limite,  ces  deux  limites  sont 
nécessairement  égales.  —  En  effet,  deux  grandeurs  tou- 
jours égales  ne  présentent  qu'une  seule  valeur,  et  il  semble 
inutile  de  démontrer  qu'une  valeur  variable  ne  peut  pas 
tendre  à  la  fois  vers  deux  limites  inégales,  c'est-à-dire  vers 
deux  grandeurs  constantes,  différentes  l'une  de  l'autre. 

n  est,  au  reste,  bien  facile  d'ajouter  quelques  dévelop- 
pements qui  rendent  plus  claire  encore,  s'il  est  possible, 
cette  importante  proposition.  Supposons,  en  effet,  que  deux 
variables  toujours  égales  aient  des  limites  différentes  Â  et  B, 
A  étant,  par  exemple,  la  plus  grande,  et  surpassant  B  d'une 
quantité  déterminée  À.  La  première  variable,  ayant  A  pour 
limite,  finira  par  rester  constamment  comprise  entre  deux 
valeurs,  l'une  plus  grande,  l'autre  plus  petite  que  A,  et 
ayant  avec  A  une  différence  aussi  petite  qu'on  voudra; 

bornons-nous  à  supposer  cette  différence  moindre  que  -  A. 

2 

Semblablement  la  seconde  variable  finira  par  rester  indé- 
finiment à  une  distance  de  6  moindre  que  -  À.  Or  il  est 

évident  qu'alors  les  deux  variables  ne  pourraient  plus  être 
égales  ;  ce  qui  doit  être  cependant,  d'après  les  données  de 
la  question.  Ces  données  sont  donc  incompatibles  avec 
l'existence  d'une  différence  quelconque  entre  les  limites 
des  variables.  Donc  ces  limites  sont  égales. 
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Méthode  des  limites. 

ii .  Quand  on  veut  trouver  une  relation  entre  des  gran- 
deurs qui  ne  se  prêtent  pas  facilement  aux  comparaisons, 
on  peut  les  considérer  comme  limites  de  grandeurs  d'une 
espèce  plus  simple,  et  profiter  de  Tindétermination  que 
cette  condition  laisse  subsister,  pour  choisir  ces  variables 
de  manière  à  faciliter  la  recherche  d'une  relation  entre 
elles.  Si  l'on  y  peut  parvenir,  le  problème  est  résolu. 

En  effet,  cette  relation  peut  toujours  être  considérée 
comme  exprimée  par  une  équation  dont  les  deux  membres 
seront  des  fonctions  de  ces  variables.  Ces  dernières  ne 
sont  point  assujetties  à  la  continuité,  mais  les  deux  membres 
de  l'équation  seront  ce  que  nous  avons  appelé  des  fonctions 
continues  de  ces  variables,  au  moins  dans  le  voisinage  de 
leurs  limites. 

Soient  a,  £,  c,...  les  quantités  entre  lesquelles  on 
cherche  une  relation  5  x,  j^,  z, . . .  les  variables  dont  elles 
sont  les  limites  \  et  supposons  qu'on  ait  trouvé  entre  elles 
l'équation 

F  et/* désignant  des  fonctions  continues  de  x,  ^,  j^, . . .  au 
moins  lorsque  ces  variables  sont  dans  le  voisinage  de  leurs 
limites  respectives  a,  £,  c, . . . .  Il  résulte  de  là  que  les 
différences  de  ces  variables  à  leurs  limites  peuvent  être 
assez  petites  pour  que  les  fonctions  F  (a:,  ^^  ^5  •  •  •  )  ®^ 
/(x,  ^,  ^, •..)  didèrent  aussi  peu  qu'on  voudra  de 
F(a,  i,  c,...)  et  y(^i,  i,  c,  • . .).  Ces  deux  expressions 
constantes  sont  donc  les  limites  vers  lesquelles  tendent  les 
deux  membres  de  l'équation.  Mais  les  limites  de  quantités 
égales  sont  égales  :  donc  on  aura  nécessairement 

F(a,  b,  c,. . .)  =/(a,  by  c,. . .), 
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c'est-à-dire  que  la  relation  entre  les  limites  sera  identique- 
ment la  même  que  celle  qui  avait  lieu  constamment  entre 
les  variables,  et  qu'il  suffit  de  changer  dans  celle-ci  les 
variables  dans  leurs  limites  pour  avoir  la  relation  qui 
existe  entre  ces  dernières. 

Si  cette  substitution  introduisait  des  indéterminations 
apparentes,  on  les  ferait  disparaître  par  des  procédés  que 
nous  aurons  occasion  de  faire  connaître  par  la  suite. 

On  voit  donc  que  la  méthode  des  limites  consiste  à  con- 
sidérer des  quantités  dont  on  veut  découvrir  la  relation, 
comme  limites  de  quantités  plus  simples,  et  à  chercher  la 
relation  de  ces  dernières.  Lorsqu'elle  est  établie,  il  ne  reste 
plus,  d'après  le  théorème  précédent,  qu'à  substituer  à 
toutes  les  variables  leurs  limites  respectives. 

Les  quantités  variables  qui  ont  pour  limites  les  quantités 
proposées  peuvent  être  choisies  de  bien  des  manières  diffé- 
rentes, comme  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  le  dire,  et 
ce  choix  est  très-important.  Les  calculs  peuvent  être  très- 
simples  ou  très-compliqués,  suivant  la  nature  de  ces  va- 
riables, et  dans  chaque  cas  particulier  il  faudra  s'attacher 
d'abord  à  reconnaître  quelles  sont  celles  qui  donneront  le 
plus  de  facilité  au  calcul.  Ainsi,  par  exemple,  quand  on 
cherche  la  relation  entre  les  surfaces  de  deux  cercles  et 
leurs  rayons,  on  considère  ces  cercles  comme  limites  de 
polygones  réguliers  semblables,  parce  que  la  relation  entre 
ces  polygones  et  les  rayons  des  cercles  est  très-facile  à  obte- 
nir; tandis  qu'elle  aurait  été  très-difficile  à  découvrir  si 
l'on  avait  supposé  différents  les  nombres  des  côtés  des  deux 
polygones,  et  que  de  plus  on  ne  les  eût  pas  supposés  régu- 
liers. Au  reste,  si  cette  dernière  était  découverte,  elle  con- 
duirait nécessairement  à  la  même  relation  entre  les  cercles 
et  leurs  rayons,  et  le  choix  des  variables  n'a  d'autre  effet 
que  de  conduire  plus  ou  moins  simplement  au  résultat. 
Mais  il  n'y  a  aucune  règle  précise  à  donner  à  ce  sujet. 
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Il  peut  arriver  que  les  deux  membres  de  Tégalité,  quoi- 
que composés  de  quantités  variables,  restent  constants  ;  on 
aura  toujours  la  relation  entre  les  quantités  proposées,  en 
remplaçant  les  variables  par  leurs  limites.  On  remarquera 
seulement  que  cette  substitution,  au  lieu  de  donner  les 
limites  des  deux  membres,  donne  leur  valeur  constante. 
Au  reste,  on  aurait  facilement  deux  membres  variables,  en 
faisant  passer  Tun  des  termes  variables  d'un  membre  dans 
Tautrc,  ou  encore  en  multipliant  par  un  dénominateur  va- 
riable^ mais  ce  serait  une  transformation  inutile,  et  que, 
par  conséquent,  il  ne  faut  jamais  faire. 

Avant  de  passer  à  Tétude  un  peu  approfondie  des  diffé- 
rentes manières  dont  les  quantités  peuvent  être  considérées 
comme  limites  d'autres,  d'espèce  plus  simple,  nous  croyons 
utile  de  donner  de  courtes  explications  au  sujet  de  quelques 
définitions  dépendantes  de  la  considération  des  limites. 
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CHAPITRE  IV. 

RÉFLEXIONS  AD  SUJET  DE  QUELQUES  DÉFINITIONS. 


De  l'infini. 

12.  Le  mot  infini  est  employé  pour  exprimer  l'absence 
de  limites,  de  bornes  quelconques  :  c'est  ainsi  que  l'espace  et 
le  temps  sont  dits  infinis.  Cette  idée  exclut  évidemment 
celle  de  toute  comparaison  sous  le  rapport  de  la  grandeur. 
Néanmoins,  pour  abréger  le  discours,  on  parle  souvent  de 
quantités  infinies  \  on  les  soum^et  aux  mêmes  opérations  que 
les  quantités  finies,  et  il  est  très-important  de  ne  pas  se 
méprendre  sur  la  manière  dont  ce  langage  doit  être  entendu. 

Ces  quantités  dites  infinies  ne  peuvent  se  présenter  que 
de  deux  manières  :  ou  comme  solutions,  ou  comme  données 
d'une  question. 

L'infini  peut  se  présenter  comme  solution  lorsque,  pour 
déterminer  certaines  quantités,  on  les  regarde  comme  dé- 
pendantes d'une  autre,  et  que,  dans  le  cas  particulier  que 
1  on  a  en  vue,  cette  dernière  n'existe  plus^  tandis  que  pour 
des  cas  très-voisins  elle  aurait  des  valeurs  qui  pourraient 
dépasser  toute  grandeur  assignée.  Ainsi,  par  exemple,  pour 
déterminer  un  angle,  on  peut,  en  général,  prendre  pour  in- 
connue sa  tangente  trigonométrique  •,  mais  il  faut  excepter 
le  cas  particulier  de  l'angle  droit.  Les  équations  qui  donne- 
ront la  valeur  de  cette  tangente  devront  conduire  à  une  ex- 
pression qui  croîtra  indéfiniment,  à  mesure  que  les  données 
se  rapprocheront  de  celles  qui  conduiraient  pour  solution  à 
l'angle  droit.  Dans  ce  dernier  cas,  l'expression  ne  doit  plus 
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rien  représenter,  et  apprendra  par  cela  même  que  la  ques- 
tion se  rapporte  à  ce  cas  particulier.  La  forme  qu'elle  pren- 
dra le  plus  ordinairement  sera  celle  d'un  nombre  fini,  di- 
visé par  zéro.  On  dit  alors  que  la  valeur  de  l'inconnue  est 
infinie  et  que  Tangle  correspondant  est  droit  *,  de  sorte  que 
la  question  proposée  est  possible,  et  sa  solution  est  déter- 
minée. Mais  si  la  quantité  dont  la  valeur  générale  se  pré- 
sente dans  un  cas  particulier  sous  la  forme  illusoire  d'un 
nombre  divisé  par  zéro  n'est  pas  une  inconnue  auiciliaire, 
mais  bien  celle  que  Ton  voulait  déterminer,  il  est  clair  que 
la  question  proposée  était  impossible. 

13.  L'infini  peut  encore  se  présenter  autrement  que 
comme  solution  d'équations  dans  des  cas  particuliers;  il 
peut  se  trouver  dans  les  données  mêmes  de  la  question.  On 
peut  se  proposer  de  trouver  la  limite  du  rapport,  de  la  dillë- 
rence,  ou  de  toute  autre  fonction  de  quantités  dépendant 
les  unes  des  autres  et  croissant  sans  limites.  Dans  ces  di- 
vers cas,  on  dit  quelquefois  que  cette  limite  est  le  rapport, 
ou  la  différence,  ou  la  fonction  quelconque  de  ces  quantités 
infinies  *,  mais  il  n'y  aurait  aucun  sens  à  attribuer  h  la  com- 
paraison des  deux  infinis,  puisque,  comme  je  l'ai  déjà  dit, 
l'infini  ne  signifie  pas  une  grandeur,  mais  l'absence  de 
liDiites  :  ainsi,  si  l'on  mène  dans  un  plan  des  parallèles 
équidistantcs,  il  est  absurde  de  dire  que  les  espaces  infinis 
renfermés  entre  les  parallèles  consécutives  sont  égaux.  Mais 
si  l'on  cherche  les  rapports  de  ces  espaces  croissant  indéfi- 
niment, on  peut  bien  se  demander  quelles  sont  leurs  limites, 
et  l'on  trouve  alors  un  résultat  complètement  indéterminé  ] 
car  on  peut  faire  croître  indéfiniment  les  longueurs  de  deux 
de  ces  bandes  en  établissant  entre  elles  une  relation  arbi- 
traire ]  et  l'on  ne  trouverait  le  rapport  de  ces  bandes  infi^ 
nies  égal  à  l'unité  que  dans  des  cas  très-particuliers. 

Ce  même  langage  vicieux  est  souvent  employé  quand  ou 
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reut  désigner  les  limites  vers  lesquelles  tendent  des  gran- 
deurs  variables,  lorsque  certaines  autres  grandeurs,  dont 
elles  dépendent,  croissent  sans  limite.  Ainsi,  par  exemple, 
le  cercle  est  la  limite  vers  laquelle  tend  un  polygone  régu- 
lier inscrit,  dont  le  nombre  des  côtés  croît  indéfiniment; 
et,  pour  exprimer  cette  propriété,  on  dit  quelquefois  que  le 
cercle  est  un  polygone  régulier  d'une  infinité  de  côtés.  On 
dit  encore  qu'une  droite  en  rencontre  une  autre  &  l'infini, 
au  lieu  de  dire  qu'elle  est  la  limite  d'une  droite  qui  rencon- 
tre  l'autre  à  une  distance  qui  augmente  sans  limite. 

Toutes  ces  manières  de  s'exprimer  ont  des  inconvénients 
pour  ceux  dont  les  idées  ne  sont  pas  encore  bien  faites,  et 
nous  ne  les  emploierons  jamais. 

Des  nombres  incommensurables. 

14.  Lorsque  nous  avons  donné  la  définition,  non  pas  des 
rapports  incommensurables,  mais  de  l'égalité  de  rapports 
de  quantités  incommensurables  entre  elles,  nous  avons  fait 
remarquer  que  ce  n'était  que  par  une  extension  donnée  au 
mot  nombre  que  l'on  pouvait  dire  que  ces  quantités  ont  un 
rapport  qui  est  un  nombre.  Il  n'y  avait  donc  pas  lieu  de 
dire  qu'on  pouvait  approcher  indéfiniment  du  rapport  de 
deux  quantités  incommensurables,  au  moyen  de  rapports 
commensurables,  ni,  par  suite,  de  regarder  les  nombres  in- 
commensurables comme  limites  des  nombres  commensu- 
rables et  d'y  appliquer  les  principes  relatifs  aux  limites. 

Mais,  après  avoir  fait  l'extension  du  sens  du  mot  nombre, 
et  avoir  défini  avec  précision  l'égalité  et  l'inégalité  des  nom- 
bres incommensurables,  ainsi  que  le  sens  du  mot  limite^  il 
est  facile  de  reconnaître  que  le  rapport  de  deux  quantités 
incommensurables  est  bien  la  limite  de  nombres  commen- 
surables variables.  En  effet,  nous  avons  vu  qu'on  pouvait 
approcher  indéfiniment  de  la  première  quantité,  au  moyen 
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de  quantités  commensurables  avec  la  seconde,  plus  grandes 
ou  plus  petites  que  la  première,  dont  elles  dilïèrent  de 
moins  que  d'une  subdivision  de  la  seconde.  Les  rapports  de 
ces  variables  à  cette  seconde  sont  commensurables  et  crois- 
sent ou  décroissent  avec  les  variables.  De  plus,  pour  avoir 
le  rapport  incommensurable  lui-même,  il  faudrait,  d'après 
la  déGnition  de  la  somme  des  nombres,  ajouter  ou  retran^ 
cher  au  rapport  variable  celui  du  reste  ou  de  l'excès  à  cette 
quantité  constante.  Ce  dernier  rapport,  qui,  d'après  la  défi- 
nition de  plus  petit  et  plus  grand,  est  inférieur  à  celui 
d'une  subdivision  qui  peut  devenir  moindre  que  toute  quan- 
tité donnée,  tend  donc  indéfiniment  vers  zéro.  Donc,  d'après 
le  sens  étendu  donné  à  toutes  les  expressions,  les  nombres 
incommensurables  sont  limites  de  nombres  commensu- 
rables, et  tous  les  principes  des  limites  y  sont  applicables. 

15.  Remarque.  —  On  peut  arriver  à  l'idée  des  nombres 
incommensurables  autrement  qu'en  comparant  deux  gran- 
deurs concrètes  et  qui  n'ont  pas  de  commune  mesure,  et 
par  des  considérations  purement  arithmétiques,  comme, 
par  exemple,  celles  des  racines,  des  logarithmes,  etc.  Dans 
ces  cas,  on  trouve  des  nombres  commensurables  qui  satis- 
font à  des  conditions  de  plus  en  plus  voisines  des  proposées, 
et  qui,  en  prenant  une  unité  de  nature  quelconque,  repré- 
senteraient des  quantités  concrètes  tendant  vers  des  limites 
déterminées.  On  convient  alors  de  dire  que  ces  limites,  in- 
commensurables avec  l'unité,  ont  avec  elle  des  rapports  que 
l'on  appellera  nombres  incommensurables,  et  qui  seront 
dits  satisfaire  aux  conditions  ou  équations  proposées. 

Arrivant  ainsi  à  la  considération  du  rapport  de  deux 
grandeurs  qui  n'ont  pas  de  commune  mesure,  on  ajoute- 
rait les  difiérents  développements  que  nous  avons  donnés 
précédemment. 
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De  Véquwalence. 

16.  La  notion  de  l'équivalence  parait  si  naturelle  et  si 
simple,  que  les  géomètres  ont  rarement  senti  la  nécessité 
de  la  définir.  Euclide  ne  fait  aucune  dillérence  entre  Téqui- 
valence  et  Tégalité,  il  se  sert  du  même  mot  pour  désigner 
Tune  et  l'autre-,  il  dit  égaux  deux  triangles  de  même  base 
et  de  même  hauteur.  Mais  aujourd'hui  que  l'égalité  en  Géo- 
métrie se  définit  exclusivement  par  la  coïncidence,  il  n'est 
plus  permis  de  dire  égales  des  figures  qui  ne  peuvent  coïn- 
cider^ et  lorsqu'on  les  appelle  équivalentes,  il  faut  dire 
sans  équivoque  ce  qu'on  entend  par  là,  et  qu'il  n'y  ait  pas 
plus  d'obscurité  dans  l'équivalence  d'un  cercle  avec  un 
carré  que  dans  l'égalité  de  deux  triangles. 

*  Quelques  auteurs,  voulant  faire  la  distinction  des  deux 
égalités,  ont  appelé  la  seconde  égalité  en  surface,  mais  ils 
n'ont  donné  aucun  caractère  précis  pour  la  reconnaître.  Ils 
Tont  admise  pour  les  figures  résultant  de  la  réunion  ou  de 
la  soustraction  de  figures  égales,  ou  pour  les  mêmes  parties 
aliquotes  d'une  même  figure  conduisant  à  des  figures  non 
superposables.  Ainsi,  par  exemple,  on  peut  partager  un 
parallélogramme  en  deux  parties  égales  d'une  infinité  de 
manières,  puisqu'il  suffit  de  le  couper  par  une  ligne  passant 
parle  point  de  rencontre  de  ses  diagonales.  Toutes  ces  moi- 
tiés, de  formes  si  diverses,  sont  dites  équivalentes.  Mais 
tous  ces  cas  simples  seraient  insuffisants,  et  d'ailleurs  au- 
raient besoin  d'être  ramenés  à  un  caractère  commun  qui 
servirait  alors  de  définition  à  l'équivalence.  Autrement,  on 
pécherait  contre  le  principe  général  que  nous  avons  énoncé 
au  commencement  de  cet  Ouvrage,  et  qui  consiste  en  ce  que 
l'application  des  nombres  à  l'étude  des  grandeurs  de  toute 
espèce  exige  préalablement  une  définition  précise  de  Téga- 
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lilë,  c'est-à-dîre  des  conditions  sous  lesquelles  le  rapport 
de  deux  grandeurs  sera  dit  ëgal  à  Tunité. 

Cela  posé,  nous  dirons  que  deux  quantités  géométriques 
sont  équivalentes  lorsqu'elles  seront  composées  de  parties 
égales,  ou  seront  limites  de  quantités  ^variables  composées 
de  parties  respectii^ement  égales. 

17.  On  peut  remarquer  que,  si  l'on  conçoit  les  parties 
correspondantes  de  ces  quantités  évaluées  par  rapport  à 
une  même  unité,  on  trouvera  de  part  et  d'autre  les  mêmes 
nombres  et  les  mêmes  sommes  de  nombres  \  de  sorte  que  les 
quantités  équivalentes  seront  exprimées  par  les  mêmes 
nombres  ou  par  les  limites  de  nombres  égaux.  Mais  cette 
propriété  ne  doit  pas  être  choisie  pour  servir  de  définition; 
elle  est  immédiatement  fondée  sur  la  précédente,  d'après 
le  sens  que  nous  avons  attaché  à  Tégalité  et  à  l'addition  des 
nombres. 

Les  quantités  équivalentes  étant  exprimées  par  des  nom- 
bres égaux,  toutes  les  opérations  de  soustraction,  de  divi- 
sion, etc.,  faites  sur  des  quantités  équivalentes  donneront 
les  quantités  exprimées  par  des  nombres  égaux,  et,  par  con- 
séquent, équivalentes.  Par  exemple,  de  quelque  manière 
qu'on  partage  un  parallélogramme  en  deux  parties  égales, 
toutes  ces  figures  non  superposables  sont  équivalentes. 
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CHAPITRE  V. 

DES  DIFFÉRENTES  MANIÈRES  DONT  LES  QUANTITÉS  PEUVENT 
ÊTRE  œNSIDÉRÉES  œMME  LIMITES  DE  VARIABLES. 


18.  Les  grandeurs  peuvent  être  considérées  comme  dé- 
pendant de  limites  de  variables  de  bien  des  manières  dif- 
férentes. Les  formes  de  leurs  expressions  peuvent  être  aussi 
diverses  que  celles  des  questions  mêmes  dont  elles  sont  les 
solutions. 

Mais  lorsqu'il  s'agit  seulement  de  ramener  une  quantité 
à  d'autres  plus  faciles  à  traiter,  et  qu'on  n'aperçoit  pas  im- 
médiatement une  quantité  variable  d'une  espèce  plus  simple 
dont  elle  soit  la  limite,  on  emploie  le  plus  ordinairement 
l'un  des  deux  procédés  suivants,  qui  ont  été  imaginés  par 
les  géomètres  anciens  et  considérablement  développés  par 
les  modernes. 

Ces  deux  procédés  ont  cela  de  commun  :  qu'ils  consistent 
l'un  et  l'autre  à  enlever  successivement  de  la  quantité  pro- 
posée des  quantités  d'une  espèce  plus  simple,  en  laissant  un 
reste  qui  présenté  bien  les  mêmes  difficultés  que  la  quantité 
en  question,  mais  qui  diminue  de  plus  en  plus  et  a  pour  li- 
mite zéro.  Par  là  on  tend  de  plus  en  plus  à  épuiser  la  quantité, 
ce  qui  a  fait  donner  à  la  méthode  fondée  sur  ces  procédés  le 
nom  de  méthode  d!exhaustion.  Mais  il  y  a  deux  manières 
très-dilTérentes  de  procéder  à  l'épuisement  de  la  quantité. 
Dans  l'une  on  enlève  d'abord  une  certaine  quantité  déter- 
*minée,  et  l'on  ne  s'occupe  plus  que  de  ce  qui  reste  \  puis  on 
enlève  de  ce  reste  une  nouvelle  quantité  déterminée,  et  Ton 
obtient  un  nouveau  reste  sur  lequel  on  agit  de  même;  et 
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aiusi  de  suite  indéfiniment,  de  telle  sorte  que  les  restes 
puissent  devenir  moindres  que  toute  quantité  donnée.  Cette 
propriété  s'exprimerait  dans  notre  langage  en  disant  que  la 
quantité  est  la  limite  d'une  somme  de  quantités  fixes  dont 
le  nombre  augmente  indéfiniment. 

Le  second  procédé,  dû  à  Arcliimède,  consiste  à  considérer 
dans  la  grandeur  des  parties  d'espèce  plus  simple,  non  pas 
fixes  comme  dans  le  premier,  mais  pouvant  décroître  cha- 
cune  indéfiniment  de  telle  sorte,  que  leur  somme  diilere  de 
la  grandeur  en  question  d'une  quantité  qui  puisse  devenir 
moindre  que  toute  quantité  donnée.  C'est  ce  que  nous  ex- 
primerions en  disant  que  les  grandeurs  sont  considérées 
comme  limites  de  sommes  de  quantités  infiniment  petites, 
dont  le  nombre  augmente  indéfiniment. 

Les  anciens  ne  faisaient  pas  de  ces  propositions  le  même 
usagé  que  nous.  Elles  leur  servaient  bien  à  découvrir  la  re- 
lation entre  les  quantités  proposées,  et  ils  n'avaient  certai- 
nement aucun  doute  à  cet  égard  ]  mais  ils  se  croyaient  obli- 
gés de  la  démontrer  avec  une  plus  grande  rigueur.  Pour 
cela,  ils  supposaient  que  la  véritable  relation  fût  différente 
de  celle  qu'ils  annonçaient,  et  faisaient  une  énumération 
complète  de  toutes  les  formes  qu'elle  pourrait  avoir  si 
celle-ci  n'était  pas  exacte.  Ils  considéraient  ensuite  chacune 
de  ces  formes,  et  démontraient  qu'elle  était  inadmissible 
parce  qu'elle  conduirait  à  une  absurdité  :  d'où  il  résultait 
nécessairement  que  la  relation  annoncée  était  exacte. 

Les  contradictions  ou  absurdités  auxquelles  ils  parve- 
naient s'obtenaient  en  se  fondant  sur  la  possibilité  d'appro- 
cher indéfiniment  des  quantités  proposées  au  moyen  d'autres 
plus  simples,  mais  ils  n'avaient  pas  besoin  de  les  faire  varier 
comme  le  demande  la  théorie  des  limites  5  ils  se  contentaient 
de  les  supposer  assez  rapprochées  de  leurs  limites  pour* 
faire  ressortir  l'absurdité  :  ce  qu'ils  n'auraient  pu  faire,  tou- 
tefois, s'ils  n'avaient  pas  démontré  la  possibilité  d'une  ap- 
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proximation  indéfinie,  qui  est  le  caractère  essentiel  de  ce 
que  les  modernes  appellent  limites. 

C'est  ce  que  nous  rendrons  bien  clair  par  quelques 
exemples. 

Les  modernes  ont  fait  entrer  d'une  autre  manière  encore 
les  infiniment  petits  dans  l'expression  des  variables  dont 
les  limites  font  connaître  les  quantités  cherchées  :  ils  ont 
considéré  les  rapports  des  infiniment  petits  entre  eux. 
Lorsque  deux  quantités  tendent  vers  zéro  en  dépendant 
l'une  de  l'autre,  leur  rapport  est  une  quantité  déterminée 
qui  tend  en  général  vers  une  limite  finie.  Cette  considéra- 
tion, inconnue  aux  anciens,  est  un  des  plus  grands  progrès 
que  la  Science  doive  aux  modernes. 

L'objet  principal  de  cet  Ouvrage  est  de  traiter  des  infini- 
ment petits  sous  ces  deux  points  de  vue.  Nous  aurons  ce- 
pendant l'occasion  d'employer  les  séries  dans  l'évaluation 
des  grandeurs,  et  d'ailleurs  nous  ne  pouvons  nous  dispen- 
ser de  dire  quelques  mots  sur  la  manière  dont  elles  ont  été 
introduites  par  les  anciens  géomètres. 
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CHAPITRE  VI. 

DES  GRANDEURS  CONSIDÉRÉES  œMME  LIMITES  DE  SÉRIES. 


19.  Les  premiers  exemples  de  ce  procédé  d*épuîsement  ou 
à! exhaustion  ont  été  donnés  par  Euclide,  d'abord,  au  sujet 
de  la  surface  du  cercle,  ensuite  pour  le  volume  de  la  pyra- 
mide triangulaire,  et  enfin  du  cylindre,  du  cône  et  de  la 
sphère. 

Les  diverses  propositions  qu'il  établit  sont  fondées  sur  un 
même  lemme  dont  voici  l'énoncé  : 

Si  d' une  grandeur  quelconque  on  été  plus  que  sa  moitié, 
que  du  reste  on  ôte  de  même  plus  que  sa  moitié,  qu'on 
agisse  de  la  même  manière  sur  le  noux^eau  reste,  et  ainsi 
de  suite  indéfiniment,  les  restes  finiront  par  dcv^enir 
moindres  que  toute  quantité  donnée^ 

La  vérité  de  cette  proposition  s'aperçoit  immédiatement; 
car,  le  premier  reste  étant  moindre  que  la  moitié  de  la 
grandeur,  le  second  sera  moindre  que  le  quart,  le  troisième 
que  le  huitième,  et  aiiisi  de  suite;  ils  finiront  donc  par  être 
au-dessous  d'une  fraction  aussi  petite  que  l'on  voudra  de  la 
grandeur  proposée,  et,  par  conséquent,  moindres  que  toute 
quantité  désignée. 

Dans  notre  langage,  cette  proposition  s'exprimerait  ainsi  : 

La  somme  des  parties  successivement  enlacées  de  la 
quantité  proposée  est  une  variable  qui  a  pour  limite  cette 
quantité  même. 
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application  au  cercle, 

20.  Euclide  commence  par  inscrire  un  cairé  dans  le 
cercle.  Sa  surface,  étant  la  moitié  de  celle  du  carré  circon- 
scrit, est  plus  grande  que  la  moitié  de  celle  du  cercle.  En 
l'enlevant,  il  restera  donc  moins  de  la  moitié  de  la  surface 
du  cercle. 

Si  dans  les  quatre  segments  restants  on  inscrit  des  Iriau- 
gles  isoscèles,  ils  seront  les  moitiés  de  rectangles  circon- 
scrits h  ces  segments,  et,  en  les  enlevant,  il  restera  huit 
nouveaux  segments  formant  une  surface  moindre  que  la 
moitié  de  celle  des  quatre  précédents.  En  agissant  de  même 
pour  ces  huit  segments,  on  enlèvera  huit  triangles  qui  en 
feront  plus  de  la  moitié,  et  laisseront,  par  conséquent^  seize 
segments  formant  une  surface  moindre  que  la  moitié  des 
huit  précédents.  En  continuant  ainsi  indéfiniment,  on  voit, 
d'après  le  lemme  précédent,  que  ce  qui  reste  du  cercle  peut 
devenir  moindre  que  toute  surface  donnée. 

On  peut  donc  approcher  indéfiniment  de  la  surface  du 
cercle  au  moyen  d'une  série  dont  chacun  des  termes  est  la 
réunion  des  triangles  inscrits  dans  les  segments  égaux  dont 
le  nombre  va  toujours  en  doublant.  La  somme  des  deux 
premiers  termes  forme  l'octogone  régulier  inscrit;  la  somme 
des  trois  premiers  forme  le  polygone  régulier  d'un  nombre 
double  de  côtés,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  On  approche 
donc  ainsi  du  cercle  au  moyen  de  polygones  réguliers  inscrits 
dont  le  nombre  des  côtés  augmente  indéfiniment.  La  dé- 
monstration suppose  que  ce  nombre  va  toujours  en  se  dou- 
blant, ce  qui  n'est  pas  nécessaire  à  l'exactitude  de  la  propo- 
sition. Mais  si  l'on  ne  voulait  pas  s'assujettir  à  cette  condi- 
tion, il  faudrait  considérer  en  même  temps  des  polygones 
circonscrits  semblables,  et  prouver  que  la  différence  des 
aires  de  deux  polygones  semblables,  l'un  inscrit,  l'autre 
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circonscrit  au  cercle,  peut  devenir  moindre  que  toute  quan- 
tité donnée  ;  et  la  différence  du  cercle  à  Tun  ou  l'autre  de 
ces  deux  polygones  étant  moindre  que  cette  même  quantité, 
il  s'ensuivrait  que  le  cercle  serait  la  limite  des  aires  des  po- 
lygones réguliers  inscrits  ou  circonscrits,  dont  le  nombre 
des  côtés  ne  serait  assujetti  qu'à  augmenter  indéfiniment. 

application  à  la  pyramide  triangulaire, 

21 .  Soit  la  pyramide  SABC  [fig*  i).  En  joignant  les  mi- 
lieux des  arêtes,  on  forme  deux  prismes  triangulaires  équiva- 
lents AHGDEF  et  HEICFG,  et  deux  pyramides  triangulaires 
SDEF,  EHBI,  égales  entre  elles,  semblables  à  la  première, 
et  ayant  leurs  arêtes  deux  fois  moindres  que  les  siennes. 
L'un  des  deux  prismes  a  pour  base  le  quart  de  celle  de  la 
proposée  et  une  hauteur  moitié  moindre.  Il  est  plus  grand 
que  l'une  des  deux  pyramides  \  car  on  reconnaît  facilement 
qu'une  pyramide  DAHG,  égale  à  l'une  d'elles,  pourrait  être 
renfermée  dans  ce  prisme  :  d'où  il  suit  que  la  somme  des 
deux  prismes,  étant  plus  grande  que  les  deux  pyramides 
restantes,  est  supérieure  à  la  moitié  de  la  pyramide  proposée. 
En  décomposant  ces  deux  pyramides  de  la  même  manière 
que  la  première,  les  prismes  que  l'on  formera  seront  supé- 
rieurs à  la  moitié  de  ces  pyramides,  et  il  restera  un  nombre 
double  de  pyramides  ayant  leurs  arêtes  moitié  moindres. 

En  continuant  ainsi  indéfiniment,  on  obtient  une  suite 
de  prismes .  en  nombre  indéfiniment  croissant,  et  dont  la 
somme  peut  différer  aussi  peu  qu'on  le  voudra  du  volume 
de  la  pyramide.  En  effet,  après  avoir  enlevé  les  prismes  de 
premier  ordre,  il  reste  moins  de  la  moitié  de  la  pyramide^ 
après  avoir  enlevé  de  ce  reste  les  prismes  de  second  ordre, 
le  reste  est  moindre  que  la  moitié  du  premier  et,  par  con- 
séquent, que  le  quart  de  la  pyramide.  Le  troisième  reste, 
moindre  que  la  moitié  du  second,  sera  moindre  que  le  Lui- 
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tième  de  la  pyramide,  et  ainsi  de  suite.  Donc  on  peut  arri- 
ver à  un  reste  moindre  que  tout  volume  désigné.  La  pyra- 
mide est  donc  la  limite  de  la  somme  des  prismes  d'ordres 
successifs,  obtenus  comme  nous  Tavons  indiqué. 

22.  Nous  nous  bornerons  à  ces  deux  applications,  qui 
suffisent  à  bien  faire  comprendre  la  conception  d*Euclide  ^ 
mais  nous  croyons  devoir  indiquer  Tusage  qu'il  en  a  fait  pour 
la  démonstration  des  importants  théorèmes  qu'il  avait  en  vue. 

Les  surfaces  des  cercles  sont  entre  elles  comme  les  carrés 
de  leurs  rayons. 

Soient  S,  S' les  surfaces  de  deux  cercles  quelconques  *,  R, 
R'  leurs  rayons-,  il  faut  prouver  que  Ton  aura 

R»:R'»::S:S'. 

En  effet,  si  cette  proportion  n'est  pas  exacte,  on  en  pourra 
toujours  former  une  avec  les  trois  premiers  termes,  et  un 
quatrième  plus  grand  ou  plus  petit  que  S'.  Soit  £  ce  qua- 
trième terme,  et  supposons-le  d'abord  plus  petit  que  S.  On 
aura  donc,  d'après  cette  hypothèse, 

R:R'»::  S:2. 

Inscrivons  dans  les  deux  cercles  des  polygones  réguliers 
semblables,  dont  le  nombre  des  côtés  augmente  indéfini- 
ment. Soient  P,  P'  leurs  surfaces,  on  aura  toujours 

R':R"::  P:  P', 

et,  par  suite, 

S:S::  piP', 

quelque  rapprochées  que  les  surfaces  des  polygones  varia- 
bles le  soient  de  celles  des  cercles.  Or,  quelque  petite  que 
soit  la  différence  de  S  et  de  S',  comme  elle  est  invariable,  et 
que  la  différence  de  P'  à  S' pourra  devenir  moindre,  d'après 
le  lemme  il  s'ensuit  que  P'  pourra  devenir  plus  grand  que  Z  \ 
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et  alors  la  dernière  proportion  est  impossible,  puisque  P 
est  plus  petit  que  S',  tandis  que  P'  est  plus  grand  que  Z. 

On  arrive  donc  à  une  conséquence  fausse  en  supposant 
que  £  soit  plus  petit  que  S  :  donc  il  ne  Test  pas. 

Il  reste  à  prouver  qu'il  n'est  pas  plus  grand. 

Déjà  Euclide,  au  lieu  d'employer  une  démonstration  ana- 
logue, a  préféré  ramener  ce  second  cas  au  premier.  Il  fait 
remarquer  pour  cela  que  si  la  proportion  en  question  de- 
vient exacte  en  prenant  un  quatrième  terme,  £  plus  grand 
que  S',  elle  pourrait  le  devenir  en  diminuant  le  troisième 
sans  changer  le  quatrième.  Désignant  par  A  la  surface  plus 
petite  que  S,  qu'il  faudrait  prendre  pour  troisième  terme, 
on  aurait 

R':R"::a:S'    ou    r'^;R' ::  s' :  a, 

ce  qui  ne  diffère  en  rien  du  premier  cas  et  conduirait  à  la 
même  absurdité  au  moyen  des  polygones  réguliers  inscrits. 
Donc  le  quatrième  terme  Z  ne  peut  être  plus  grand  que  S'; 
or  il  ne  peut  pas  être  plus  petit.  Donc  il  est  S',  et  la  propor- 
tion énoncée  est  exacte.  Telle  est  la  démonstration  d'Euclide. 

23.  Remarque.  —  Au  lieu  de  ramener  le  second  cas  au 
premier,  Euclide  aurait  pu  le  traiter  directement  d'une  ma- 
nière analogue,  eu  employant  des  polygones  réguliers  circon- 
scritsau  lieu  de  polygones  inscrits  aux  cercles  \  mais  il  aurait 
fallu  qu'il  démontrât  d'abord  qu'on  peut  approcher  indéfi- 
niment de  la  surface  d'un  cercle  au  moyen  de  polygones  ré- 
guliers circonscrits  dont  on  double  indéfiniment  le  nombre 
des  côtés.  Il  a  voulu  se  dispenser  de  ce  lemme,  presque 
aussi  facile  à  démontrer  que  le  premier  et  qu'il  était  bon  de 
connaître,  quoique  dans  le  cas  actuel  il  ne  fut  pas  indispen- 
sable. Il  est  impossible  qu'il  n'ait  pas  remarqué  que,  si  l'on, 
passe  d'un  polygone  régulier  circonscrit  à  un  cercle,  et  qu'on 
double  le  nombre  de  ses  côtés  en  menant  des  tangentes  par 
les  milieux  entre  ses  points  de  contact,  on  a  retranché  de  la 
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surface  du  premier  une  quantité  plus  grande  que  la  moitié 
de  sa  diilérence  avec  la  surface  du  cercle;  si  l'on  agit  de 
même  sur  le  nouveau  polygone,  d'un  nombre  de  côtés  double, 
ou  en  retranchera  plus  de  la  moitié  du  reste  précédent,  et, 
si  Ton  continue  ainsi  indéfiniment,  ce  qui  restera  de  la  pre- 
mière différence  pourra  devenir  moindre  que  toute  quantité 
donnée.  Or,  ces  restes  successifs  étant  les  différences  des 
pplygones  successifs  au  cercle,  il  est  démontré  qu'en  dou- 
blant toujours  le  nombre  des  côtés  des  polygones  circon- 
scrits, leur  différence  avec  la  surface  constante  du  cercle 
peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée. 

S'il  avait  établi  ce  second  lemme,  il  aurait  facilement  dé- 
montré que  le  quatrième  terme  S  ne  peut  être  plus  grand 
que  S'  ;  il  aurait  suffi  qu'il  considérât  des  polygones  régu- 
liers  semblables  circonscrits  aux  deux  cercles,  et  qu'il  dou- 
blât le  nombre  des  côtés  des  polygones  successifs  jusqu'à  ce 
que  l'on  obtînt  un  polygone  P  '  circonscrit  au  second  cercle, 
qui  différât  moins  de  la  surface  de  ce  cercle  que  S  n'en  dif- 
fère-, ce  polygone  étant  alors  plus  petit  que  S,  tandis  que 
son  correspondant  P  est  toujours  plus  grand  que  S,  la  pro- 
portion S  :  S  !  I  P  :  P',  à  laquelle  on  est  conduit,  comme  dans 
le  premier  cas,  serait  absurde.  Donc  le  quatrième  terme  ne 
peut  être  plus  grand  que  S'. 

24.  Deux  pyramides  triangulaires  de  même  hauteur 
sont  entre  elles  comme  leurs  bases* 

En  opérant  dans  ces  deux  pyramides  la  décomposition 
indiquée  précédemment,  les  prismes  correspondants  seront 
toujours  dans  le  rapport  des  bases  des  pyramides  respectives, 
et,  par  conséquent,  il  en  sera  de  même  des  sommes  succes- 
sives de  ces  prismes,  qui  pourront  approcher  indéfiniment 
des  volumes  des  deux  pyramides  proposées.  Il  n'était  pas 
difficile  de  juger  que  ces  dernières  étaient  dans  ce  même 
rapport  ;  il  ne  restait  qu'à  l'établir  d'une  manière  incontes- 
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table.  Soient  V,  V  les  volumes  des  deux  pyramides^  B,  B' 
les  surfaces  de  leurs  bases  ;  S,  S' les  sommes  variables  des 
prismes  intérieurs  aux  pyramides.  Si  Ton  n'a  pas 

B:B'::V:V', 

on  pourra  former  une  proportion  entre  les  trois  premiers 
termes  et  un  volume  plus  grand  ou  plus  petit  que  V.  Soit  U 
ce  volume,  et  supposons-le  d'abord  plus  petit  que  V^  On 
aura  ainsi 

B:B'::v:u, 

et  toujours 

B:B'  ::S:S'; 

par  suite 

V:U::S:S'. 

Or,  en  augmentant  indéfiniment  le  nombre  des  prismes, 
S  et  S'  finiront  par  différer  aussi  peu  qu'on  voudra  de  V 
et  de  V',  par  conséquent,  S' pourra  différer  de  V  moins  que 
U  n*en  diffère,  et  sera,  par  suite,  plus  grand  que  U.  Il  est 
donc  impossible  que  l'on  ait  ^ 

v:u::s:S', 

et,  par  conséquent,  l'hypothèse  qui  y  a  conduit  est  absurde-, 
il  est  donc  impossible  que  la  proportion  dont  les  trois  pre- 
miers termes  sont  B,  B',  V  ait  pour  quatrième  terme  une 
quantité  plus  petite  que  V. 

Euclide  démontre,  par  le  même  détour  que  dans  le  cas 
des  cercles,  que  le  quatrième  terme  ne  peut  être  plus  grand 
que  V  *\  d'où  il  conclut  qu'il  est  V,  et  que,  par  conséquent, 
les  deux  pyramides  triangulaires  de  même  hauteur  sont 
entre  elles  comme  leurs  bases, 

25.  Archimède  a  employé  la  même  méthode  pour  obtenir 
la  mesure  du  segment  parabolique.  Il  le  considère  de  même 
comme  limite  d'une  série  ^  mais  il  a  été  obligé  de  calculer 
l'expression  de  la  somme  de  cette  série  parce  qu'il  ne  cher- 
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chait  pas,  comme  Euclide,  le  rapport  de  deux  quantités  de 
même  espèce,  mais  la  mesure  même  du  segment.  C'est  à 
cette  circonstance  qu'on  doit  la  première  détermination  de 
la  somme  des  termes  d'une  série  convergente' et  la  limite 
de  cette  somme. 

26.  jiire  du  segment  parabolique,  —  Soit  le  segment 
parabolique  quelconque  ASB  (fig-  2). 

Soit  se  le  diamètre  des  cordes  parallèles  à  AB;  C  sera  le 
milieu  de  ÂB,  et  la  tangente  en  S  sera  parallèle  à  AB.  Le 
triangle  ASB,  moitié  du  parallélogramme  AB  A'B^  dont  les 
côtés  AA',  BB'  sont  parallèles  à  SC,  et  qui,  par  conséquent, 
renferme  le  segment  ASB,  sera  plus  grand  que  la  moitié  de 
ce  segment. 

Faisons  pour  les  deux  segments  dont  les  bases  sont  SA, 
SB  ce  que  nous  venons  de  faire  pour  le  premier  5  les 
triangles  SDB,  AD'S  seront  supérieurs  aux  moitiés  de  ces 
segments.  Agissons  de  même  pour  les  quatre  segments  res- 
tants dont  les  bases  sont  BD,  DS,  SD^,  EKA,  et  continuons 
ainsi  indéfiniment.  Il  est  facile  de  voir  que  le  premier 
triangle  ASB,  plus  les  deux  triangles  du  second  ordre,  plus  les 
quatre  de  troisième  ordre,  plus  les  huit  de  quatrième,  etc., 
forment  une  somme  dont  la  limite  est  le  segment  ASB* 
Car  on  prend  d'abord  plus  de  sa  moitié,  ensuite  plus  de  la 
moitié  du  premier  reste,  plus  de  la  moitié  du  second,  et 
ainsi  de  suite  indéfiniment.  D'où  Ton  conclut,  par  les  mêmes 
raisons  que  dans  Texemple  précédent,  que  le  segment  est 
la  limite  de  la  somme  des  triangles. 

Cette  démonstration  est  due  à  Archimède-,  il  a  prouvé 
ensuite  que  la  somme  des  triangles  d'un  ordre  quelconque 
est  le  quart  de  la  somme  de  ceux  de  Tordre  précédent. 
Soit,  par  exemple,  le  segment  ASB  5  menons  DI,  EH  paral- 
lèles à  BC,  E  étant  le  milieu  de  SB.  On  aura 

BC  =  2EH  =  2DI; 

Caic.  inf,  Z).  —  L  3 
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d'où  résulte,  d'après  la  propriété  des  ordonnées  de  la  para- 
bole, 


d'où 


SI  =  -7  se,     et,  par  suite,    IK.  =  7  CB, 
4  4 


DK  =  7  CB. 
4 


Mais  les  triangles  SCB,  SDB,  ayant  même  base  SB,  sont 
comme  leurs  hauteurs,  ou  comme  les  parallèles  CB,  DK, 
donc 


De  même,  on  aura 


SDB  —  y  CSB. 
4 


SD'A=~SAC. 
4 


Donc  les  deux  triangles  auxquels  donne  naissance  un  trian- 
gle ÂSB,  d'un  ordre  précédent,  forment  une  somme  égale 
au  quart  de  celui-ci  ;  car  ce  que  nous  venons  de  dire  de  ASB 
peut  se  dire  d'un  triangle  d'un  ordre  quelconque. 

n  résulte  de  là  que  les  sommes  des  triangles  des  différents 
ordres  forment  la  progression  géométrique  suivante  : 

^^^       ASB       ASB        ASB 

^^«'    T'    44'    4T4'"" 

C'est  précisément  à  cette  occasion  qu'Archimède  a  trouvé 
la  formule  de  la  somme  des  termes  d'une  progression. 

Ses  raisonnements  pourraient  s'appliquer  à  toute  progres- 
sion, mais  il  ne  s'occupe  que  de  celle  dont  il  a  besoin  et 
trouve  pour  la  somme  arrêtée  au  terme  / 

4  ASB       / 
3  3' 

La  somme  des  triangles  de  différents  ordres  peut  donc  dif- 
férer aussi  peu  qu'on  voudra  de  î  ASB,  et  comme  cette 
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somme  peut  diiTérer  aussi  peu  qu'on  voudra  du  segment, 

il  était  bien  facile  de  reconnaître  que  ce  segment  et  ^  ASB 

ont  la  même  valeur.  Mais,  pour  éviter  les  objections  des 
sopbistes,  Archimède  se  croit  obligé  de  démontrer  que  le 
segment  ne  peut  être  ni  plus  petit  ni  plus  grand  que  les 

L  2 

~  du  triangle  SA6,  ou  les  ^  du  parallélogramme  AB  A'B^ 

Sa  démonstration  est  analogue  aux  précédentes,  et  nous 
nous  dispenserons  de  la  reproduire. 

27.  Ces  exemples  suffisent  pour  faire  comprendre  com- 
ment les  anciens  ont  été  conduits  à  considérer  que  les 
grandeurs  pouvaient  être  approchées  indéfiniment  par  des 
sommes  de  grandeurs  fixes,  dont  le  nombre  croissait  indéfi- 
niment^ ou,  suivant  notre  langage,  comment  des  grandeurs 
pouvaient  être  considérées  comme  limites  de  séries.  Nous 
allons  maintenant  montrer  comment  la  méthode  des  mo- 
dernes abrège  leurs  démonstrations  fondées  sur  la  méthode 
de  réduction  à  l'absurde. 


Les  mêmes  propositions  démontrées  par  la  méthode 

des  limites. 

Nous  conserverons  les  démonstrations  des  anciens  pour 
établir  que  le  cercle,  la  pyramide  et  le  segment  parabolique 
sont  lés  limites  de  grandeurs  d'espèce  plus  simple.  La  sim- 
plification consistera  seulement  dans  le  passage  de  la  rela- 
tion des  variables  à  celle  des  limites.  Considérons  successi- 
vement les  trois  propositions  précédentes. 

28.  Les  surfaces  de  deux  cercles  sont  entre  elles  comme 
les  carrés  de  leurs  rayons. 

En  conservant  les  mêmes  dénominations  que  ci-dessus, 

3. 


1 
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nous  aurons  d'abord 

or  on  a  démontre  que  P  et  P^  ont  pour  limites  les  surfaces 
S,  S' des  deux  cercles  ;  et  le  principe  général  dit  qu'en  rem- 
plaçant les  variables  qui  entrent  dans  une  équation  par 
leurs  limites  respectives,  on  a  une  équation  exacte  entre 
ces  limites.  L'équation  précédente  entre  les  variables  P  et  P' 
conduira  donc  a  la  suivante  : 

g/  — gr,5 

et,  par  conséquent,  les  surfaces  de  deux  cercles  quelconques 
sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  leurs  rayons. 

29.  Deux  pyramides  triangulaires  de  même  base  sonl 
entre  elles  comme  leurs  hauteurs* 

Nous  avons  trouvé  précédemment 

.5.  —  — 
S'""B'' 

remplaçant  les  variables  S,  S' par  leurs  limites  V,  V,  on 
aiu'a 

V'""B'' 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

30.  Mesure  du  segment  parabolique. 

Arcliimède  a  démontré  qu'en  enlevant  de  ce  segment  les 
surfaces  exprimées  par  les  diilérents  termes  de  la  progres- 
sion 

.„       ASB        ASB  ASB 

AbB) 


T'   T*'""   1' 
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le  reste  pourait  devenir  moindre  que  toute  grandeur  don- 
née 'j  désignons  cette  somme  par  S„,  nous  aurons 

faisant  croître  n  indéfiniment,  les  deux  membres  tendront 
Ters  des  limites  égales.  Or  celle  du  premier  membre  est  le 

segment  parabolique  ;  celle  du  second  est  ~  ASB  :  donc  la 

surface  du  segment  est  les  ^  du  triangle  ASB  ou  les  ? 
du  parallélogramme  BAA^B^ 

31 .  Mesure  de  la  pyramide  triangulaire, 

La  décomposition  faite  par  Euclide  Ta  conduit  â  trouver 
le  rapport  de  deux  pyramides  ]  mais  elle  aurait  pu  lui  don- 
ner la  mesure  même  de  la  pyramide  s'il  avait  connu  la  for- 
mule d'Archimède  pour  la  somme  des  termes  de  la  progres- 
sion géométrique  dont  la  raison  est  j  • 

En  effet,  en  désignant  par  b  la  base  et  par  h  la  hauteur  de 
la  pyramide,  les  deux  prismes  du  premier  ordre  auront  cha- 

bh        ,  bh 

cun  pour  mesure  -^»  et  leur  somme  sera  y 

Or  les  prismes  d'un  ordre  quelconque  sont  en  nombre 
double  de  ceux  de  Tordre  précédent*,  mais,  leurs  dimensions 
étant  deux  fois  moindres,  leurs  volumes  sont  huit  fois 
moindres  :  leur  somme  sera  donc  le  quart  de  la  précédente. 

Les  termes  de  la  série  dont  la  limite  est  le  volume  de  la 
pyramide  seront  donc 

bh       bh       bh 

T  F    4^ 

Si  donc  on  désigne  par  V„  le  volume  de  la  somme  des 
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prismes  jusqu'à  un  ordre  quelconque  n^  on  aura 


'''="'{\-^h--'+i^ 


Prenant  les  limites  des  deux  membres,  et  observant  que  la 
progression  est  précisément  celle  d'Archimède,  moins  le 
terme  i ,  on  aura  : 

Le  "volume  de  la  pyramide  est  égal  à  -^^  ou  au  tiers 

du  produit  de  la  base  par  sa  hauteur. 

32.  Nous  allons  passer  maintenant  au  second  point  de 
vue  sous  lequel  les  anciens  ont  considéré  les  grandeurs 
comme  limites.  C'est  À  Ârchimède  seul  que  revient  Thon- 
neur  de  cette  féconde  conception. 
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CHAPITRE  Vn. 

DES  GRANDEURS  CONSIDÉRÉES  œMME  LIMITES  DE  SOMMES 

DTOFINIMENT  PETITS. 


33.  Une  des  conceptions  les  plus  importantes  dans  la 
mesure  des  grandeurs  est  celle  par  laquelle  on  les  consi- 
dère comme  limites  de  sommes  de  quantités  d'espèce  plus 
simple,  qui  tendent  indëfîniment  vers  zéro,  en  même  temps 
que  leur  nombre  augmente  indéfiniment.  Ces  variables,  qui 
ont  zéro  pour  limite  et  que  nous  désignerons  sous  le  nom 
di  infiniment  petits,  sont  susceptibles  d'une  grande  indé- 
termination \  elles  ne  sont  assujetties  qu'à  la  condition  que  la 
différence  de  leur  somme  à  la  quantité  proposée  ait  pour  li- 
mite zéro,  n  reste  donc  beaucoup  de  latitude  dans  le  choix 
de  ces  éléments,  et  l'on  peut  en  profiter  pour  simplifier 
considérablement  les  calculs. 

Le  principe  fondamental  sur  lequel  se  fondent  ces  sim- 
plifications est  le  suivant  : 

Théorème.  —  La  limite  de  la  somme  de  quantités  posi- 
tives infiniment  petites  nest  pas  changée,  lorsqu'on  rem- 
place ces  quantités  par  d'autres  dont  les  rapports  avec 
elles  ont  respectii^ement  pour  limite  l'unité. 

Soient,  en  effet,  les  infiniment  petits 

dont  la  somme  tend  vers  une  limite  à  mesure  que  leur 
nombre  augmente  indéfiniment.  Soient  d'autres  infiniment 
petits 

Pi>      Pï»      Pu  •  •  •  »     p«» 
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tels,  que  les  rapports 

^— j       —  y  •  •  •  y       -^« 
Pi  P»  P« 

aîent  tous  pour  limite  l'unité 

Or,  ou  sait  que  si  Ton  a  une  suite  de  fractions  dont  les 
dénominateurs  sont  positifs,  la  somme  des  numérateurs  di- 
visée par  la  somme  des  dénominateurs  est  intermédiaire 
entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande. 

La  fraction 


p.  -+-  p,  -f- . . .  ^  p. 

sera  donc  comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 
précédentes,  et  tendra  nécessairement  aussi  vers  Tunité  : 
d'où  il  résulte  que  son  dénominateur  tendra  vers  une  limite 
égale  à  celle  du  numérateur-,  la  somme  (3i-f-(3t-4-Pt-f- •  •  •  -h^m 
a  donc  la  même  limite  que  ai-4- aj-i-. . . -4-a^,  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

Si  Tune  de  ces  deux  sommes  était  invariable,  la  limite 
de  l'autre  serait  égale  à  la  valeur  constante  de  la  première, 
puisque  la  limite  de  leur  rapport  est  l'unité. 

Remarque.  —  Si  le  rapport  de  deux  éléments,  correspon- 
dants quelconques  des  deux  sommes,  au  lieu  de  tendre  vers 
l'unité,  tendait  vers  une  même  limite  /,  le  rapport  des  deux 
sommes  serait  compris  entre  deux  rapports  ayant  /  pour 
limite,  et  aurait,  par  conséquent,  cette  même  limite.  Donc 
les  limites  des  deux  sommes  ont  précisément  /  pour  rap- 
port. 

34.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  la  recherche  des 
limites  de  sommes  d'infiniment  petits  peut  conduire  à  celle 
des  limites  des  rapports^  que  nous  aurons  bientôt  k  consi- 
dérer directement.  Cette  dernière  recherche  est  facilitée  par 
un  théorème  analogue  au  précédent,  et  qu'il  est  bon  d'éta- 
blir dès  à  présent. 
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35.  Deuxième  théorème.  —  La  limite  du  rapport  de 
deux  quantités  infiniment  petites  nest  pas  changée  quand 
on  remplace  ces  quantités  par  d'autres,  qui  ne  leur  sont 
pas  égales^  mais  dont  les  rapports  ayec  elles  ont  respecti- 
vement pour  limites  l'unité. 

Soient,  en  effet,  a  et  |3  deux  quantités  infiniment  petites  ; 

a'  et  jS'  d'autres  quantités  telles,  que  les  limites  de  -7  et  de 

^  soient  égales  à  Tunité,  et  que,  par  suite,  les  limites  des 

rapports  inverses  —  ^  ^  soient  aussi  égales  à  l'unité-,  on 
aura  identiquement 

Les  limites  de  quantités  égales  étant  égales,  et  la  limite 

d'un  produit  étant  le  produit  des  limites,  on  tirera  de  cette 

identité,  en  désignant  les  limites  par  T abréviation  lim  et  en 

B'  a 

observant  que  lim  ^  =  i  et  lim  -7  =  1, 

*  p  a 

,.      oc        1*      ^ 

lim  -=rliin~» 
P  P' 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

36.  On  peut  énoncer  ces  deux  mêmes  théorèmes  d'ime 
autre  manière,  au  moyen  de  la  proposition  suivante  : 

Lorsque  la  limite  du  rapport  de  deux  quantités  est 
l'unité,  leur  différence  est  infinimeut  petite  par  rapport 
A  l'une  quelconque  des  deux;  c'est-à-dire  que  le  rapport 
de  cette  différence  à  l'une  quelconque  de  ces  quantités  a 
pour  limite  zéro. 

Et  réciproquement  :  Si  la  différence  de  deux  quantités 
est  infiniment  petite  par  rapport  à  l'une  d'elles,  la  limite 
de  leur  rapport  est  l'unité. 
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Soient,  en  effet,  a  et  a'  deux  quantités  quelconques  et  5 
leur  différence^  on  aura 

a!=a-hâj     d'où     i=:-t-4--7- 

a'       a 

a  $ 

*  Donc,  si  la  limite  de  —,  est  l'unité ,  celle  de  -7  est  zéro,  et 

réciproquement . 

Si  Ton  avait  divisé  par  a  au  lieu  de  a',  on  aurait  prouvé 

que  -  a  pour  limite  zéro  \  et  d'ailleurs  il  est  évident  que  i 

étant  la  différence  de  a  et  a'  est  contenue  dans  le  plus  grand 
une  fois  de  plus  que  dans  l'autre,  et  que,  par  conséquent, 

les  rapports  ->  —  sont  en  même  temps  infiniment  petits. 

On  pourra  donc  énoncer  les  deux  théorèmes  de  cette 
autre  manière  : 

Les  limites  de  r appoints  ou  de  sommes  d'infiniment  pe- 
tits ne  sont  pas  changées,  quand  on  remplace  ces  infini- 
ment petits  par  d'autres  qui  en  diffèrent  respectiv^ement 
de  quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  eux. 

Le  grand  avantage  que  Ton  retire  de  ces  théorèmes  con- 
siste en  ce  qu'ils  permettent  souvent  de  négliger,  dans  les 
quantités  infiniment  petites,  la  partie  qui  en  rend  la  com- 
paraison et  le  calcul  difficiles.  U  suffit  toujours  que  cette 
partie  soit  infiniment  petite  relativement  à  la  quantité  elle- 
même,  et  il  n'en  résulte  aucune  erreur  dans  les  résultats  où 
l'on  n'a  en  vue  que  les  limites  des  rapports  ou  des  sommes 
de  ces  quautités  infiniment  petites. 

Divers  ordres  d'infiniment  petits. 

37.  Si  l'on  considère  plusieurs  infiniment  petits  dépen- 
dant les  uns  des  autres,  de  telle  sorte  que,  l'un  étant  déter* 
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mine,  tous  les  autres  le  soient,  et  que  Ton  en  prenne  un  en 
particulier  pour  y  rapporter  tous  les  autres,  on  appellera 
infiniment  petits  du  premier  ordre  ceux  dont  les  rapports 
avec  celui-là  auront  des  limites  unies  ^  infiniment  petits  du 
second  ordre  ceux  dont  les  rapports  avec  le  même  infini- 
ment petit  principal  seront  des  infiniment  petits  du  pre- 
mier ordre;  et  en  général  infiniment  petits  de  l'ordre  n 
ceux  dont  les  rapports  avec  Tinfiniment  petit  principal  se- 
ront des  infiniment  petits  de  l'ordre  n  —  i . 

Lorsque  l'on  veut  exprimer  seulement  que  le  rapport  d'un 
Infiniment  petit  à  un  autre  a  pour  limite  zéro,  on  dit  que  le 
jiremier  est  infiniment  petit  par  rapport  au  second. 

Cela  posé,  il  est  très-facile  d'exprimer  au  moyen  de  l'in- 
finiment  petit  principal  ceux  de  tous  les  ordres  difierents. 
En  effet,  désignons  le  premier  par  a,  et  par  /3  un  infiniment 
petit  du  premier  ordre  dont  la  limite  du  rapport  avec  a  soit 
K-,  on  aura 

-  =  K-4-w,     d'où     prr:a(K4-«), 
oc 

cû  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  a. 

L'expression  de  tout  infiniment  petit  du  premier  ordre 
sera  donc  de  la  forme 

a(K  -I-»), 

0)  étant  infiniment  petit,  et  K  fini. 

Soit  maintenant  y  un  infiniment  petit  du  second  ordre, 

le  rapport  -  devant  être  du  premier  ordre  \  on  aura 

5!  =  a  (K -+-»), 
a 

et,  par  conséquent,  la  forme  de  tout  infiniment  petit  du 
second  ordre  sera 
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En  continuant  ainsi,  il  est  facile  de  voir  que  la  forme 
générale  des  infiniment  petite  de  Tordre  n  est 

K  étant  fini  et  (O  infiniment  petit. 

Mais  il  y  a  souvent  lieu  de  considérer  des  infiniment  pe- 
tits dont  le  rapport  avec  une  puissance  fractionnaire  de  ât  a 
une  limite  finie;  et  l'on  est  convenu  d'appeler  infiniment 

petit  de  l'ordre  -  celui  dont  le  rapport  avec  «^  a  une  limite 

finie  :  la  formule  qui  représentera  les  quantités  de  cet  ordre 
sera  donc 

F 
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CHAPITRE  YIII. 

œMMENT  LES  AIRES  DES  œURBES  PLANES  PEUVENT  ËTRB 

œNSIDÉRÉES  œMME  UMITES  DE  SOMMES 

DTOFINIMENT  PEITTS. 


38.  Sommes  de  parallélogrammes  infiniment  petits. 
—  Considérons  une  surface  plane  limitée  par  des  arcs  de 
courbes  quelconques^  divisons-la  par  un  système  de  paral- 
lèles dont  les  distances  soient  dans  des  rapports  arbitraires, 
mais  tendent  toutes  vers  zéro.  La  somme  des  aires  com- 
prises entre  ces  parallèles  successives  est  toujours  identique 
avec  Taire  cherchée^  et  chacune  de  ces  aires  élémentaires 
offre  la  même  difficulté  que  la  proposée,  puisqu'elle  ren* 
ferme  des  courbes  dans  son  périmètre. 

Mais  si  à  chacune  de  ces  aires  élémentaires  on  supprime 
ou  Ton  ajoute  des  parties  infiniment  petites  par  rapport  à 
ces  aires  respectives,  et  qui  fassent  disparaître  la  partie 
courbe  de  leur  périmètre,  la  limite  de  la  somme  de  ces  nou- 
velles aires  plus  simples  sera  Taire  cherchée,  d'après  le 
principe  général  ;  Le  moyen  le  plus  commode  d'obtenir  ce 
résultat  consiste  à  mener  par  les  extrémités  de  chacune  des 
cordes  des  parallèles  à  une  même  direction  arbitraire,  ter- 
minées à  la  corde  suivante.  Soient,  en  eifet,  MN,  M'N' 
deux  parallèles  consécutives  quelconques  :  en  menant  par 
les  extrémités  M',  N'  {Jig,  4)  des  parallèles  M'H^  N'I'  à 
une  direction  choisie  à  volonté,  on  retranche  les  parties 
N'I'N,  M'H'M-,  en  menant  les  parallèles  MH,  NI  par  les 
extrémités  M,  N,  on  ajouterait,  au  contraire,  les  parties 
MHiVl',  NN^L  Or  deux  de  ces  quatre  parties  sont  moindres 
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que  le  parallélogramme  NIN'I',  et  les  deux  autres  moindres 
que  le  parallélogramme  MHM^H';  ces  deux  parallélo- 
grammes sont  infiniment  petits  par  rapport  au  parallélo- 
gramme M'H'NT,  qui  est  moindre  que  le  segment  de  la 
courbe  ;  car  leurs  rapports  à  M' H' NT  sont  les  mêmes  que 
ceux  de  leurs  bases  MH',  NI'  à  la  base  H'I'  et  ces  derniers 
tendent  vers  zéro,  puisque,  les  parallèles  MN,  M'N'  se  rap- 
prochant indéfiniment,  MH',  NF  tendent  vers  zéro,  tandis 
que  HT  reste  fini.  D  suit  de  là  que  les  rapports  des  paral- 
lélogrammes HH',  W  au  segment  de  la  courbe  ont  pour  li- 
mite zéro  \  il  en  est  de  même,  à  plus  forte  raison,  des 
triangles  formés  par  les  arcs  MM',  NN  ',  et  par  conséquent 
l'aire  de  la  courbe  est  la  limite  de  la  somme  des  parallélo^ 
grammes  ayant  pour  bases  les  cordes  parallèles,  pour 
Iiauteurs  leurs  distances,  et  pouvant  être  entièrement  inté- 
rieurs, ou  en  partie  extérieurs  à  cette  aire. 

On  peut  même  remarquer  qu'il  n'est  pas  nécessaire  que 
les  sommets  des  parallélogrammes  soient  aux  extrémités 
mêmes  des  cordes  :  il  suffit  qu'ils  soient  en  des  points  infini- 
ment voisins  de  ces  extrémités  ;  il  n'est  même  pas  nécessaire 
que  ces  parallélogrammes  soient  contigus,  pourvu  que  l'in- 
tervalle entre  deux  consécutifs  soit  infiniment  petit  par 
rapport  aux  hauteurs  infiniment  petites  de  ces  parallélo- 
grammes \  car  cela  revient  à  retrancher  de  chaque  élément 
une  partie  infiniment  petite  par  rapport  à  lui-même.  Cette 
considération  générale,  dont  l'exactitude  résulte  du  prin- 
cipe fondamental,  s'applique  à  tout  ce  qui  suit. 

Pour  abréger,  nous  représenterons  une  somme  de  termes 

ayant  une  même  expression  générale  par  le  signe  J!  suivi 
de  cette  expression.  Ainsi,  u  désignant  une  corde  quelcon- 
que et  a  la  distance  de  deux  cordes  consécutives,  51"*  ^^' 
présentera  la  somme  des  aires  des  parallélogrammes  varia- 
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bles,  et  limygg  représentera  la  limite  de  leur  somme,  ou 
Taire  de  la  courbe. 

39.  Sommes  de  trapèzes  infiniment  petits,  —  Au  lieu 
de  supposer  les  lignes  MH,  M'H',  NI,  NT  parallèles  à  une 
direction  fixe,  on  pourrait  les  mener  dans  des  directions 
diflerentes  les  unes  des  autres,  et  variables  d'une  manière 
arbitraire  d'une  tranche  à  l'autre  :  il  suffit  qu'elles  fassent 
toujours  un  angle  fini  avec  les  cordes.  En  effet,  la  figure 
NIN'l'  deviendra  un  trapèze  dont  les  bases  N'I,  NI'  seront 
infiniment  petites,  puisque  les  lignes  NT  font  avec  MN 
des  angles  finis,  et  que  la  hauteur  du  trapèze  est  infiniment 
petite^  la  mesure  de  ce  trapèze  a  donc  un  rapport  infini- 
ment petit  avec  celle  du  trapèze  intérieur  M'H'N'I'  et,  par 
conséquent,  avec  le  segment  même  de  la  courbe.  Il  en  serait 
de  même  du  trapèze  M  H  M' H'.  Si  donc,  au  Heu  de  ce  seg* 
ment,  on  prend  un  des  trapèzes  ayant  pour  base  ]MN,  M'N' 
Ml',  NH',  on  ne  fait  qu'ajouter  ou  retrancher  à  l'élément 
exact  de  l'aire  cherchée  une  quantité  infiniment  petite  par 
rapport  à  cet  élément^  et  la  limite  de  la  somme  de  ces  tra- 
pèzes sera  précisément  égale  à  la  somme  des  éléments  exacts 
de  cette  aire  ou  a  cette  aire  elle-même. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  des  trapèzes  inscrits  dans 
le  segment  :  les  côtés  non  parallèles  sont  alors  les  cordes 
MM',  NN'.  Il  peut  aussi  être  quelquefois  utile  de  faire  con- 
courir toutes  les  lignes  MH,  M'H',  NI,  NT  vers  un  même 
point  ^  et  c'est  ce  qu'a  fait  Archimède  dans  une  de  ses  mé- 
thodes pour  la  quadrature  de  la  parabole. 

40.  Sommes  de  secteurs  infiniment  petits,  —  Il  n'est 
pas  nécessaire  de  supposer  parallèles  les  cordes  qui  divi- 
sent l'aire  en  éléments  infiniment  petits.  On  peut  assujettir 
leurs  directions  à  une  loi  quelconque,  suivant  les  circon- 
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Stances;  la  seule  condition  nécessaire  est  de  n'ajouter  ou 
retrancher  à  chaque  élément  exact  qu'une  quantité  infini- 
ment petite  par  rapport  à  lui. 

Une  des  lois  les  plus  simples  est  celle  qui  fait  passer 
toutes  les  cordes  par  un  même  point.  Soient  O  ce  point 
[jig*  5)  et  OM,  OM'  deux  sécantes  faisant  entre  elles  un 
angle  infiniment  petit;  la  somme  des  éléments  OM'M  est 
identique  avec  Taire  cherchée,  si  le  point  O  est  dans  son 
intérieur  \  et  cette  aire  sera  la  limite  de  la  somme  des  aires 
que  l'on  obtiendra  en  ajoutant  ou  retranchant  à  chacun  de 
ces  éléments  une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à 
lui. 

Cette  modification  des  éléments  exacts,  et  qui  a  toujours 
pour  objet  de  les  simplifier,  peut  être  faite  de  bien  des 
manières  diilerentes.  On  pourrait  mener  par  M,  M'  des 
droites  dans  des  directions  déterminées,  et  substituer  les 
triangles  rectilignes  à  l'élément  exact  \  on  pourrait  aussi, 
au  lieu  de  lignes  droites,  mener  des  courbes  arbitraires  : 
mais  ce  qui  est  ordinairement  le  plus  simple,  c'est  de  dé- 
crire des  arcs  de  cercle  ayant  O  pour  centre,'  et  c'est  ce  qu'a 
fait  Archimède  dans  sa  quadrature  de  la  spirale. 

U  est  facile  de  voir,  en  eilèt,  que  le  rapport  des  deux 
secteurs  circulaires  semblables  ayant  pour  rayons  OM, 
OlVr,  étant  celui  des  carrés  de  ces  lignes,  a  pour  limite 
l'unité,  et  que,  par  conséquent,  leur  différence  est  infini- 
ment petite  par  rapport  à  ces  secteurs.  Or  l'un  d'eux  est 
compris  entièrement  dans  l'élément  OM'M,  et  celui-ci  est 
compris  entièrement  dans  l'autre  secteur  \  car  on  peut  sup- 
poser l'angle  O  assez  petit  pour  que  les  rayons  vecteurs  de 
la  courbe  croissent  ou  décroissent  constamment  de  M  en  M^ 
Donc  le  rapport  de  chacun  des  deux  secteurs  à  l'élément 
exact  de  l'aire  a  aussi  pour  limite  l'unité,  et  l'aire  cherchée 
est  la  limite  de  la  somme  des  secteurs  circulaires  infiniment 
petits,  intérieurs  ou  extérieurs. 
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Si  le  point  O  n'était  pas  dans  Tintérieur  de  l'aire  pro- 
posée, celle-ci  serait  la  différence  de  deux  aires  auxquelles 
ce  point  appartiendrait,  et  que  Ton  considérerait  séparé- 
ment, comme  on  vient  de  le  dire.  On  pourrait  aussi  prendre 
la  différence  de  deux  secteurs  compris  entre  les  mêmes 
rayons,  et  chercher  la  limite  de  la  somme  de  ces  différences. 

Au  lieu  de  supposer  que  les  cordes  passent  par  un  même 
point,  on  pourrait  les  mener  tangentes  à  une  courbe  don- 
née ^  on  pourrait  les  assujettir  à  d'autres  lois  encore.  Toutes 
ces  généralisations  n'offrent  aucune  diifficulté  quand  on  a 
bien  saisi  les  principes  précédents,  et  nous  ne  nous  y  arrê- 
terons pas. 


»••■< 


r     t 


Calcul  in/,  Z>.  —  f. 
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CHAPITRE  IX. 

APPLICATION  DES  PRINCIPES  PRÉCÉDENTS  A  QUELQUES 

EXEMPLES. 


41 .  jiire  du  segment  paraholiqiœ.  —  Cette  question 
nous  offrira  des  exemples  de  procédés  très-divers  qu'on 
peut  employer  dans  la  recherche  des  quadratures,  et  don- 
nera une  idée  de  la  variété  des  ressources  que  présente  la 
méthode  infinitésimale. 

Première  solution.  —  En  rapportant  la  parabole  au 
diamètre  AB  [fig-  6)  de  la  base  CD  du  segment  oblique 
donné,  et  à  la  tangente  AY  parallèle  à  cette  base,  les  carrés 
des  ordonnées  sont  proportionnels  aux  abscisses,  et  l'équa- 
tion de  la  courbe  est  de  la  forme 


X"^  =  ipx. 


Coupons  la  surface  par  des  parallèles  à  AY^  Taire  ADC 
pourra  être  considérée  comme  limite  de  la  somme  des  pa- 
rallélogrammes intérieurs,  qui  seront  divisés  en  deux  parties 
égales  par  le  diamètre  AB  \  de  sorte  que  les  deux  aires  ABC, 
ABD,  étant  limites  de  sommes  égales,  sont  équivalentes.  D 
suffit  donc  de  calculer  la  moitié  ABC. 

On  connaîtra  Taire  ABC  si  Ton  connaît  son  rapport  au 
complément  AEC  de  cette  aire  au  parallélogramme  ABCE  \ 
et  pour  cela,  nous  comparerons  deux  parallélogrammes 
correspondants  PMHP',  QMKQ'  des  sommes  qui  ont  pour 
limites  ces  deux  aires.  En  désignant  par  jr,  j  les  coordon- 
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nées  du  point  quelconque  M,  et  par  A  et  A^  les  accroisse- 
ments qu'elles  subissent  quand  on  passe  de  M  à  M',  on  aura 

PMHP^  _  yh^ 
QMKQ'  ~  xV 

et  l'on  a,  par  Téquation  de  la  courbe, 

j»  z=  ipx^     [y  -\-  kY  =  2p{x  -4-  h)y 

d'où 

2yA  -h  A-^  z=z  2ph. 

On  tire  de  là  A,  au  moyen  de  A:,  et  le  rapport  cherché — 

devient 

y{iy  -f-  /•)  kr 

7.px  7,pX 

Ce  rapport  tend  donc  vers  la  limite  2  lorsque  k  tend  vers 
zéro.  Les  deux  aires  ACB,  AEC  sont  donc  les  limites  de 
sommes  d'infiniment  petits  tels,  que  le  rapport  de  deux 
correspondants  quelconques  tend  vers  la  même  limite  2  : 
donc,  d'après  les  principes  démontrés  {n°  36),  le  ra  )port 
des  aires  ÂBC,  AEG  est  précisément  2. 

Ainsi  Taire  ACB  est  les  deux  tiers  du  parallélogramme 
AECB^  et  l'aire  proposée  ACD  est  les  trois  quarts  de  ce 
même  parallélogramme,  ou  du  triangle  rectiligne  ACD, 
comme  Archimède  l'a  démontré  le  premier. 

Deuxième  solution.  —  Il  est  facile  de  calculer  direc- 
tement l'aire  AEC,  qui  est  la  limite  de  la  somme  des 
parallélogrammes  QMKQ'  ouQHM'Q',  dont  l'expression 
générale  est  xk  sin  A,  A  désignant  l'angle  YAX.  k  désignant 
l'accroissement  successif  de  j^,  il  est  nécessaire  d'exprimer 
X  au  moyen  de  j^  ;  ce  qui  donnera  pour  expression  d'un 

Y^  A'  S1T1  J^ 

quelconque  des  parallélogrammes •  Or  si  l'on  sup- 

4- 
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pose  dans  ce  cas-ci  que  les  hauteurs  des  parallélogrammes 
soient  toutes  égales,  ce  qui  était  inutile  dans  la  solution 
précédente,  les  valeurs  successives  de  y  seront 

et  Ton  aura 

/iX=:AE,     ou    (/i -4- i)X- =  AE, 

suivant  qu'on  prendra  les  parallélogrammes  QM'  ou  QK, 
ce  qui  est  indifférent. 

U  s'agit  donc  de  trouver  la  limite  de  la  somme 

/'sinA,  .       o.  ,\ 
{i-f-2«-l-3*  +  ...-!-/iM, 

lorsque  n  croit  indéGniment,  et  que  h  décroit  en  même 
temps  de  telle  sorte  que  Ton  ait  toujours  vik  =  AE. 

Or  Archimède  a  donné  pour  la  sommation  des  carrés  des 
nombres  naturels  une  formule  qui,  écrite  avec  les  signes 
employés  par  les  modernes,  donne 

• 

o,  ,        /i(/ï  H- i)(2/iH- l) 

I  -h  2*  4-  3*  H-  .  .  .  +  /i'  =  -^ -^ ^• 

I  .2.3 

Il  faut  donc  trouver  la  limite  de  l'expression  suivante 

X-'sinA    /i(/i -4- i)  (2/ï  +  i) 

2,p  1.2.3 

OU  * 

AE(AE4-  ^)(2AE-t->?-)sinA 

2.2.3/? 

lorsque  k  tend  vers  zéro.  Cette  limite  est  évidemment 

AE.sinA  AB.AEsinA 

2.3/?  3 

2 

AE 
en  observant  que  —  =  AB. 

^        2/? 
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L'aire  AEC  est  donc  le  tiers  du  parallélogramme  ABCE  *, 
et  l'aire  ABC  en  est  les  deux  tiers,  comme  nous  Tavions 
trouvé  par  le  premier  procédé. 

Troisième  solution.  —  Cette  solution  aura  l'avantage 
de  donner  un  exemple  d'un  mode  de  décomposition  très- 
différent  des  précédents.  Nous  y  considérerons  une  aire 
comme  limite  d'une  somme  d'aires  infiniment  petites  dé- 
terminées par  des  droites  tangentes  à  une  même  courbe. 

Soient  ACC  [fig'  7)  le  segment  parabolique  :  AB  le  dia- 
mètre, CD  la  tangente  en  C,  d'où  résulte  AD  ==  AB  \  nous 
allons  comparer  les  deux  aires  ACB,  DAC. 

Nous  considérerons  ACB  comme  limite  d'une  somme  de 
trapèzes  inscrits  PMM'P',  dont  les  côtés  PP'  situés  sur  AB 
tendent  tous  d'une  manière  quelconque  vers  zéro. 

Quant  à  l'aire  DAC,  nous  mènerons  en  M  et  M'  les 
deux  Ungentes  MT,  M'T',  d'où  résultera  AT  =  AP, 
AT'  =  AP',  TT'  =  PP'.  Si  par  le  point  de  rencontre  R 
de  ces  tangentes  on  mène  une  parallèle  à  AB,  on  aura  le 
diamètre  des  cordes  MM',  qui  passera  par  conséquent  par 
le  milieu  de  MM'^  de,sorte  que  l'aire  du  triangle  TRT'  sera 
la  moitié  de  celle  du  trapèze  PP'MM'.  Or  il  est  facile  de 
reconnaître  que  l'aire  DAC  est  la  limite  de  la  somme  des 
triangles  T'TR.  En  effet,  cette  aire  est  exactement  la 
somme  des  aires  comprises  entre  chacun  des  arcs  MM',  la 
Ungente  M'T',  la  base  T'T  et  la  tangente  TM,  terminée 
en  M.  Mais  chacune  de  ces  aires  dijQere  du  triangle  corres- 
pondant T'TR  d'une  quantité  infiniment  petite  par  rap- 
port à  lui,  lorsque  PP'  tend  vers  zéro^  car  cette  diflfé- 
rence  est  moindre  que  le  triangle  rectiligne  MRM'  dout  le 
rapport  au  triangle  T'RT  est  celui  des  rectangles  des  côtés 
qui  comprennent  leurs  angles  en  R,  qui  sont  supplémen- 
taires; rapport  qui  est  évidemment  infiniment  petit.  Donc 
l'aire  DAC  est  la  limite  de  la  somme  des  triangles  T'RT. 

Cela  posé,  les  deux  aires  ACB,  DAC,  étant  limites  de 
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sommes  crinGniment  petits  qui  sont  dans  le  rapport  de  a  ;  i , 
seront  elles-mêmes  dans  ce  rapport.  Donc  ÂCB  est  les  deux 
tiers  du  triangle  DBC,  ou  du  parallélogramme  construit 
sur  ÂB  et  BC^  ce  qui  ramène  aux  résultats  précédemment 
obtenus. 

42.  Généralisation  du  problème.  —  Au  lieu  de  l'équa- 
tion particulière  j^  =:  ipx^  prenons  l'équation  plus  géné- 
rale j^"  =  pjf*^  n  et  m  étant  des  nombres  entiers  quelcon- 
ques, positifs  ou  de  signes  contraires.  Les  courbes  qu'elle 
représente  seront  paraboliques  dans  le  premier  cas  ;  dans 
le  second,  elles  seront  des  hyperboles  ayant  les  axes  de  coor- 
données pour  les  asymptotes. 

1°  La  courbe  représentée  par  l'équation  j"  =  pjc^^  m  et 
n  étant  positifs,  passe  par  Torigine,  et  nous  nous  proposons 
de  mesurer  l'aire  comprise  entre  un  arc  AM  {Jig'  8)  et  les 
coordonnées  MB,  AB  de  son  extrémité  M. 

Pour  cela,  nous  chercherons  le  rapport  des  deux  aires 
AIVIB,  AMC,  et,  à  cet  eflFet,  nous  comparerons  deux  paral- 
lélogrammes correspondants  KP',  NN',  éléments  infini- 
ment petits  des  sommes  dont  les  limites  sont  AMB,  AMC. 
En  désignant  par  x^y  les  coordonnées  de  N,  par  /i,  k  leurs 
accroissements  en  passant  de  N  en  JN',  le  rapport  des  deux 

parallélogrammes  sera  —  >  et  sa  limite  sera-  lim--  Pour 
obtenir  la  limite  de  -79  il  faut  exprimer  que  les  deux  points 

A" 

sont  sur  la  courbe,  ce  qui  donne 

y*  --.  par  y    [x  -f-  ^y  ^=^  p[jp  -+-  ^')"- 

Développant  les  puissances,  et  supprimant  les  premiers 
termes  des  deux  membres,  qui  se  détruisent,  il  vient 

^{«r"~'  -h  p)  =  h{mpar-'  -f-  a). 
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/3  représentant  une  somme  de  termes  qui  renferment  h  de- 
puis la  première  puissance  jusqu'à  la  [n  —  i )**'"',  et  a  une 
somme  de  termes  renfermant  h  depuis  la  première  puis- 
sance jusqu'à  la  (jn  —  I  )'*•"*.  On  tire  de  cette  équation  . 

h         /iv»-'-f-p 
k        mpxf*"^  H-  a 

et,  par  conséquent, 

,.      h         ny"-^ 
lim  -  ni: • 

La  limite  du  rapport  des  deux  parallélogrammes   est 
donc 

ou     — -• 


mpjcf^  m 


n 


Donc  aussi  le  rapport  des  deux  aires  AMB,  AMC  est  —  ; 

Taire  cherchée  AMB  est  donc  au  parallélogramme  ABMC 

dans  le  rapport ;  et  sa  valeur  est j  si  1  on  de- 

*  ^        m -f- /i  m-\-n 

signe  par  a,  b  les  coordonnées  de  M,  et  par  A  Tangle  des 

axes.  Si  Taire,  au  lieu  d'être  prise  à  partir  de  Torigine, 

Tétait  entre  deux  ordonnées  correspondant  aux  abscisses 

a,  a\  elle  aurait  évidemment  pour  expression 


(a'ft' —  ab)smk. 


m  -^  n 


a^  Si  les  deux  exposants  sont  des  signes  contraires,  on 
peut  mettre  Téquation  sous  la  forme 

en  supposant  m  et  ;i  positifs. 

Les  deux  parallélogrammes  MP',  MQ'  {Jîg*  9),  éléments 
correspondants  des  sommes  qui  ont  pour  limites  les  aires 
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rh 
NN'BB',  NN'CC,  ont  pour  rapport  — "^ï  a  et  Âr  étant  de 

signes  contraires  et  satisfaisant  à  Tëquation 
ou 

|3  représentant  un  ensemble  de  termes  renfermant  Ar  à  la 
première  puissance  ou  à  des  puissances  supérieures,  et  x 
un  ensemble  de  termes  renfermant  A  à  un  degré  égal  ou  su- 
périeur à  l'unité. 

Effectuant  le  produit  et  supprimant  les  termes  ^  or*  et 
p  qui  se  détruisent,  il  vient 

•+■  {ny^*  -f-  p)(iii.r"-'  -h  OL)Âh  z=  o. 
Divisant  par  k  et  prenant  les  limites,  on  trouve 


doù 


,.     h             nx 
liro  -r  = • 


Le  rapport  des  deux  rectangles  MP',  MQ'  a  donc  pour 
limite  — i  et,  par  conséquent,  le  rapport  des  aires  NN'BB', 

NN'CC  est  -. 

m 

Il  est  facile  d'avoir  une  seconde  relation  entre  ces  deux 
aires. 

En  effet,  la  première,  ajoutée  au  parallélogramme  AN, 
forme  la  même  figure  que  la  seconde  ajoutée  au  paral- 
lélogramme AN' 5  donc  la  différence  de  ces  aires  est 
égale  à  la  différence  de  ces  deux  parallélogrammes,  ou 
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à  (a'fc' — ab)  sinA,  si  Ton  désigne  par  a,  b  et  a',  i'  les 
coordonnées  des  extrémités  N,  N'.  On  trouvera  ainsi 

NN'BB'  =  —^—  [a'  b'  —  ab)  siu  A. 
n  —  m 

m 

43.  Exemple  d'une  loi  particulière  pour  les  bases  des 
parallélogrammes  élémentaires.  —  Comme  les  bases  infi- 
niment petites  des  parallélogrammes  ne  sont  assujetties  à 
aucnne  loi  nécessaire,  on  choisit  celle  qui  semble  devoir 
donner  les  calculs  les  plus  simples. 

Dans  un  des  exemples  précédents,  nous  avons  supposé 
ces  bases  égales  ^  dans  d'autres,  nous  n'avons  eu  besoin  de 
supposer  aucune  dépendance  entre  elles.  Nous  allons  don- 
ner des  exemples  où  la  sommation  devient  très-facile  quand 
on  suppose  que  les  abscisses  des  points  de  division  sont  en 
progression  géométrique  et  que,  par  suite,  leurs  dîflTé- 
rences,  ou  les  bases  des  parallélogrammes,  forment  une 
progression  ayant  la  même  raison.  Ce  procédé  est  dû  à 
Fermât. 

Soit  Téquation 

y=P^j 

dans  laquelle  nous  supposerons  m  quelconque,  positif  ou 
I  négatif  ^  ce  qui  renferme  les  paraboles  et  hyperboles  que 
nous  venons  de  considérer.  Cherchons  l'aire  comprise  entre 
un  arc  quelconque  MM'  {fig»  lo)  de  la  courbe,  les  deux 
ordonnées  extrêmes  MP,  M'P'  et  Taxe  des  x  ;  et,  pour  plus 
de  simplicité,  supposons  les  axes  rectangulaires.  Soient  a,  b 
les  coordonnées  de  M;  a',  A'  celles  de  M'.  Partageons  PP' 
en  71  parties  tendant  vers  zéro,  et  telles  que  les  abscisses  de 
tous  les  points  de  division  forment  une  progression  géomé- 
trique 

on  aura 
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de  sorte  que,  n  étant  déterminé,  q  s'ensuivra  -,  et  q  tendra 
vers  Tunité  lorsque  n  croîtra  indéfiniment,  de  sorte  que  la 
distance  de  deux  points  consécutifs  tendra  vers  zéro.  L'ex- 
pression générale  de  cette  distance  sera 

o^*""*"'  —  aq^     ou     a[q  —  i)^'. 

Elles  formeront  donc  une  progression  géométrique  ayant 
pour  premier  terme  a[q  —  i)  et  pour  raison  q. 

Or  ces  distances  doivent  être  multipliées  par  les  ordon- 
nées successives  qui  seront  aussi  en  progression  géomé- 
trique, puisqu'elles  ont  pour  expression  générale  paf**^  et 
que  les  valeurs  de  x  que  l'on  considère  sont  en  progres- 
sion géométrique.  Les  rectangles  élémentaires  auront  donc 
pour  mesure  le  produit  des  termes  correspondants  de  deux 
progressions,  et  formeront,  par  conséquent,  une  nouvelle 
progression.  On  pourra  donc  avoir  l'expression  de  la  sonmie 
de  ces  rectangles,  et  il  ne  s'agira  plus  que  de  calculer  la 
limite  de  cette  expression. 

La  base  du  rectangle  dont  la  première  abscisse  est 
aq"^  sera  a[q — i  )  y*",  sa  hauteur  pa!^  q'^"  et  sa  surface 
^a'""*"*  (q  —  i)^('»+*)'".  La  somme  de  ces  rectangles  sera 

ou,  en  sommant  cette  progression  géométrique  dont  la  rai- 
son est  ^"'■*"% 

pa"-^^(q  -  l)^~'— î-', 

ou,  à  cause  de  aq'*  ^:=  a', 

pia""-^'  —  a*»'-^'  )  '-' ; 

il  ne  reste  donc  plus  qu'à  trouver  la  limite  du  rapport 
—;;^, »  lorsque  q  tend  vers  l'unité-,  ce  qui  n'offre  aucune 
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diflBcuhé.  Nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  m  4-  i 
sera  positif  ou  négatif. 

I**  Soit  d'abord  m  -i- 1  positif  et  représenté  par  le  rap- 

port  de  deux  entiers  quelconques  -?  il  s'agit  de  trouver 


r 

7—1 


la  limite  de f  quand  q  tend  vers  i  ;  ou,  en  posant 


t*-i 


if*  =-=  t,  celle  de »  quand  t  tend  lui-même  vers  Tunité. 

Si  Ton  supprime  le  facteur  t — i,  commun  aux  deux 
termes,  et  qu'on  fasse  ensuite  t=^i^  on  trouvera  la  limite 
de  la  fraction,  qui  sera 


s  T 

-      ou 

/  m  -n  1 


Donc  Taire  cherchée  sera 


p  «'"+'  —  «•»+')  a'  b'  —  ab 

'-     ou 

m  -f- 1  m-h  i 


2®  Soit  maintenant  m  -f-  i  = >  il  faudra  trouver  la 

s 

1-     •       j        7  —  i  1  -  f7  —  0 

limite  de  -~^, ou  de  — y'  i-^ 

7  *  —  I  q'—  i 

r 

Or  q^  a  pour  limite  i ,  et,  d'après  le  calcul  précédent,  le 

C  f 

second  facteur  a  pour  limite  -  ou • 

La  limite  de  la  fraction  en  question  est  donc et 

^  m  -T- 1 

Taire  aura  encore  pour  expression 

n(  a'm+i  —  û'»i+«  )  a'b'  —  ab 

» ou • 

OTH-  I  m  -f- 1 
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Remarque.  —  L'aire  dont  nous  venons  de  trouver  l'ex- 
pression étant  la  limite  de  la  somme  des  rectangles  ayant 
pour  mesure  jh  ou  px^h^  h  désignant  la  différence  infini- 
ment petite  de  deux  valeurs  successives  de  x,  suivant  une 
loi  arbitraire,  il  s'ensuit  que  la  limite  de  la  somme  Sx^A, 
lorsque  x  passe  de  la  valeur  a  à  la  valeur  a'  par  degrés 
infiniment  petits  quelconques  A,  a  pour  valeur,  quel  que 
soit  m, 

■"  ■        • 

m  -+■  I 

Si  l'on  fait  o  =  o  et  que  m  -h  i  soit  positif,  cette  expres- 
sion se  réduit  à 


m 


44.  Cette  formule  s'applique  à  toutes  les  valeurs  positives 
ou  négatives  de  m,  excepté  la  valeur  particulière  —  i , 

qui  lui  donnerait  la  forme  -  •  Mais  il  est  facile  de  trouver 

la  formule  qui  correspond  à  ce  cas,  en  cherchant  la  limite 

vers  laquelle  tend  l'expression j  lorsque  l'on  fait 

^  *  w  -t- 1  ■'■ 

tendre  m  vers  —  i . 

Divisant  par  a'"+',  dont  la  limite  est  l'unité,  et  rempla- 
çant m  +  I  par  u,  il  s'agit  de  trouver  la  limite  de  l'expres- 
sion 


i^'- 


u 
quand  u  tend  vers  zéro. 


Posons   (— j  =:i-f-a,  a  tendra  vers  zéro,  et  l'expres- 


sion précédente  devient  -  >  dont  on  éliminera  u,  au  moyen 
de  l'équation  qu'on  vient  de  poser  en  introduisant  la  non- 
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velle  variable  a.  On  en  tire,  en  prenant  les  logarithmes, 

«log— =log{H-a),      d'où      u  =  -^ ;— , 

a  ^  ,      « 

et  il  reste  à  trouver  la  limite  de  , — ; r  ou  celle  de 

log(i-t-a) 

qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 


log(n-a) 


I  I 

ou      


ilog(l-4-a)  log(i-4-a)« 


a 


Mais  on  a  vu  dans  Vjilgèbre  [voir  Note  I")  que  lorsque  a 

I 
tend  vers  zéro,  suivant  une  loi  quelconque  (i-f-a)*  tend 

vers  une  limite  déterminée,  que  Ton  désigne  ordinairement 
par  la  lettre  e,  et  qui  n'est  autre  chose  que  la  base  du  sys- 
tème dont  la  valeur  incommensurable  est 

ez=  2,71828182. . .. 

La  limite   de est  donc  -. >   et  l'expression 

u  loge  * 

-  a  pour  limite 


m  H-  I 


loge 


Telle  est  l'expression  de  Taire  comprise  entre  deux  or- 
données de  la  courbe  dont  l'équation  est 

et  qui  n'est  autre  que  l'hyperbole  du  second  degré  rappor- 
tée à  ses  asymptotes. 
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EUe  est  équilatère,  puisque  nous  avons  supposé  les  axes 
rectangulaires-,  mais  il  aurait  suffi  d'introduire  le  facteur 
sin  A  pour  avoir  le  cas  général. 

45.  ^ire  de  la  cycloïde.  —  On  appelle  cycloïde  la  courbe 
engendrée  par  un  point  d'un  cercle  qui  roule  sur  une  droite 
donnée.  Soient  TxMU  (fig-  n)  une  position  quelconque  du 
cercle  qui  roule  sur  la  droite  ÂB  \  M  le  point  qui  décrit  la 
courbe  ;  A  la  position  où  le  point  M  est  sur  la  droite  fixe  : 
Tare  MT  sera  égal  à  AT,  d'après  le  sens  qu'on  attache  au  mot 
roulement.  Si  6  est  la  position  où  M  revient  sur  la  droite 
fixe,  on  aura  AB  =  27ra,  a  étant  le  rayon  du  cercle  décri- 
vant, et  quand  le  point  de  contact  T  vient  au  milieu  C  de 
AB,  le  point  M  se  trouve  à  l'extrémité  D  du  diamètre  CD 
perpendiculaire  à  AB.  Ce  point  D  est  le  sonmiet  de  la  cy- 
cloïde, et  CD  en  est  l'axe. 

Cela  posé,  on  demande  la  mesure  de  Taire  ABD  comprise 
entre  la  courbe  entière  et  sa  base. 

Cette  question  sera  résolue  si  l'on  détermine  le  compI<$- 
ment  de  cette  aire  au  rectangle  ABA'B'  qui  est  égal  à  4^^*> 
ou  à  quatre  fois  Taire  du  cercle  générateur.  C'est  ce  com- 
plément que  nous  allons  chercher,  et  nous  le  regarderons 
comme  limite  de  la  somme  des  rectangles  compris  entre  les 
perpendiculaires  successives  abaissées  des  points  de  la 
courbe  sur  A'B'. 

Soient  M,  M'  deux  points  infiniment  voisins  pris  sur  la 
cydoïde;  MK,  M'K'  perpendiculaires  à  AB^  MR,  M'R'  des 
parallèles  à  AB  qui  rencontrent  en  N,  N'  le  cercle  décrit 
sur  CD  comme  diamètre.  Comparons  les  deux  rectangles 
MK',  NR'  \  leur  rapport  est 

MK.MH  QU    MH 

INR.M'R     ^^     MÔ'wrîî' 

et  sa  limite  est  égale  au  produit  de  zr~^  par  la  limite  du 
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rapport  tjj^  'Or  nous  allons  montrer  que  cette  dernière  est 

précisément  -rr^»  d'où  il  résultera  que  la  limite  du  rapport 

des  deux  rectangles  MK',  NR'  est  l'unité^  ce  qui  ramènera 
Taire  cherchée  à  celle  du  cercle  CD. 

En  effet,  le  cercle  mobile  viendra  dans  la  position  qui 
amène  le  point  M  dans  une  position  quelconque,  en  le  fai- 
sant d*abord  tourner  autour  de  son  centre  immobile,  ce  qui 
amènera  d'abord  M  en  une  position  I  ^  puis  transportant  le 
système  parallèlement  à  AB,  d'une  quantité  égale  à  Tare  MI, 
ce  qui  amènera  le  point  de  contact  T  en  T',  et  le  point  dé- 
crivant en  M',  en  prenant  TT'=  MI  =  IM',  et  l'on  sait 
que  cet  arc  IVU  diffère  de  sa  corde  d'une  quantité  infiniment 
petite  par  rapport  à  lui-même,  puisqu'on  a  démontré  dans 
la  Trigonométrie  que  le  rapport  d'un  arc  infiniment  petit  à 
sa  corde,  ou  à  son  sinus,  ou  à  sa  tangente,  a  pour  limite 
l'unité. 

En  nommant  a  l'angle  de  la  corde  MI  avec  MH,  on  aura 

a 

MH  =  corde  MI  ces  a  -f-  MI, 

M' H  =:  corde  MI  sin  a  ; 

donc 

MH        CCS  a  MI 


M' H        sin  a       corde  MI  sin  a 

Passant  aux  limites,   et  observant  gue  r— -;  a  pour 

^       cor(ieMI      * 

limite  i,  et  que  l'angle  a  a  pour  limite  l'angle  M  que  fait 

MH  avec  la  tangente  au  cercle  en  M,  on  aura 

,.      MH        cosM  I  i-f-cosM  i 

lira  --.„  =     .     --  -4-     .     --  = :— rr :=  COt  -  M 

M  H       smM       sin  M  smM  2 

r^tangQUMzzr^, 

comme  nous  l'avions  annoncé. 
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Ainsi  Taire  A  A'P  sera  égale  à  celle  du  demi-cercle  CM), 
puisqu'elles  sont  les  limites  de  sommes  de  rectangles  tels, 
que  la  limite  du  rapport  de  deux  correspondants  quelcon- 
ques est  l'unité.  La  somme  des  deux  aires  A  A^D,  DBB'  est 
donc  égale  à  celle  du  cercle  générateur,  et,  par  consé- 
quent, Taire  ABD  est  égale  à  trois  fois  celle  de  ce  même 
cercle. 

Si  Ton  ne  voulait  mesurer  qu'une  portion  de  l'aîre  A  A'D, 
on  voit  qu'elle  serait  équivalente  à  la  portion  correspon- 
dante du  demi-cercle  CD. 

46.  Descartes  a  donné  plusieurs  démonstrations  très- 
élégantes  de  cette  proposition.  Nous  nous  bornerons  â  en 
rapporter  une. 

Soient  C  [fig^  12)  le  milieu  de  la  base  de  la  cycloïde, 
A  une  de  ses  extrémités,  CD  le  diamètre  du  cercle  généra- 
teur, O  son  centre  ;  le  triangle  ADC  sera  équivalent  au  cer- 
cle générateur.  Pour  évaluer  le  segment  ASD,  soient  deux 
points  quelconques  T,  T' équidistants  de  A  et  C*,  M,  M' les 
points  de  la  courbe  correspondant  aux  points  de  <x>ntact  T, 
T' du  cercle  générateur  avec  la  base  :  on  aura,  d'après  Té- 
galité  des  arcs  de  cercle  MT,  M'Ti, 

HT  =  H'  T,  =  DP',     IH  =r  r  H'  ; 

donc 

MI  -f-  MT  =  MH  -h  M' H'  =  NN'. 

La  somme  des  deux  cordes  MI,  M'I'  du  segment  ASD, 
équidistantes  de  la  parallèle  LOD^  à  la  base,  étant  égale  à  la 
corde  ]\i\',  il  s'ensuit  que,  si  Ton  partage  AC  en  parties 
infiniment  petites  par  des  couples  de  points  dans  les  mêmes 
conditions  que  T,  T',  le  segment  ASD  pourra  être  considéré 
comme  limite  de  la  somme  de  rectangles  ayant  pour  bases 
les  difiérentcs  cordes  telles  que  MI,  M'I',  et  pour  hauteur 
les  distances  de  deux  consécutives  :  et  la  somme  de  deux 
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rectangles  quelconques  équidistants  de  la  droite  LL^,  sera 
égale  au  rectangle  du  cercle  O,  compris  entre  NN'  et  la 
corde  infiniment  voisine  correspondant  à  celle  qui  suit  MI. 
Or  la  somme  de  ces  derniers  rectangles  a  pour  limite  le 
demi -cercle  LCL';  donc  le  segment  ASD  est  équivalent  au 
denû-cercle  générateur,  et  Taire  de  la  demi*cycloïde  vaut 
une  fois  et  demie  celle  de  ce  cercle.  Donc  l'aire  de  la  cj- 
cloide  est  triple  de  celle  du  cercle  générateur. 


p—— 


Calcul  inf.  D,  -  I.  6 
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CHAPITRE  X. 

œiIMENT  LES  VOLUMES  DES  œRPS  PEUVENT  ÊTRE 

œNSIDÉRËS  COMME  LIMITES  DE  SOMMES 

D  INFINIMENT  PETITS. 


47.  Solides  de  réi^olution.  —  Supposons  une  surface 
plane  quelconque  tournant  autour  d'un  axe  AX  {fig*  i3) 
situé  dans  son  plan,  et  proposons-nous  de  calculer  la  por- 
tion du  volume  engendré,  qui  sera  comprise  entre  deux 
plans  quelconques  perpendiculaires  à  AX.  Ces  plans  peu- 
vent être  considérés  comme  engendrés  par  des  ordonnées 
JVIP,  NQ  ;  les  deux  surfaces  courbes  qui  terminent  le  vo- 
lume à  mesurer  sont  engendrées  par  des  arcs  de  courbes 
données  MN,  M^M',  et  ce  volume  est  la  différence  de 
deux  autres  engendrés  respectivement  par  les  quadrilatères 
MNPQ,  M'N'PQ.  Bornons-nous  donc  au  calcul  d'un  quel- 
conque de  ces  derniers,  par  exemple  celui  qu'engendre 
MNPQ. 

Décomposons  ce  volume  au  moyen  d'une  suite  de  plans 
perpendiculaires  à  l'axe,  infiniment  voisins  les  uns  des 
autres,  et  substituons  à  ces  éléments,  dont  la  sonmie  est 
constamment  égale  à  ce  volume  même,  d'autres  éléments 
d'une  espèce  plus  simple  et  tels,  que  le  rapport  de  chacun 
d'eux  à  son  correspondant  ait  pour  limite  l'unité.  La  li- 
mite de  la  somme  de  ces  nouveaux  éléments  indéfiniment 
décroissants  sera,  d'après  le  principe  fondamental,  la  va- 
leur exacte  du  volume  à  mesurer.  Soient  R,  R'  deux  points 
quelconques  de  MN,  correspondant  à  deux  plans  sécants 
consécutifs  \  S,  S'  leurs  projections  sur  AX  :  on  peut  sup- 
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poser  SS'  assez  petit  pour  que  les  ordonnées  varient  dans 
un  même  sens,  en  passant  de  R  à  R^;  d'où  il  suit  que  les 
deiix  rectangles  RSS'I  et  R'S^SI^  engendreront  autour  de 
ÂX  des  cylindres  dont  Tun  sera  plus  petit  et  Tautre  plus 
grand  que  la  partie  du  solide  proposé,  comprise  entre  les 
deux  plans  sécants.  Or  le  rapport  de  ces  deux  cylindres  de 
même  hauteur  est  égal  à  celui  de  leurs  bases  ou  des  carrés 
de  leurs  rayons  RS,  R'S'  5  et  à  mesure  que  S'  se  rapproche 
de  S,  le  rapport  des  ordonnées  RS,  R^S'  se  rapproche 
de  l'unité,  ainsi  que  celui  de  leurs  carrés.  Donc  la  limite  du 
rapport  des  deux  cylindres  est  Tunité;  et  il  en  est  de  même, 
à  plus  forte  raison,  pour  le  rapport  d'un  quelconque  de  ces 
cylindres  au  volume  intermédiaire  qui  est  l'élément  exact 
du  volume  cherché. 

Donc  le  volume  engendré  par  MNPQ  est  la  limite  d'une 
somme  de  cylindres  ayant  pour  hauteurs  les  parties  infini- 
ment petites  dans  lesquelles  on  décompose  PQ,  et  pour 
rayons  de  leurs  bases  les  ordonnées  de  MN  correspondant 
aux  points  de  division  de  PQ. 

Ces  cylindres  pourront  être  pris  tantôt  intérieurs,  tantôt 
en  partie  extérieurs,  sans  que  la  limite  de  la  somme  soit 
changée,  puisqu'ils  satisfont  toujours  à  la  condition  unique 
qu'ils  doivent  remplir. 

Si  Taire  génératrice  n'est  pas  terminée  à  l'axe  AX,  mais 
à  une  seconde  courbe  W!S\  le  volume  engendré  sera  la 
différence  de  deux  autres  qui  rentrent  dans  le  premier  cas. 
On  pourra  aussi  le  considérer  comme  la  limite  de  la  diffé- 
rence des  deux  sommes  de  cylindre,  ou  de  la  somme  des 
différences  des  cylindres  élémentaires  correspondants.  Cette 
proposition  générale  s'exprime  par  la  formule  suivante,  dans 
laquelle  V  désigne  le  volume,  et  Y,  jr  les  ordonnées  des 
deux  courbes  pour  ime  même  abscisse  Xj 

5. 
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48.  Solides  terminés  par  des  surfaces  quelconques.  — 

On  concevra  encore  un  système  de  plans  parallèles,  à  des 

distances  infiniment  petites  lès  uns  des  autres,  et  tels,  que 

le  solide  entier  que  Ton  veut  mesurer  soit  compris  entre  le 

premier  et  le  dernier  ^  puis  on  cherchera  à  substituer  à  la 

partie  comprise  entre  deux  plans  consécutifs  quelconques 

un  solide  d'espèce  plus  simple  et  qui  n'en  difière  que  d'une 

quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  elle.  Or  s'il  arrive 

qu'en  menant  par  tous  les  points  du  contour  d'une  des  deux 

sections  des  parallèles  à  une  même  direction  jusqu'au  plan 

de  l'autre  la  projection  ainsi  effectuée  de  la  première  courbe 

soit  tout  ehtière  comprise  dans  la  seconde,  le  cylindre  ainsi 

formé  sera  tout  entier  compris  dans  la  tranche  du  solide 

située  entre  les  deux  plans.  Au  contraire,  le  cylindre  formé 

par  des  parallèles  à  la  même  direction,  menée  du  contour  de 

la  seconde  section  au  premier  plan,  renfermera  entièrement 

cette  même  tranche.  Mais  le  rapport  des  deux  cylindres  de 

même  hauteur  est  égal  à  celui  de  leurs  bases,  lequel  tend 

indéfiniment  vers  l'unité  à  mesure  que  la  distance  des  deux 

plans  tend  vers  zéro.  Donc  le  rapport  des  deux  cylindres, 

et,  par  suite,  de  la  tranche  du  solide  à  l'un  quelconque 

d'entre  eux,  a  pour  limite  l'unité  ^  ou,  en  d'autres  termes, 

chacun  de  ces  cylindres  diffère  de  l'élément  exact  du  solide, 

d'une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  cet  clément. 

Donc  enfin  le  volume  proposé  est  limite  d'une  somme  de 

cylindres  ayant  pour  bases  les  sections  du  solide  par  des 

plans  parallèles  infiniment  voisins,  et  pour  hauteurs  les 

distances  de  ces  plans. 

Ce  premier  cas  est  celui  de  tous  les  corps  auxquels  Archi- 
mède  a  appliqué  ce  procédé  dont  on  Itii  est  redevable. 

49.  Mais  il  peut  arriver  que  les  parallèles  menées  par 
les  points  d'une  des  sections  ne  soient  pas  toutes  intérieures 
ou  toutes  extérieures  à  la  tranche  du  solide,  et  alors  le  rai- 
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sonnement  précédent  ne  suffirait  pas.  Dans  ce  cas,  on  con- 
cevra un  second  système  de  plans  parallèles  à  une  seconde 
direction^  qui  décomposeront  une  quelconque  des  premières 
tranches  en  solides  infiniment  petits  dans  deux  sens,  com- 
prises entre  quatre  plans  parallèles  deux  à  deux  et  infini- 
ment voisins.  Jusqu'ici  on  n'a  pas  altéré  les  éléments  du 
soHde^  mais  ces  filets  infiniment  étroits  sont  encore  ter- 
minés à  la  surface  du  solide  et  ne  seraient  pas  plus  faciles  à 
évaluer  que  ce  solide  entier.  Or,  en  en  retranchant  ou  en 
y  ajoutant  des  parties  infiniment  petites  par  rapport  à  eux- 
mêmes,  on  peut  les  réduire  à  des  parallélépipèdes.  Il  suffit 
pour  cela  de  mener  des  plans  parallèles  à  une  troisième 
direction  et  passant  par  les  extrémités  d'une  des  cordes  ou 
par  des  points  qui  en  soient  infiniment  voisins.  On  aura 
ainsi  des  parallélépipèdes,  l'un  plus  petit,  l'autre  plus  grand 
que  le  filet  du  solide,  et  dont  le  rapport  tendra  indéfini- 
ment vers  l'unité.  On  pourra  donc  substituer  à  ce  filet  l'un 
ou  l'autre,  ou  tout  autre  parallélépipède  dont  l'arête  finie 
difiérerait  infiniment  peu  des  leurs;  par  exemple,  et  c'est  ce 
qui  sera  le  plus  simple,  on  pourra  prendre  pour  arêtes  les 
cordes  mêmes  de  la  section  du  solide  par  les  premiers  plans. 
Ainsi^  le  rapport  de  chacun  de  ces  parallélépipèdes  au  filet 
correspondant  étant  aussi  près  de  l'unité  qu'on  le  voudra, 
il  en  sera  de  même  du  rapport  de  leur  somme  à  la  tranche  du 
solide.  Or  ces  parallélépipèdes  sont  dans  les  mêmes  condi- 
tions, relativement  à  la  tranche  du  cylindre  qui  aurait  pour 
base  la  même  section  du  solide,  et  ses  arêtes  dans  une  di- 
rection arbitraire  ;  et,  par  conséquent,  le  rapport  de  cette 
tranche  à  celle  du  solide  a  pour  limite  l'unité.  On  peut 
donc  énoncer  dans  tous  les  cas  cette  proposition  : 

Tout  solide  peut  être  considéré  comme  la  limite  de  la 
somme  de  cylindres  ayant  pour  bases  les  sections  par  des 
plans  parallèles  infiniment  voisins,  et  pour  hauteurs  les 
distances  successives  de  ces  plans. 
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Ce  mode  de  décomposition  est  surtout  employé  lorsque 
Téquation  de  la  surface  est  donnée  en  coordonnées  recti- 
lignes  ;  alors  les  directions  que  Ton  choisit  pour  les  plans 
sécants  sont  celles  des  plans  coordonnés. 

Lorsque  Ton  a  trouvé  l'expression  de  l'aire  de  la  section 
du  corps  par  un  plan  quelconque,  parallèle  par  exemple 
au  plan  des  jretz^  le  produit  de  cette  aire  par  la  distance 
au  plan  infiniment  voisin  est  la  mesure  du  parallélogramme 
dont  un  côté  serait  exprimé  par  le  même  nombre  que  Taire, 
et  serait  à  une  distance  du  côté  parallèle  égale  à  celle  des 
deux  plans  ^  d'où  Ton  voit  que  la  mesure  du  volume  est 
ramenée  à  celle  de  Taire  d'une  courbe  dont  Tordonnée  se- 
rait exprimée  par  la  fonction  de  a:  qui  représente  Taire  de  la 
section  du  corps. 

Si  la  surface  était  donnée  par  une  équation  entre  des 
coordonnées  polaires,  le  mode  de  décomposition  serait  dif- 
férent. Nous  aurons  occasion  de  nous  en  occuper  plus  tard 
et  nous  nous  bornons  ici  à  cette  simple  indication. 

Les  éléments  que  nous  avons  considérés  ne  sont  infini- 
ment petits  que  dans  un  seul  sens,  ou  deux  au  plus.  Dans 
un  grand  nombre  de  questions  qui  ne  sont  pas  purement 
géométriques,  il  est  nécessaire  de  décomposer  les  volumes 
en  éléments  infiniment  petits  dans  tous  les  sens.  Dans  ce  cas, 
on  décomposera  les  filets  infiniment  petits  dont  il  a  été 
question  ci-dessus  par  une  série  de  plans  infiniment  voi- 
sins et  parallèles  au  troisième  plan  coordonné. 
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CHAPITRE  XL 

APPUCATION  A  LA  MESURE  DE  QUELQUES  VOLUMES. 


Solides  de  révolution. 

50.  Paraboloïde  de  ré\folution.  —  Une  parabole  tour^ 
nant  autour  de  son  axe  AX  {fig*  i4))  on  demande  le  volume 
engendré  par  Paire  comprise  entre  un  arc  quelconque  AB, 
l'ordonnëe  BC  et  Taxe  AG. 

Soient  a,  b  les  coordonnées  de  B,  et  /*  =  a/>x  Téqua- 
tîon  de  la  parabole;  partageons  AC  en  un  nombre  n  indéfi- 
niment croissant  de  parties  égales  a  :  le  volume  cherché 
sera  la  limite  d'une  somme  de  cylindres  ayant  pour  hau- 
teur a,  et  pour  bases  les  cercles  ayant  pour  rayons  les  dif- 
férentes ordonnées  MP  de  la  parabole,  menées  par  tous  les 
points  de  division  de  AC.  L'expression  générale  du  volume 
d'un  de  ces  cylindres  est  'Rj^a  ou  ii.vpxoi\  leur  somme 

apUxa  a  pour  limite  api:  —  ou  ptta^  {voir  n®  43). 

On  peut  donc  dire  que  ce  volume  ^est  égal  à  celui  d'un 
cylindre  qui  aurait  pour  base  le  cercle  dont  le  rayon  est  AG, 
et  pour  hauteur  le  demi-paramètre.  On  peut  encore  doimer 
une  autre  forme  à  l'expression  précédente  :  en  y  rempla- 

çant^a  par  son  égal  —j  elle  devient 9  et  est  égale  à  la 

moitié  de  la  mesure  du  cylindre  qui  aurait  BG  pour  base  et 
AG  pour  hauteur,  ou  à  trois  fois  la  moitié  du  cône,  qui  au- 
rait même  base  et  même  hauteur.  G'est  sous  cette  dernière 
forme  qu'Archimède  a  présenté  cette  proposition. 
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51 .  Segment  d'ellipse  tournant  autour  de  sa  corde.  — 
Soient  une  ellipse  ayant  pour  équation 

D'D  {Jig'  iS)  une  corde  parallèle  à  Taxe  B'B,  2/  sa  lon- 
gueur, d  sa  distance  AE  au  centre,  et  A  l'aire  du  segment 
DCD'  qui  tourne  autour  de  sa  corde  fixe  DD'\  proposons- 
nous  de  mesurer  le  volume  engendré  V.  Nous  le  considé- 
rerons comme  limite  de  la  somme  des  cylindres  qui  au- 
raient pour  hauteurs  les  subdivisions  infiniment  petites 
égales  de  D^D,  et  pour  bases  les  cercles  ayant  pour  hauteurs 
les  perpendiculaires  MQ  abaissées  sur  DD'  par  les  diflfé- 
rents  points  de  Tare  DD^,  qui  correspondent  aux  points  de 
division  de  DD^  Soient  n  le  nombre  des  points  de  division 
de  DE  et  a  leur  distance  ]  la  mesure  d'un  quelconque  des 
cylindres  infiniment  petits  sera 

et  leur  somme  peut  se  décomposer  conmie  il  suit  : 

îr2(  j»H-  d^)a  —  iitdljra^ 

ou,  en  remplaçante^*  par  i* ^5 

Or 

2a  =  2/,     lîm2ja=:A; 

et,  d'après  la  remarque  du  n^  43, 

hm2a:*a=:-r-» 

On  aura  donc 


V=:2ir/(ô«-f^)— 27r£fA  — 


3  a' 
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On  aurait  le  volume  de  l'ellipsoïde  tout  entier  en  faisant 
d  =  o,  /  =  a,  et  Ton  trouverait  ainsi 

ei  si  h  r=^a^  on  a^îra*  pour  la  mesure  du  volume  de  la 

sphère  dont  le  rayon  est  a. 

82.  Volume  du  tore.  —  On  appelle  tore  le  solide  en- 
gendré par  un  cercle  qui  tourne  autour  d'une  droite  située 
dans  son  plan. 

Soient  O  (fig*  i6)  le  centre  du  cercle  générateur,  R  son 
rayon,  AO  =  a  \  l'équation  du  cercle  sera 

et  le  volume  est  la  limite  de  la  somme  des  volumes  engen- 
drés par  les  rectangles  MNIK,  qui  sont  les  différences  des 
cylindres  infiniment  petits  engendrés  par  les  rectangles  QI, 
QK.  L'expression  générale  de  cette  différence  est 

^(^'_-  qm' )  mi  =  ir (QN  +  QM)(QN  —  QM)MI 

=  2irfl.MN.MI  =  27raMIRN. 

Or  la  limite  de  la  somme  des  rectangles  MIKN  est  l'aire 
du  cercle.  Donc  le  volume  du  tore  est  égal  à  la  surface  du 
cercle  générateur  multipliée  par  la  circonférence  décrite 
par  son  centre* 

53.  Ellipsoïde  de  rés^olution.  —  Supposons  qu'une 
ellipse  tourne  autour  de  son  axe  AB=  2 a  [fig^  17)^  et 
proposons-nous  de  calculer  le  volume  du  segment  détaché 
par  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe^  mené  à  une  distance 
AD  =  rf  du  sommet  A. 

Soit  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  au  sommet  A 

^*  =  — (2fla:  — ar»), 
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le  volume  sera  la  limite  de 

a*    ^ 

Soit  n  le  nombre  des  points  de  division  de  AD,  on  aura 

«a  =  d; 

on  retombe  ainsi  dans  des  calculs  qui  se  sont  déjà  plusieurs 
fois  présentés,  et  Ton  trouvera  (n®  43) 


d'où 


d'      ,.        ,        d* 
2  3 


hinl(2ax  —  jr')a  --  a<f * ^^  d*- = • 


On  aura  donc  pour  expression  du  volume  cherché  V 

Ce  résultat  coïncide  avec  celui  d'Archimède.  En  effet,  il 
énonce  la  proposition  de  la  manière  suivante  : 

Le  segment  de  rellipsoïde  est  au  cône  de  même  base  et 
même  hauteur  comme  le  demi-axe  de  Tellipsoïde  ajouté  à 
la  hauteur  du  segment  complémentaire  à  l'ellipsoïde  est  i 
la  hauteur  de  ce  dernier. 

Or  on  aperçoit  facilement  que  les  deux  formules  sont 
identiques. 

54.    Hyperholoïde  de  réi^olution.  —   Soit  l'équation 

b^ 
d'une  hyperbole^'  =  ~  (x*-+-  ^ax)  rapportée  à  son  som- 
met A  {Jig'  i8).  Supposons  qu'elle  tourne  autour  de  son 
axe  transverse,  et  proposons-nous  de  calculer  le  volume  V 
détaché    par   un   plan  perpendiculaire   à   Taxe  mené  à 
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une  distance  AD=zd.  H  est  la  limite  de  Ht:  y*  a  ou  de 
— -S(x*H-  tiax)a. 


Or  on  a,  diaprés  le  n^  43  déjà  cité  plusieurs  fois, 


donc 


limSora 


="^(- 


d' 

9 

2 

limZx'a: 

~  3' 

d^y 

i        nb^d* 
)  ""    3a» 

(3a- 

ÂrcUmède,  dans  la  solution  qu'il  a  donnée  de  ce  pro- 
blème, cherclie  le  rapport  du  segment  de  l'hyperboloïde 
an  cône  de  même  base  et  même  hauteur,  et  parvient  à  la 
formule  suivante,  qui  donne  le  même  résultat. 

Le  volume  du  segment  est  à  celui  du  cône  de  même  base 
et  même  hauteur  comme  la  hauteur  du  segment,  plus 
trois  fois  le  demi-axe  transverse,  est  à  cette  même  hauteur 
augmentée  de  l'axe  transverse. 

85.  Remarque.  —  Si  une  surface  dont  Taire  est  A  tourne 
successivement  autour  de'  deux  axes  fixes  parallèles  U,  V 
{Jig*  19)  situés  dans  son  plan,  les  volumes  engendrés  au- 
ront pour  différence  le  produit  de  l'aire  A  par  la  circonfé- 
rence dont  le  rayon  est  la  distance  d  des  deux  axes. 

En  effet,  soit  une  perpendiculaire  quelconque  QPMM 
aux  axes  qui  coupe  ceux-ci  en  Q,  P,  et  la  courbe  en  M,  M'. 
Soient  MF  =  x,  M'P  =  x',  MQ  =  X,  M'Q  =  X',  a  la 
distance  de  QM'  à  la  parallèle  infiniment  voisine. 

Les  volumes  engendrés  autour  des  deux  axes  sont  les 
limites  des  deux  sommes  suivantes  : 

ir2(a/^— j:»)a,     7i2(X"  — X»)a, 

et  comme  on  a 
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il  s'ensuit 

donc  la  diflerence  des  deux  sommes  est  air dZ [x'  —  x)xovl 

Mais  ZlNIM^âc  a  pour  limite  Taire  A;  donc  la  limite  de 
la  dlirérence  des  deux  sommes,  ou  la  difTérence  de  leurs 
limites,  et,  par  conséquent,  des  volumes  engendres,  est 
2r.dA,  comme  nous  l'avions  annoncé. 

66.  Volumes  engendrés  par  des  paraboles  ou  h^yer- 
baies  d* ordres  quelconques,  —  Considérons  le  volume  en- 
gendré par  la  révolution  autour  de  Taxe  des  x,  d'une  courbe 
représentée  par  l'équation  j^  =  p  Jc*,  dans  laquelle  on  sup- 
pose m  quelconque  en  valeur  et  en  signe,  et  qui  peut,  par 
conséquent,  représenter  des  paraboles  ou  hyperboles  de 
•tous  les  ordres. 

Le  volume  compris  entre  deux  plans  perpendiculaires  à 
l'axe  X  et  correspondant  aux  abscisses  a,  a'  sera  la  limite 
de  Z^rj^'a,  a  représentant  une  quelconque  des  subdivisions 
infiniment  petites  de  l'intervalle  a' —  a.  En  substituant  à  j* 
sa  valeur  en  a:,  il  faudra  trouver 

Tzp^  liai  I^"" a. 

Or,  d'après  la  remarque  générale  du  n®  43,  on  a,  entre 
les  limites  a,  a', 

lim  2  x**  a  r^  — • 

2/71  -h  I 

Le  volume  cherché  a  donc  pour  mesure 

T])^  > ■=: • 

im  -h  I  2/w  -f-  1 

On  l'obtient  donc  en  divisant  par  2  m  -f- 1  la  différence  des 
deux  cylindres  ayant  pour  bases  les  deux  bases  mômes  du 
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solide  à  évaluer,  et  pour  hauteurs  les  abscisses  correspon- 
dantes. 

Solides  non  de  révolution. 


57.  Segment  d'ellipsoïde.  —  Rapportons  la  surface  à 

des  axes  parallèles  à  un  système  de  diamètres  conjugués, 

dont  l'un  passe  par  le  centre  de  la  base  du  segment.  Prenons 

ce  dernier  pour  axe  des  x^  et  pour  of  igine  l'extrémité  qui 

appartient  au  segment.  L'équation  de  Tellipsoïde  sera 

Soit  AD  =  d  [fig>  20)  l'abscisse  du  plan  de  la  base  du . 
segment  qui  est  parallèle  au  plan  YZ.  Nous  considérerons 
le  volume  du  segment  comme  limite  de  la  somme  de  cylin- 
dres ayant  pour  bases  des  sections  parallèles  à  YZ  et  pour 
hauteurs  les  distances  infiniment  petites  de  ces  plans  suc- 
cessifs. Une  quelconque  de  ces  hauteurs  s'obtiendra  en 
multipliant  la  partie  a  correspondante  de  l'axe  AX  par  le 
sinus  de  l'angle  9  que  ce  diamètre  AX  de  l'ellipsoïde  fait 
avec  le  plan  COB  des  deux  autres  conjugués.  L'aire  de  la 
section  MPN  correspondante  à  un  x  quelconque  AP  sera 
TT.IVIP.PN  sincp,  (j>  étant  l'angle  des  diamètres  OB,  OC.  En 
remplaçant  MP,  NP  par  leurs  valeurs  en  ,r,  on  trouvera 
peur  expression  d'un  quelconque  des  cylindres  élémen- 
taires, 

sin  0  sin  ç  (  2  ax  —  .r*)  a. 

Le  volume  cherché  V  peut  donc  être  représenté  comme  il 
suit  : 

V  =  ^—^  sin 9  sin ç  lini\_ {'j.ax  —  ^') a, 

lorsque  x  passe  àeokd  par  degrés,  égaux  ou  inégaux,  mais 
infiniment  petits,  représentés  par  a. 
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On  aura  encore,  comme  précédemment,  d'après  le  n^  43, 


2  .  itiSa^d) 


et,  par  conséquent, 

(i)  V=: ^-5 i-smOsmç. 

■ 

Si  Ton  suppose  <£  =  2  a,  on  aura  pour  expression  du 
volume  entier  de  l'ellipsoïde 

-  irabcsïnBskiffi 

ce  qui  peut  être  traduit  de  différentes  manières,  en  obser- 
vant que  abc  sinQsinj  mesure  le  volume  du  parallélépi- 
pède construit  sur  les  trois  demi-diamètres  conjugués,  et 
que  TT^csinf  «sasind  mesure  le  cylindre  circonscrit  à 
Tellipsoïde,  ayant  les  arêtes  parallèles  à  AX,  et  ses  bases 
parallèles  à  YZ.  Une  des  conséquences  de  l'expression  pré- 
cédente est  que  ce  parallélépipède  et  ce  cylindre  ont  leurs 
volumes  constants,  quel  que  soit  le  système  des  diamètres 
conjugués. 

L'expression  (i)  comparée  à  celle  du  volume  du  cône 
ayant  même  base  que  le  segment,  et  son  sonmiet  en  A, 
donne  un  énoncé  semblable  à  celui  qu'Archimède  a  fait 
connaître  dans  le  cas  de  rellipsoïde  de  révolution. 

On  trouverait  des  résultats  analogues  aux  précédents 
pour  les  hyperboloïdes  et  paraboloïdes  quelconques  ^  nous 
ne  croyons  pas  utile  de  nous  y  arrêter. 

S8.  Onglet  cylindrique.  —  Considérons  un  cylindre 
droit  dont  la  base  soit  le  cercle  ABC  (fig-  ^i)\  par  un  de 
ses  diamètres  A6,  menons  un  plan  quelconque  qui  coupe  la 
surface  du  cylindre  suivant  l'ellipse  ABD,  et  proposons- 
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nous  de  calculer  le  volume  de  l'onglet  compris  entre  ABD 
et  ABC. 

Supposons  le  rayon  OC  perpendiculaire  à  AB;  D  le  point 
de  rencontre  du  plan  sécant  et  de  Tarète  menée  en  C  ^  soient 
OC  =  R,CD=A. 

S&ivant  la  méthode  géflérale,  nous  regarderons  le  volume 
comme  limite  d'une  somme  de  cylindres  ayant  pour  bases 
un  système  de  sections  parallèles,  et  nous  prendrons  ces 
plans  perpendiculaires  à  A6. 

Soit  MPQ  un  quelconque  de  ces  plans  ^  faisons  AP  =  x^ 
PQ  =  Y^  on  aura 


^«rrraR^c  — ^    et    MQlj'.lCDlOC, 


d'où 


* 

La  section  MQP  a  donc  pour  mesure 

^,     ou    ^(»R— -»). 

Si  donc  nous  désignons  par  a  la  distance  infiniment  petite 
du  plan  de  cette  section  au  suivant,  le  volume  cherché  V 
aura  pour  mesure 

V=-^hm2(2R^  — ar»)a=::— 5—5 
2R  3 

et  comme  2R*  est  le  rectangle  circonscrit  à  la  base  ABC 
de  Tonglet,  le  volume  de  ce  dernier  est  égal  à  celui  de  la 
pyramide  qui  aurait  ce  rectangle  pour  base  et  son  sommet 
en  D, 


8o 
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CHAPITRE  XII. 

APPUGATIONS  MÉCANIQUES.  -  DÉTERMINATION  DES  CENTRES 

DE  GRAVITA. 


59.  Nous  admettons  comme  connue  la  théorie  des  cen- 
tres de  gravité  enseignée  dans  les  cours  les  plus  élémen- 
taires de  Statique,  et  nous  nous  proposons  de  la  prendre 
comme  un  nouvel  exemple  de  l'avantage  des  méthodes  pré- 
cédentes. 

La  proposition  dont  l'application  est  la  plus  générale 
dans  la  théorie  des  forces  parallèles,  et  qui  découle  naturel- 
lement du  principe  du  levier,  est  ce  qu'on  nomme  le  théo- 
rème des  moments.  On  appelle  moment  d'une  force  par 
rapport  à  un  plan  le  produit  de  cette  force  par  la  distance 
de  son  point  d'application  à  ce  plan.  Cela  posé,  si  l'on 
conçoit  un  système  quelconque  de  forces  parallèles,  que 
l'on  considère  comme  positives  celles  dont  lés  directions 
sont  dans  l'un  des  sens,  et  comme  négatives  celles  qui  sont 
dans  l'autre,  et  qu'il  en  soit  de  même  pour  les  perpendicu- 
laires abaissées  sur  un  plan  choisi  arbitrairement,  et  dont 
le  signe  dépendra  du  côté  où  elles  se  trouveront  par  rap- 
port au  plan,  le  théorème  des  moments  consiste,  comme  on 
le  sait,  en  ce  que  le  moment  de  la  résultante  des  forces  pa- 
rallèles par  rapport  au  plan  est  égal  à  la  somme  algé- 
brique des  moments  des  composantes.  Il  résulte  de  là  que 
les  coordonnées  rectilignes  du  point  d'application  de  la  ré- 
sultante s'obtiendront  en  divisant  par  la  résultante  la  somme 
des  moments  des  forces  par  rapport  aux  trois  plans  coor- 
donnés. Ce  point  d'application  de  la  résultante,  que  l'on 
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nomme  le  centre  des  forces  parallèles,  devient  le  centre  de 
gravite  quand  ces  forces  sont  des  poids  ^  et  Ton  voit  ainsi 
comment  le  théorème  des  moments  peut  être  employé  à  la 
détermination  des  centres  de  gravité. 

Nous  allons  faire  voir  comment  les  considérations  infi- 
nitésimales s'appliquent  aux  surfaces  planes  et  aux  solides 
continus,  et  nous  en  donnerons  quelques  exemples  pour 
bien  faire  comprendre  les  généralités. 

Les  principes  que  nous  admettrons  comme  établis  dans  la 
Statique  sont  les  suivants  : 

Le  centre  de  gravité  d'un  système  quelconque  de  points 
situés  dans  un  même  plan  est  compris  dans  Tintérieur  de 
toute  ligne  convexe  continue  qui  les  renfermerait.  Le  cen- 
tre de  gravité  d'un  système  quelconque  de  points  est  situé 
dans  l'intérieur  de  toute  surface  convexe  continue  qui  les 
renfermerait. 

Centres  de  graifité  des  aires  planes. 

60.  Considérons  une  figure  plane  terminée  par  des  droi- 
tes ou  des  courbes  quelconques;  supposons  qu'elle  soit 
homogène,  c'est-à-dire  que  les  portions  quelconques  de 
cette  figure  aient  les  poids  proportionnels  à  leurs  aires  res- 
pectives. 

Prenons  deux  axes  de  coordonnées  or,  y  dans  le  plan  de 
la  surface.  Le  centre  de  gravité  étant  le  point  d'application 
de  la  résultante  de  toutes  les  forces  appliquées  à  tous  les 
points  de  la  surface,  proportionnellement  aux  aires,  si  l'on 
décompose  la  surface  en  un  nombre  quelconque  de  parties, 
et  que  l'on  considère  en  tous  les  centres  de  gravité  de  ces 
parties  des  forces  parallèles,  représentées  par  leurs  aires 
respectives,  et  dont  la  résultante  sera  représentée  par  l'aire 
totale  et  appliquée  au  centre  de  gravité  cherché  ;  cette  aire 
totale,  multipliée  par  l'abscisse  de  son  centre  de  gravité, 

Cale,  inf.  D, —  I.  6 
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sera  égale  à  la  somme  des  aires  partielles  multipliées  par 
les  abscisses  dé  leurs  centres  de  gravité.  Si  les  axes  ne  sont 
pas  rectangulaires,  ces  produits  ne  sont  pas  les  moments 
eux-mêmes,  mais  proportionnels  aux  moments,  ce  qui  suiEt 
pour  l'exactitude  de  l'équation.  Mais  comme  il  ne  serait 
pas  plus  facile  de  trouver  les  centres  de  gravité  de  toutes  les 
parties  que  de  la  surface  entière,  on  supposera  ces  parties 
infiniment  petites^  leurs  moments  le  seront,  par  suite,  et 
par  conséquent  on  pourra  leur  substituer  d'autres  infini- 
ment petits,  plus  simples,  assujettis  à  la  seule  condition 
que  leurs  rapports  aient  respectivement  pour  limite  l'unité. 
Mais  alors  ce  sera  seulement  la  limite  de  leur  somme  qui 
sera  égale  au  moment  de  la  résultante  et  qui,  par  consé- 
quent, divisée  par  l'aire  de  la  figure  donnée,  fera  connaître 
l'abscisse  du  centre  de  gravité. 

Le  mode  de  décomposition  qui  se  présente  de  lui-même 
pour  déterminer  cette  abscisse  consiste  dans  un  système  de 
parallèles  à  l'axe  des  y^  infiniment  voisines  les  unes  des 
autres.  Le  segment  compris  entre  deux  parallèles  consé- 
cutives peut  toujours  être  considéré  comme  renfermé  dans 
un  contour  convexe,  dont  ses  deux  bases  feraient  partie  ^ 
son  centre  de  gravité  sera  donc  entre  ces  deux  droites,  et 
son  abscisse  différera  d'une  quantité  infiniment  petite  des 
abscisses  de  chacune  d'elles  \  on  peut  donc  substituer  au  mo- 
ment de  ce  segment  le  produit  de  son  aire  par  l'abscisse  de 
l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  parallèles  à  l'axe  dee  y^  car 
le  rapport  de  ce  produit  au  moment  véritable  a  pour  limite 
l'unité,  quand  la  distance  de  ces  parallèles  tend  vers  zéro. 
Et,  par  la  même  raison,  on  pourra,  dans  ce  produit,  substi- 
tuer à  l'aire  du  segment  celle  .du  parallélogramme  ayant 
l'une  des  cordes  parallèles  pour  base  et  sa  distance  à  l'autre 
pour  hauteur. 

Donc,  si  l'on  désigne  par  Y  el  y  les  ordonnées  des  deux 
points  extrêmes  de  la  corde  qui  correspond  à  l'abscisse  quel- 
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conque  X'^  par  a  la  partie  de  l'axe  des  x  interceptée  entre 
deux  cordes  consécutives  ;  par  A  l'aire  de  la  figure,  et  par  Xi, 
y^  les  coordonnées  inconnues  du  centre  de  gravité,  on  aura, 
en  supposant,  pour  plus  de  simplicité,  les  axes  rectangu- 
laires, 

Aa:,  "-  lim y*  (  Y  —  7  )x<z, 

d'où  l'on  tirera  x^^  si  l'on  peut  déterminer  la  limite  de  cette 
somme,  ainsi  que  A. 

On  aurait  j'i  par  un  procédé  analogue,  en  décomposant 
la  figure  au  moyen  d'un  système  de  parallèles  à  l'axe  des  x. 
Mais  on  peut  aussi  conserver  le  premier  mode,  en  remar- 
quant que  le  centre  de  gravité  d'un  des  éléments  ne  peut 
être  qu'à  une  distance  infiniment  petite  de  celui  du  rectan- 
gle inscrit  ou  circonscrit,  et  que,  par  conséquent,  on  peut 
substituer  au  moment  exact  de  cet  élément  le  produit  de 

(Y  -i- y) 

l'aire  du  rectangle  par  ^ ^j  qui  peut  être  pris  pour 

r ordonnée  du  centre  de  ce  rectangle.  On  aura  ainsi 


et  si  l'on  peut  trouver  cette  limite,  y^  sera  déterminé. 

61 .  Cette  formule  donne  lieu  à  une  remarque  curieuse. 
Si  Ton  multiplie  ses  deux  membres  par  2  7r,  il  vient 

27r  ViA  rrzliniîr\' (Y' — 7')a. 

Or  le  second  membre  représente  le  volume  engendré  par 
l'aire  en  question,  tournant  autour  de  l'axe  des  x*  Le  vo- 
lume engendré  est  donc  égal  à  taire  de  la  figure  géné- 
ratrice, multipliée  par  la  circonférence  que  décrit  son 
centre  de  gravdté. 

Ce  théorème  porte  le  nom  de  Guldin,  quoiqu'il  se  trouve 

6. 
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clairement  énoncé  dans  les  Ouvrages  de  Pappus,  géomètre 
de  Técole  d'Alexandrie. 

Nous  allons  donner  quelques  exemples  de  ces  formules. 

62.  Parabole  du  second  ordre.  —  Soît  Féquatîon 
y^  z=  2px  ^  et  cherchons  le  centre  de  gravité  du  segment 
CAC  (Jig*  22)  terminé  à  la  perpendiculaire  à  Taxe,  corres- 
pondant à  l'abscisse  AP  =  a.  Les  rectangles  formés  par 
les  cordes  parallèles  à  CC  ayant  tous  leurs  centres  de  gra- 
vité sur  l'axe,  leurs  moments,  par  rapport  à  cet  axe,  seront 
nuls  ]  la  limite  de  leur  somme  le  sera  donc,  et,  par  suite, 

on  aura 

Ji  =  o. 

Le  centre  de  gravité  étant  sur  l'axe,  il  suffit  de  connaître 
son  abscisse  Xi . 

La  formule  précédente  devient,  dans  le  cas  actuel, 

Aar,  r=lim2^Jra  =  2  ^2^ lim 2a;*  a. 

Mais,  d'après  une  formule  trouvée  précédemment  (n^  43), 
on  a  entre  les  limites  o  et  a, 


2    i 


donc 


A^i  —  — = — a   • 
O 


Or,  en  faisant  BC  =65  on  a 


d'où  Ton  déduit 

3 

5 


Xt  =  ■::  a. 


C'est  Archimède  qui   a   découvert  cette  propriété,    et 
même  pour  un  segment  de  parabole  déterminé  par  une  se- 
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caste  quelconque.  Le  calcul  en  serait  tout  à  fait  le  même 
que  celui  que  nous  venons  de  faire  pour  une  sécante  per- 
pendiculaire à  Taxe  de  la  courbe. 

63.  Paraboles  et  hyperboles  d'ordre  quelconque.  — 
Soit  maintenant  l'équation  y  =  px^^^  dans  laquelle  m  dé- 
signe un  nombre  de  grandeur  et  de  signe  quelconque  \  on 
demande  le  centre  de  gravité  de  la  surface  terminée  à  cette 
courbe,  à  Taxe  des  or,  et  à  deux  perpendiculaires  à  Taxe 
des  X,  correspondant  aux  abscisses  a,  a'. 

L'application  des  formules  générales  donnera 

pi 
AXi  ■=.  p  liiii2ar*+'  a,      A/i  =  ~ lim 'Zae^a^ 

2 

OU 


„             ^                           p*  a' 
Axi=p ; ,       Xjr^=±^ 


m  ^  ^  2         2»i  -4-1 

Or  nous  avons  trouvé  {n?  43) 

A  =  9 

d'où  il  résulte 

_  m -4- I    «'«+»  — <j*+-2  ^   p(m'^t)    «'*»+«  — a*^» 

^'^  m  -♦-2'a'*^-»  — 0*+»'     '^^  ""  2(2/»  -h  0  *  a'"*-»-'  —  af^'  * 

Si  m  est  positif,  la  courbe  est  parabolique^  et  si  l'on  fait 
commencer  l'aire  en  question  à  l'origine,  on  a  a  =  o^  et, 
en  désignant  par  b'  l'ordonnée  correspondant  à  a'. 


m  -f- 1 


,  /?(m-+-i)  (m  H-  i)     ^, 


TOH-a  "^        2(2m -f- 1)  2(2m -f- 1) 

Dans  la  parabole  du  second  degré,  m  =  -9  et  l'on  trouve 

Si  m  est  négatif,  la  courbe  est  hyperbolique  et  donne 
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lieu  à  une  discussion  intéressante  à  laquelle  nous  ne  nous 
arrêterons  pas.  On  reconnaîtra  sans  peine  que,  quand  Tab- 
scisse  extrême  al  croit  sans  limite,  il  est  possible,  suivant 
la  valeur  de  m,  que  le  centre  de  gravité  s'éloigne  indéfini- 
ment de  Taxe  des  y^  en  tendant  vers  l'axe  des  x,  ou  tende 
vers  une  limite  déterminée. 

64.  Centre  de  gravité  des  solides  de  révolution  homo- 
gènes. —  Le  centre  de  gravité  sera  évidemment  sur  l'axe 
de  révolution^  il  suffira  donc  de  connaître  son  abscisse. 
Pour  la  trouver,  on  coupera  le  solide  par  des  plans  infini- 
ment voisins,  perpendiculaires  à  l'axe  de  révolution  que 
l'on  prendra  pour  axe  des  x\  et  en  supposant  les  poids 
proportionnels  aux  volumes,  le  produit  du  volume  total 
par  Tabscisse  x^  du  centre  de  gravité  sera  égal  k  la  somme 
des  produits  des  segments  compris  entre  deux  plans  con- 
sécutifs, par  l'a:  du  centre  de  gravité  de  ce  segment,  qui  est 
évidemment  compris  entre  les  plans  de  ses  bases.  Pour 
simplifier  ces  produits,  on  substituera  à  ce  dernier  œ  celui 
d'une  quelconque  des  bases  du  segment,  ou  même  tout 
autre  qui  en  différerait  d'une  quantité  infiniment  petite*, 
on  remplacera  encore  le  volume  du  segment  par  celui  du 
cylindre  intérieur  ou  extérieur.  Par  là  on  n'aura  altéré 
le  moment  du  segment  infiniment  petit  du  solide  que  d'une 
quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  lui-même.  La  limite 
de  la  sonune  de  ces  nouveaux  produits  sera  donc  égale  à  la 
somme  des  moments  eux-mêmes,  ou  au  produit  du  volume 
total  par  X|  \  et  si  Ton  connaît  cette  limite  de  somme  et  le 
volume,  on  en  déduira  immédiatement  Xi. 

"Cette  proposition  est  exprimée  par  la  formule  suivante 

lira  2dr/*a  rrr  x,  lim2/'a. 

65.  Paraboloïde,  —  Si  la  courbe  génératrice  est  une 
parabole  ayant  pour  équation  y^  =^  ipx  et  tournant  au- 
tour de  l'axe  des  x,  on  aura,  en  remplaçant  y  par  sa  valeur 
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en  a:, 

lim Ix'  u  =  jr,  lim  lora, 

et,  d'après  la  valeur  générale  de  lîmSj:"'a,  cette  équation 
se  réduira  à  la  suivante,  en  désignant  toujours  par  a  et  a* 
les  abscisses  extrêmes, 


a"      a»            a"      «» 

3                      2 

d'où 

t»  — —      ._ • 

0          a'  H-  a 

SI  a  — 

0, 

on  a 

*l  =  'T  «'» 

résultat  connu  d'Archimède. 

Le  cas  où  Ton  ferait  tourner  la  parabole  autour  de  sa 
tangente  au  sommet  est  renfermé  dans  le  suivant. 

66.    Généralisons  ce  résultat  en  prenant  pour  courbe 
génératrice  celle  dont  Téquation  est 

m  désignant  un  nombre  quelconque.  L'équation  générale 

devient 

lim2jr""+'a  =  x,  limSjr'^a, 

ou 

ZZZ  Xi  » 

?./»  -f-  2  2m  -i-  I 

d'où  Ton  tirera  Xi . 

On  retombe  sur  le  cas  précédent  en  supposant  m  =  -  ? 
a  =1  G,  et  Ton  retrouve 


X,  =  —  £ï 


2 

3 


On  aurait  le  cas  où  la  parabole  tourne  autour  de  sa  tan- 
gente au  sommet,  en  supposant  m=  2,  ce  qui  donne,  eu 
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prenant  encore  a=:  Oj 

5   , 
o 

67.  Ellipsoïde.  —  En  prenant  pour  équation  de  la  courbe 

génératrice 

•^  a  a* 

l'équation  qui  doit  donner  Xi  sera 

/ib'  ô»     \  ,.        /a^«  h^     \ 

hmla:    X -x^\  etz^xihmll x ;î^    «j 

\  a  ^       J  \  ^  ^       / 


ou 


26»  b*   . 

lîmZor'a r  lim2:r*a 


a» 


(2ft*  .                     ft'  .  \ 
Mmlxa limXx'a)  • 
a                       a'  J 

Supposons  que  nous  considérions  le  volume  commen- 
çant au  sommet  et  terminé  à  l'abscisse,  nous  trouverons, 
en  substituant  aux  limites  de  sommes  leurs  valeurs  données 
par  la  formule  connue,  et  simplifiant, 


a 

~3 


3        4^        '  \  ^^/ 


Si  Ton  prend  le  demi-ellipsoïde,  on  a 


5 


a  z=:a^     et,  par  suite,     ;r,  =  n  «. 

o 

Le  calcul  se  ferait  d'une  manière  semblable  pour  l'hy- 
perboloïde. 

68.  S'il  s'agissait  d'un  solide  homogène  terminé  par  une 
surface  quelconque,  on  le  décomposerait  comme  il  a  été 
fait  précédemment  pour  la  mesure  des  volumes  ^  on  consi- 
dérerait les  éléments  déterminés  par  deux  séries  de  plans 
infiniment  voisins,  parallèles  à  deux  des  plans  coordonnés, 
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et  on  égalerait  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  à 
chacun  des  trois  plans  coordonnés,  au  moment  de  la  résul- 
tante par  rapport  à  ces  mêmes  plans.  On  négligerait  dans 
chaque  moment  élémentaire  une  quantité  infiniment  petite 
par  rapport  à  lui-même^  ce  qui  permettrait  de  prendre,  au 
lieu  du  volume  de  ce  filet  infiniment  étroit,  celui  du  paral- 
lélépipède intérieur  ou  extérieur,  et  le  centre  de  gravité  de 
ce  parallélépipède  au  lieu  de  celui  du  filet  même.  Si  l'on 
peut  trouver  les  limites  de  ces  trois  sommes  de  moments 
prises  dans  toute  l'étendue  du  corps,  on  obtiendra  les  trois 
coordonnées  du  centre  de  gravité  de  ce  corps  en  les  divisant 
par  son  volume. 

On  voit  donc  que  la  détermination  du  centre  de  gravité 
des  corps  terminés  par  des  surfaces  quelconques  se  ra- 
mène à  celle  de  limites  de  sommes  d'infiniment  petits. 


90  LIVAE  1. 


CHAPITRE  XIII. 

DES  QUANTITÉS  GONSIDÊRËES  œMME  LIMITES  DB 
RAPPORTS  D'INFINIMENT  PETITS. 


69.  Le  point  de  vue  auquel  les  modernes  ont  considéré 
les  tangentes  aux  courbes  les  a  conduits  naturellement  aux 
rapports  de  quantités  décroissant  indéfiniment.  Les  anciens 
regardaient  les  tangentes  comme  des  lignes  telles,  qu'à  par- 
tir du  point  commun  avec  la  courbe  les  deux  branches  de 
celle-ci  se  trouvent  d'un  même  côté  de  la  droite  *,  tandis  que 
les  modernes,  depuis  Descartes,  les  ont  regardées  comme 
limites  de  sécantes  passant  par  le  point  donné  de  la  courbe 
et  par  un  second  point  de  la  même  courbe,  qui  se  rapproche 
indéfiniment  du  premier.  H  est  résulté  de  là,  comme  nous 
allons  le  montrer,  que  les  modernes  ont  été  conduits  à  la  re- 
cherche de  limites  de  rapports  d'infiniment  petits,  pro- 
blème dont  les  anciens  n'ont  pas  eu  occasion  de  s'occuper. 

Les  points  d'une  courbe  peuvent  êti^e  rapportés  à  des  sys- 
tèmes de  coordonnées  très-divers,  c'est-à-dire  déterminés 
de  bien  des  manières  difierentes  par  les  valeurs  de  quanti- 
tés variables.  Nous  allons  examiner  plusieurs  de  ces  systè- 
mes, et  montrer  que  dans  tous  les  cas  la  détermination  de 
la  tangente  revient  à  celle  de  la  limite  du  rapport  de  deux 
quantités  infiniment  petites,  dépendant  l'une  de  l'autre 
d'après  les  données  de  la  question. 

70.  Coordonnées  rectilîgnes.  —  Soient  M  [fig.  23)  un 
point  donné  sur  une  courbe  rapportée  à  deux  axes  AX)  AT^ 
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AP,  MP  ses  coordonnées  x,  y\  M'  un  point  de  la  même 

courbe,  qui  se  rapproche  indéfiniment  de  M,  et  dont  les 

coordonnées  soient  x-^Ti^  y  -\-h\  la  sécante  MM'  coupe 

l'axe  des  j:  en  un  point  S,  et  la  limite  R  de  la  position  de  ce 

point  déterminera  la  limite  de  la  sécante,  ou  la  tangente. 

La  limite  de  S  sera  connue  si  Ton  trouve  la  limite  de  PS  : 

,  .       r        M'H        k 

or  on  a  la  proportion  rr^  =  —77^-  =  t  • 
^    ^  PS        MH        h 

Donc,  en  prenant  les  limites  des  deux  membres, 
d'où 

,,        A"  A* 

h 

Donc  la  détermination  de  la  tangente  à  la  courbe  se  ramène 
à  celle  de  la  limite  du  rapport  de  deux  quantités  infiniment 
petites,  qui  sont  les  différences  des  coordonnées  du  point 
donné  et  d'un  point  infiniment  voisin  pris  sur  la  courbe, 
et  qui  sont  liées  l'une  à  l'autre  au  moyen  de  l'équation  de 
la  courbe  donnée. 

Au  lieu  de  déterminer  PR  ou  la  sous-tangente,  on  peut 
chercher  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  des  x.  Soient  0 

k 
l'angle  des  axes,  gt  l'angle  cherché,  m  =  lim^'  on  aura, 

par  le  triangle  MRP, 

sinw  r 


--::  772; 


sm(e  — wj       PR 

d^où 

m  sin  0  coso»  —  m  sinw  cosd  =^  sinu, 

et,  par  suite, 

m  sind 
tango)  = 7  7 

^  1  -h  /n  cos  0 
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et,  si  les  axes  sont  rectangulaires, 

tangu  z=zm=.  lim  -  • 

A" 

n  est  inutile  de  faire  remarquer  qu'il  faut  avoir  soigneu- 
sement égard  aux  signes  des  accroissements  MH,  M' H, 
sans  quoi  la  sécante  MM'  et  sa  limite  ne  seraient  pas  du 
côté  où  elles  doivent  être  par  rapport  à  MH. 

71 .  Coordonnées  polaires.  —  Soient  O  le  pôle  {fig-  a4), 
OX  Taxe,  M  un  point  donné  sur  une  courbe  dont  on  a  Téqua- 
tion,  et  dont  les  coordonnées  sont  6  et  r^  M'  un  point  infi- 
niment voisin  ^  A  et  A:  les  accroissements  de  0  et  r  en  passant 
de  M  à  M'  :  la  tangente  en  M  sera  la  limite  de  la  sécante 
SMM',  et  peut  être  déterminée  par  la  limite  de  Tangle  OMS, 
qui  est  la  même  que  celle  de  MOM',  puisque  la  différence 
de  ces  deux  angles  est  MOM'  qui  tend  vers  zéro.  Soit  o)  cette 
limite  ou  Tangle  que  fait  la  tangente  avec  OM.  Décrivons 
de  O  avec  OM  pour  rayon  Tare  MH,  et  joignons  MH  \  le 
triangle  MHM'  donnera 

sinHM^M_  HM 
sinHMM'  ~  HM'* 

Observons  maintenant  que  l'angle  H  M'M  a  pour  limite 
fù\  que  l'angle  H  a  pour  limite  un  angle  droit,  puisque 
l'angle  en  O  du  triangle  isoscèle  HOM  a  pour  limite  zéro; 
que,  par  conséquent,  la  somme  des  deux  angles  en  M,  M' 
dans  le  triangle  MHM'  a  pour  limite  un  angle  droit,  d'où 
il  résulte  que  les  limites  de  ces  deux  angles  sont  complé- 
mentaires. D'après  cela,  en  égalant  les  limites  des  deux 
membres  de  l'équation  précédente,  on  aura 

sinoA       ,.     H  Al 
CCS  b>  HM' 

Or  on  peut,  d'après  le  principe  fondamental  des  infini- 
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ment  petits,  remplacer  HM  par  toute  autre  quantité  dont 
le  rapport  avec  HM  ait  pour  limite  Tunité  ;  et  l'on  a  vu, 
dans  la  Trigonométrie,  que  le  rapport  d'un  arc  infiniment 
petit  à  sa  corde  a  pour  limite  l'unité.  On  peut  donc  rem- 
placer la  corde  HM  par  l'arc  dont  la  valeur  est  r/i,  et  l'équà- 
tion  précédente  devient 

tang»  =  lira  -7-  =:rlim-7  = — 


lim  7 
n 


Le  problème  des  tangentes,  dans  un  système  de  coordon- 
nées polaires,  est  donc  encore  ramené  à  la  recherche  de  la 
limite  du  rapport  de  deux  infiniment  petits^  dépendant 
Tun  de  l'autre  au  moyen  de  l'équation  de  la  courbe,  et  qui 
sont  les  différences  des  coordonnées  de  deux  points  infini- 
ment voisins  appartenant  à  la  courbe. 

72.  Troisième  système  de  coordonnées.  —  Supposons 
maintenant  les  points  déterminés  par  leurs  distances  a  deux 
points  fixes.  A,  B  {fig*  aS  )  ;  soient  M  le  point  où  l'on  veut 
mener  la  tangente,  et  dont  les  deux  coordonnées  seront 
AM=r,  BM=r'^  M'  un  point  infiniment  voisin  ayant 
pour  coordonnées  r  4-  A,  r'  4-  Âr  j  la  tangente  sera  la  limite 
de  la  sécante  MM',  et  peut  être  déterminée,  par  exemple, 
par  les  angles  cd,  tù'  qu'elle  forme  respectivement  avec  MA, 
MB. 

Ayant  pris  MH  =  A,  MK  =  h  dans  le  sens  qui  convient 
au  slgne^  et  décrivant  de  A  et  B  comme  centres  avec  les 
rayons  AH,  BK  des  arcs  de  cercle,  ils  se  rencontrent  en  M'. 
Si  l'on  joint  M' H,  M,  K'  les  angles  K  et  H  auront  chacun 
pour  limites  un  angle  droit,  puisque  les  arcs  KM',  HM' 
tendront  vers  zéro  5  les  angles  formés  par  MM'  en  M'  et 
en  M  auront,  par  suite,  des  limites  complémentaires  \  ces 
limites  pour  les  angles  en  M  ont  été  désignées  par  o),  a>'. 
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Cela  posé,  on  aura 

KM       sinMI^rK       HM        sinMM^H 
mSF  —      sinK      '     MM'""      sinH     ' 

doù 

sinMM^H  sinKA^ 

sinMM'K*sinH"~it' 
en  prenant  les  limites  des  deux  membres, 
,  ,  cosw       ,.     h 

(l)  ;^=:lim--. 

*    '  COS6>  A- 

Les  angles  o),  co'  de  la  tangente  avec  MA,  MB  sont  donc  dé- 
terminés dès  qu'on  connaîtra  lim-j»  puisque  leur  somme 

est  connue. 

Le  problème  des  tangentes  est  donc  encore  ramené,  dans 
ce  nouveau  système,  à  cberclier  la  limite  du  rapport  des 
différences  infiniment  petites  des  coordonnées  de  deux 
points  de  la  courbe. 

73.  Au  Heu  de  déterminer  par  le  calcul  les  angles  o),  <ù'^ 
entre  lesquels  on  a  deux  équations,  on  peut  facilement  con- 
struire la  tangente  d'après  Téquation  (i).  En  effet,  si  Ton 
prend  sur  MA  et  MB,  ou  sur  leurs  prolongements,  deux 

h 

longueurs  MS,  MK  ayant  un  rapport  égal  à  lim  -79  qu'on 

élève  en  S  et  R  des  perpendiculaires  sur  AM,  MB,  et  qu'on 

joigne  leur  point  de  rencontre  I  à  M,  la  droite  IM  sera  la 

tangente,  car  les  cosinus  des  angles  IMS,  IMR  auront  pour 

rapport 

MS  ,.     h 

— — -    ou     hm  -7  • 
MR  A 

On  aurait  pu  arriver  directement  à  cette  construction 
sans  passer  par  l'équation  (i),  et  par  des  considérations  qui  * 


K 
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se  retrouvent  souvent  dans  l'emploi  des  infiniment  petits 
en  Géométrie. 

Sur  le  rayon  AM  prolongé  [fig»  26),  prenons  une  quan- 
tité constante  MP4  menons  PS  parallèle  à  M'H  jusqu'à  la 
rencontre  de  MM'  en  S  \  menons  ensuite  SQ  parallèle  a 
M'K;  le  quadrUatère  MPSQ  sera  semblable  à  MHM'K,  et 
Ton  aura 

MP : MQ ::  mh : mk  ::  ^ :  /, 

A  mesure  que  A  et  A  tendent  vers  zéro,  MQ  tend  donc  vers 

la  valeur  finie  dont  le  rapport  à  MP  est  la  limite  dey 

La  sécante  MM'  étant  toujours  dans  la  direction  de  la  diago- 
nale MS,  la  tangente  sera  la  limite  de  cette  direction,  c'est- 
à-dire  celle  de  la  diagonale  du  quadrilatère  limite  de 
PMQS.  Or  les  angles  P  et  Q  de  ce  quadrilatère,  élaiit 
égaux  respectivement  à  H  et  K,  ont  pour  limites  des 
angles  droits.  On  construira  donc  facilement  le  quadrila- 

h  À- 

tère  limite  quand  on  connaîtra  la   limite  de  -  ou  de  t^ 

car  on  en  déduit  immédiatement  la  limite  MR  de  MQ.  Il 
suffit  ensuite  d'élever  en  P  et  en  R  des  perpendiculaires  h 
AM,  MB,  et  de  joindre  leur  point  de  rencontre  I  au  point 
M  :  cette  dernière  ligne  sera  la  tangente.  Cette  construc* 
tion,  obtenue  par  des  considérations  différentes,  coïncide 
avec  la  précédente. 

• 

74.  ^utre  système  de  coordonnées.  —  Supposons  ac- 
tuellement que  les  points  soient  déterminés  par  leur  dis- 
tance à  un  point  fixe  O  {fig-  27),  et  une  abscisse  ou  une 
ordonnée  par  rapport  à  une  ligne  fixe  quelconque  passant 
par  O.  Soient  A  l'origine  des  abscisses,  AP  =  x,  PM  =.ri 
CM  =  r  ;  le  point  quelconque  M  sera  déterminé  par  x  et  /', 
ou  y  et  r. 

Cela  posé,  M  étant  un  point  quelconque  d'un  lieu,  de- 
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terminé  par  une  relation  entre  ces  coordonnées,  on  demande 
de  trouver  la  direction  de  la  tangente  en  ce  point. 

Soient  MK  =  Ar,  PP'  =  h  les  accroissements  correspon- 
dants de  r  et  X  pour  passer  i  un  point  voisin  M'  du  lieu, 
et  qu'on  portera  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  suivant  qu'ils 
seix)nt  positifs  ou  négatifs.  Dans  le  quadrilatère  MHM'K^ 
l'angle  K  tendra  vers  un  angle  droit  en  même  temps  que  h 
et  A^  vers  zéro,  et  la  diagonale  MM'  vers  la  tangente. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  Tun  des  procédés  employés 
dans  le  cas  précédent.  Nous  prendrons  PR  constant  \  par  le 
point  S  de  la  sécante  correspondant  à  l'abscisse  AR,  menons 
les  droites  SQ,  ST  parallèles  à  M'K,  M'H  :  le  quadrilatère 
MQST  sera  semblable  à  MKM'H,  et  la  limite  de  la  direc- 
tion de  sa  diagonale  ftlS  sera  la  tangente  cherchée.  Or  on 
pourra  construire  le  quadrilatère  limite  si  l'on  connaît  la 
limite  de  MQ,  PR  ou  son  égal  TS  étant  constant^  et 
comme  on  a 

il  s'ensuit  que  la  limite  de  MQ  sera  connue  si  l'on  connaît 

celle  du  rapport  -j-  Soit  MI  la  limite  de  MQ5  comme  l'an- 

gle  Q  a  pour  limite  un  angle  droit,  le  quadrilatère  limite 
sera  MIUV,  et  la  diagonale  MU  la  tangente.  On  voit  qu'il 
suffit,  pour  la  construire,  d'élever  en  I  une  perpendiculaire 
a  01,  et  de  chercher  son  point  de  rencontre  U  avec  la  per« 
pendiculaire  à  OR.  Si  les  deux  coordonnées  étaient  r  et  y^ 
au  lieu  de  r  et  j:,  le  même  quadrilatère  donnerait  des  résul- 
tats analogues,  et  la  question  serait  toujours  ramenée  à 
trouver  la  limite  du  rapport  des  diâerences  des  coordonnées 
de  deux  points  du  lieu,  infiniment  voisins. 

75.^  Coordonnées  angulaires,  —  Considérons  encore  un 
système  où  les  points  seraient  déterminés  par  deux  angles 
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fbmiés  par  les  droites  menées  de  ces  points  à  deux  points 

iiiEes.  Soient  A,  B  [fig-  28)  ces  points  fixes,  MAB  =  a, 

MBA  =  6  les  deux  angles  qui  déterminent  la  position  d'un 

point  quelconque  M-,  on  demande  de  mener  la  tangente  en 

M  à  un  lieu  déterminé  par  une  relation  entre  a  et  6.  Soient 

h  et  h  les  accroissements  positifs  ou  négatifs  de  a  et  6  quand 

on  passe  de  M  en  M',  MP  égal  à  une  constante  arbitraire, 

PS  parallèle  à  M^U,  SQ  parallèle  à  M'K  ^  les  quadrilatères 

MPSQ,  MUM' V  seront  semblables,  et  la  tangente  cherchée 

sera  la  limite  de  la  direction  de  la  diagonale  MS.  Pour  la 

connaître,  il  suffit  de  déterminer  les  limites  de  MQ  et  des 

directions  PS  et  QS.  Quant  à  ces  dernières,  il  est  évident 

qu'elles  ne  sont  autres  que  les  directions  de  BM  et  AM  qui 

sont  les  limites  de  celles  de  BM',  AM'.  Pour  avoir  la  limite 

MTT 

*MI  de  MQ,  il  suffit  de  connaître  la  limite  du  rapport  -rr=r 

.    1  MP 

qui  est  égal  au  rapport  -— • 

Or 

m__smh_       MU_sin/ 

Mi~~sinV*     MB""dnïï'' 
donc 

MU       MB  sxnk  sinV      sina  sin^  sinV 

MV       MA  sinA  sinU      sin6   sinA  sinU 

Or  les  angles  Y  et  U  ayant  pour  limite  l'angle  AMB, 

on  a 

,.    sinV 
hin-7-==  i; 
smU 

de  plus 

,.     sin^      ,.     k 

hin-r-^z=hm-7> 
sinh  h 

puisque  le  rapport  d'un  angle  infiniment  petit  à  son  sinus 
a  pour  limite  l'unité.  On  a  donc 

,.     MU       sina,.     k       MP 
MV       sinS        A       MI' 
Ctde.inf.D.—  I.  7 
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donc  enfin  le  problème  est  encore  ramené  à  la  recherche  de 
la  limite  du  rapport  des  différences  des  coordonnées  de  deax 
points,  infiniment  voisins,  du  lieu.  Quand  on  l'aura  trou- 
vée, On  connaîtra  MI,  et  par  les  points  P  et  I  on  mènera 
des  parallèles  à  MA,  MB,  qui  par  leur  rencontre  détermi- 
neront un  point  de  la  tangente. 

On  pourrait  procéder  d'une  autre  manière,  et  calculer 
les  angles  de  la  tangente  avec  les  rayons  vecteurs,  ou  les 
limites  des  angles  VM'M,  MM'U.  On  a,  en  effet, 


sinVM'M        MV 
sinV            MM'' 

sinMM'U 
sinU 

MU 
MM'' 

sinVM'M 

sînV  MV 
-  —        •         : 

d'où 

sinMM'U~sînTJ'MÛ* 

sin  V 
or  ■ .     ■  a  pour  limite  i  •,  donc,  en  appelant  a:,  y  les  angles* 

de  la  tangente  MT  avec.  MA,  MB,  on  aura 

sinx  MV       sin  6        h 

— =  lim  — rrr  =  -: lim  — » 

sinj^  MU       sma        X* 

et,  comme  la  sonune  x-hj"  est  connue,  le  problème  est  ré- 
solu dès  que  l'on  connaît  la  limite  du  rapport  -• 


De  l'existence  des  tangentes  en  général. 

76.  Nous  venons  de  passer  en  revue  un  assez  grand 
nombre  de  systèmes  de  coordonnées,  dont  quelques-uns  ne 
sont  presque  jamais  employés  \  et  nous  avons  reconnu  que, 
dans  tous  les  cas,  le  problème  des  tangentes  était  ramené  à 
la  recherche  de  la  limite  du  rapport  de  deux  quantités  infi- 
niment petites.  Le  nombre  des  systèmes  que  l'on  pourrait 
employer  pour  la  détermination  des  points  sur  un  plan  est 
illimité,  et,  par  les  cas  variés  que  nous  avons  considérés, 
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nous  avons  voulu  faciliter  les  reclierclies  auxquelles  d'autres 
cas  peuvent  donner  lieu.  On  cherchera  toujours  à  ramener 
la  direction  de  la  sécante  à  dépendre  d'infiniment  petits 
quelconques,  dont  il  soit  possible  de  calculer  la  limite  du 
rapport,  soit  que  les  points  du  lieu  sbient  déterminés  par 
une  équation,  soit  qu'on  connaisse  la  loi  de  leur  génération, 
sans  en  avoir  déduit  Téquation  entre  les  coordonnées. 

Mais,  avant  d'aller  plus  loin,  il  est  à  propos  de  s'assurer 
que  le  problème  dont  nous  nous  occupons  a  généralement 
une  solution^  c'est-à-dire  qu'en  tout  point  d'une  courbe 
déterminée  par  une  équation,  ou  par  une  loi  de  construc- 
tion qui  pourrait  conduire  à  une  équation  entre  des  coor- 
données de  nature  quelconque,  il  existe  une  tangente.  En 
d'autres  termes,  il  faut  démontrer  que,  lorsque  deux  varia- 
bles dépendent  l'une  de  l'autre,  le  rapport  des  accroisse- 
ments infiniment  petits  correspondants  de  ces  variables  a 
en  général  une  limite  \  car  c'est  à  ce  problème  de  calcul  que 
nous  avons  ramené  le  problème  géométrique. 

Cette  proposition  importante  peut  être  établie  simple- 
ment, de  la  manière  suivante. 


Théorème  général. 

77.  Soit  j-  une  fonction  quelconque  d'une  variable  x, 
assujettie  seulement  aux  conditions  suivantes  :  i^  que,  lors- 
qu'à partir  d'une  valeur  quelconque  on  donne  ua  accrois- 
sement h  kx^îl  en  résulte  un  accroissement  unique  k  de  j^, 
qui  tende  ver3  zéro,  si  l'on  fait  tendre  h  vers  zéro  \  2®  qu'à 
partir  de  toute  valeur  de  x  on  en  puisse  prendre  une  autre 
qui  en  diffère  d'une  quantité  finie  déterminée  telle,  que  si  x 
varie  dans  le  même  sens  dans  tout  l'intervalle  compris  entre 
elles,  jr  varie  constamment  dans  un  même  sens,  c'est-à-dire 
toujours  en  augmentant,  ou  toujours  en  diminuant. 

7- 
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Cela  posé,  il  est  facile  de  démontrer  que,  sous  ces  condi- 
tions, pour  toute  valeur  de  x  il  existe  une  limite  finie  pour 
le  rapport  des  accroissements  infiniment  petits  correspon- 
dants hexk\  c'est-à-dire  qu'il  ne  peut  y  avoir  que  des  va- 
leurs exceptionnelles  de  x  pour  lesquelles  ce  rapport  croisse 
ou  décroisse  indéfiniment. 

En  effet,  soient  x»,  X  deux  valeurs  de  x  satisfaisant  aux 
conditions  ci-dessus  indiquées;  y^^  Y  les  valeurs  corres- 
pondantes de  y\  partageons  l'intervalle  X —  ar©,  positif  ou 
négatif,  en  n  parties  égales,  que  nous  désignerons  par  A,  et 
soient  A^i,  A^t,  A^s,. . .,  A^.  les  valeurs  correspondantes  des  ac- 
croissements positifs  de  y^  on  aura 

d'où  résulte 

X  —  or»  n 


> 


c'est-à-dire  que  le  rapport  invariable  des  accroissements 
finis  de  x  et  àey^  quand  on  passe  de  Xo  à  X,  est  la  moyenne 

h     k  h 

arithmétique  des  rapports  -7^?  T'  '  *  *'  T'  ^A  que  soit  le 

nombre  entier  n. 

Si  maintenant  on  fait  croître  n  indéfiniment,  les  termes 
de  ces  rapports  tendront  vers  zéro  \  et  leur  moyenne  arith- 
métique étant  toujours  égale  à  la  quantité  finie  — ^,  il 

est  impossible  que  les  rapports  tendent  tous  vers  zéro,  ou 
qu'ils  croissent  tous  indéfiniment. 

Cette  conclusion  relative  à  l'intervalle  X  —  Xo,  pouvant 
être  appliquée  à  toute  partie  de  cet  intervalle,  il  s'ensuit 
qu'il  est  impossible  que,  dans   aucun  intervalle  fini,  la 

valeur  de  7  tende  vers  zéro  ou  croisse  indéfiniment  pour 


DES    QUANTITÉS    COirSIDÉRÉES    COMME   LIMITES.  lOI 

toutes  les  valeurs  de  x.  Ce  n'est  donc  que  pour  des  valeurs 
exceptionnelles  et  en  nombre  limité  que  t  peut  ne  pas 
avoir  une  valeur  finie  :  ce  que  nous  voulions  établir. 

78.    Nous  avons  supposé  dans   ce    raisonnement  que 

-. —  avait  une  valeur  finie.  En  ne  s'assujettissant  pas  à 

cette  condition,  voyons  s'il  est  possible  que*toutes  les  va- 
leurs de  -7  tendent  vers  zéro  ou  croissent  indéfiniment. 
il 

Si  tous  les  rapports  tendent  vers  zéro,  leur  moyenne  y 
tendra  nécessairement,  et  comme  elle  est  constante,  elle  ne 
peut  être  que  zéro  \  donc  Y — j^^  =  o  ou  ¥=  j^o»  Et  comme 
il  en  sera  de  même  si  Ton  considère  l'intervalle  entre  x^  et 
toute  autre  valeur  choisie  entre  Xo  et  X,  il  en  résulte  que 
toutes  les  valeurs  de  y  correspondant  aux  valeurs  de  x 
comprises  entre  x^  et  X  sont  égales  k  y^.  La  fonction  dési- 
gnée par  y  ne  serait  donc  autre  chose  qu'une  constante,  et 

k 
l'on  voit  alors  que  non-seulement  7  tendra  vers  zéro,  mais 

qu'il  sera  toujours  rigoureusement  nul.  Le  lieu  dont  la  fonc- 
tion est  l'ordonnée  serait  donc  une  droite  parallèle  à  l'axe 
des  x^  si  a:  et  j^  sont  des  coordonnées  rectilignes. 

Si  maintenant  tous  les  rapports  t  croissaient  sans  li- 
mites, les  rapports  réciproques  -7  tendraient  tous  vers  zéro, 
et  le  lieu  serait  une  droite  parallèle  à  l'axe  des  y\  au- 
quel cas  tous  les  rapports  -j  seraient  rigoureusement  nuls, 

et  l'on  dirait  que  les  rapports  -  sont  tous  infinis. 

Si  donc  le  lieu  ne  renferme  aucune  portion  de  ligne 
droite  parallèle  i  l'un  des  axes,  il  y  aura  une  limite  finie 
pour  le  rapport  de  l'accroissement  k  infiniment  petit  à  l'ac* 
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croissement  correspondant  A,  pris  &  partir  d'un  x  quel- 
conque entre  Xq  et  X,  à  l'exception  peut-être  de  certaines 
valeurs  particulières  ^  et  par  conséquent  en  tous  les  points 
d'une  courbe  il  existe  en  général  une  tangente. 

Les  cas  exceptionnels  où  la  limite  de  j  serait  nulle  ou 

infinie  correspondraient,  dans  un  système  de  coordonnées 
rectilignes,  aux  points  où  les  tangentes  seraient  parallèles  à 
l'un  ou  l'autre  des  axes  ]  cela  résulte  de  la  signification 

géométrique  de  la  limite  de  ~  dans  un  pareil  système. 

Cette  limite  n'est  pas  la  même  en  général  pour  toutes  les 
valeurs  dex]  elle  est  donc  une  fonction  de  x.  Or  il  est  bon 
de  remarquer  que,  si  cette  fonction  varie  par  degrés  infini- 
ment petits,  en  même  temps  que  x,  le  signe  que  l'on  prend 
pour  h  à  partir  d'un  x  quelconque  n'influe  pas  sur  le  résultat. 

Supposons,  en  effet,  qu'en  prenant  toujours  h  de  même 

signe,  par  exemple  positif,  la  limite  du  rapport  -  soit  repré- 
sentée par  une  fonction^* (x)  de  Vx  auquel  on  a  donné  l'ac- 
croissement A,  cette  fonction  variant  infiniment  peu  en 
même  temps  que  x.  Soit  ki  l'accroissement  de  j^,  pour 
l'accroissement  — h  donné  à  x;  il  s'agit  de  trouver  la  limite 

de  — ^-  Or  si,  à  partir  de  x  —  A,  on  donne  à  la  variable 

l'accroissement  -f- A,  on  revient  à  x*,  Vj"  correspondant  k 
X — A  reprenant  la  valeur  primitive  augmentera  de  — Art  et 

le  rapport  — jp  sera  d'autant  plus  voisin  de  f{x  —  h)  que  h 

sera  plus  petite  il  en  sera  donc  de  même  de  — *—•  Mais  par 

hypothèse  f{x  —  h)  et  f(x)  difierent  d'une  quantité  infi- 
niment petite,  si  h  est  lui-même  infiniment  petit  -,  donc  la 

limite  de  — ^r  est  f(x)^  comme  celle  de  j* 
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La  limite  du  rapport  des  accroissements  infiniment  petits 
correspondants  est  donc  indépendante  du  signe  choisi  pour 
h^  si  f[x)  varie  par  degrés  infiniment  petits  en  même 
temps  que  x.  Et  il  est  évident  qu'il  en  serait  autrement  si 
cette  condition  n'était  pas  remplie. 

Dérwées  des  fonctions. 


k 
79.  Cette  limite  du  rapport  t  se  nomme  la  dérivée  de  la 

fonction  j^  par  rapport  à  x.  Si  cette  fonction  j^  est  représen- 
tée par  F(a:),  on  représente  la  dérivée  par  F'(j:).  Ainsi 
dorénavant  la  signification  de  cet  accent  sera  définie,  pour 
toute  fonction  F,  par  Téquation  suivante  : 

h 

En  employant  cette  nouvelle  dénomination,  nous  pouvons 
donc  dire  que  le  problème  des  tangentes  est  ramené  à  la  dé- 
termination de  la  dérivée  d'une  des  coordonnées  par  rapport 
à  l'autre  ;  et  que  dans  un  système  de  coordonnées  rectilignes 
le  coefficient  d'inclinaison  de  la  tangente  sur  l'axe  des  ab- 
scisses est  la  dérivée  de  l'ordonnée  par  rapport  à  l'abscisse. 

Les  dérivées  ont  beaucoup  d'autres  usages  que  la  détermi- 
nation des  tangentes  \  nous  nous  bornerons  en  ce  moment  à 
quelques  remarques  très-simples.  Si  nous  représentons, 
pour  abréger,  par  h  l'accroissement  de  F(j:),  correspon- 
dant à  l'accroissement  h  donné  à  x,  on  aura 

et  par  conséquent  t  diflere  de  F'(x)  d'une  quantité  qui 
tend  vers  zéro  en  même  temps  que  h\  la  désignant  par  o), 
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on  aura 

^  =  F(*)  +  », 

d'où 

k: 

-  h[r{x)  -t-  »]  —  /iF  (^)  +  /k», 

quel  que  soii  le  signe  de  /i. 

Ainsi  /iF'(x)  ne  diffère  de  k  que  d'une  quantité  in6ni- 
ment  petite  par  rapport  k  h  onkk-^  donc  on  pourra  substi- 
tuer AF'(x)  à  k  toutes  les  fois  que  k  sera  un  des  termes 
d'un  rapport  ou  d'une  somme  d' infiniment  petit,  dont  on 
cherchera  la  limite.  Remarquons  que  AF'(x)  est  raccrois- 
sement  de  l'ordonnée  de  la  tangente  pour  T accroissement 
h  de  l'abscisse.  Donc  htù  est  la  différence  des  ordonnées  de 
\2t  courbe  et  de  la  tangente;  elle  est,  comme  on  le  voit, 
infiniment  petite  par  rapport  à  l'accroissement  même  de 
l'ordonnée  \  et  il  faut  remarquer  que  l'ordonnée  peut  avoir 
une  direction  arbitraire  pourvu  que  ce  ne  soit  pas  celle  de 
la  tangente  elle-même,  sans  quoi  F'(a7)  ne  serait  pas  une 
quantité  finie  et  les  formules  précédentes  ne  subsisteraient 
plus.  U  résulte  de  là  une  grande  simplification,  parce  que  la 
quantité  a>  serait  en  général  très-compliquée;  et  en  négli- 
geant la  quantité  /zco,  il  n'en  résulte  aucune  erreur  dans  les 
limites  des  sommes  ou  des  rapports. 

80.  La  dérivée  d'une  fonction  peut  servir  à  reconnaître 
dans  quel  sens  varie  cette  fonction  à  partir  d'une  valeur 
quelconque  de  la  variable  dont  elle  dépend;  ce  qui  est  sou- 
vent utile.  En  effet,  en  désignant  toujours  par  h  el  k  les 
accroissements  correspondants  de  x  et  F  (a:),  nous  avons 
trouvé 

îù  étant  infiniment  petit  en  même  temps  que  A. 

Or  si  F'{j:)  n'est  pas  nul  pour  la  valeur  x  que  l'on  con- 
sidère, iù  ayant  pour  limite  zéro  finira  par  être  constam- 
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ment  au-dessous  de  F'(x)  et  le  facteur  F'(x)  4-  w  sera  de 
même  signe  que  ¥'{x).  Donc  k  sera  de  même  signe  que  A, 
si  F'(j:)  est  positif,  et  de  signe  contraire  s'il  est  négatif. 
Ainsi  une  fonction  croît  dans  le  même  sens  que  la  variable 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  rendent  sa  dérivée  positive^ 

et  en  sens  contraire  pour  celles  qui  la  rendent  négative. 
On  reconnaît  encore  facilement  que  de  deux  fonctions  de 

a:  celle-là  croît  le  plus  rapidement  avec  x  dont  la  dérivée 

est  algébriquement  la  plus  grande. 

En  effet,  soient  les  deux  fonctions  F(x)^  f(^)  h  k  et  l 

leurs   accroissements  correspondant  à    l'accroissement  h 

de  X]  on  aura 

(û  et  (a'  étant  infiniment  petits  avec  h.  On  tire  de  là 

et  puisque  l'on  suppose  F' (a:)  —  f  {^)  différent  de  zéro, 
le  second  membre  finira  par  être  de  même  signe  que 

A[F'(x)-/'(x)]. 

Ainsi^  en  supposant  F'  (  x)  ^f*  {x) ,  on  aura  A  ]>  /  si  A  est 
positif.  Mais  si  A  est  négatif,  on  aura  k<C^L 

Dans  tout  ce  qui  précède  il  s'agit  de  valeurs  algébriques, 
et  non  de  gr^deurs  absolues. 

%\ .  Nous  avons  vu  que  le  rapport  fixe  = ^  était  ton- 

jours  compris  entre  le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  rap- 

ports  T  9  quelque  près  qu'ils  soient  de  leurs  limites,  et,  par 

conséquent,  que  ce  rapport  fixe  était  compris  entre  la  plus 
petite  et  la  plus  grande  de  ces  limites,  qui  sont  les  diffé- 
rentes valeurs  que  prend  la  dérivée  F'(x)  quand  x  passe 
de  jTo  i  X.  Si  donc  la  fonction  F'(x)  est  continue,  c'est-à- 
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dire  si  elle  ne  peut  passer  d'une  valeur  à  une  autre  qu'en 
passant  par  toutes  les  intermédiaires,  il  y  aura  entre  a:« 
et  X  une  certaine  valeur  de  x  qui  rendra  F'  (x)  égal  à  la 

Y  —  1* 
quantité  intermédiaire  - — —  •  Désignant  cette  valeur  de  jc 

par  Xi,  on  aura  ainsi 


X  —  ar. 


=:F'(x,),     OU     T-j.  =  (X-*.)r'(*.), 


ce  qui  revient  à  dire  qu'entre  les  points  de  la  courbe,  dont 
les  coordonnées  sont  Xo,  y^  et  X,  Y,  il  en  existe  un  où  la 
tangente  est  parallèle  à  la  corde  qui  joint  les  points  ex* 
trèmes. 

Remarque.  —  Cette  formule  entraine  évidemment  cette 
proposition  importante  démontrée  tout  à  l'heure,  et  que 
nous  énoncerons  spécialement  : 

Une  expression  dont  la  dérivée  par  rapport  à  x  est 
nulle,  quel  que  soit  x,  est  nécessairement  constante,  c'est^ 
à'dire  indépendante  de  x. 

82.  L'équation  -  =  F'  (x)  -+-  «  démontrée,  quelle  que 
soit  la  fonction  F,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

k  z=z  MA, 

M  désignant  une  fonction  finie  de  x  et  de  A  qui  tend  vers 
F'(x)  quand  h  tend  vers  zéro. 

Si,  dans  cette  fonction  M,  on  changeait  x  en  x  +  Ai,  elle 
subirait  un  accroissement  qui,  d'après  la  proposition  géné- 
rale, serait  de  la  forme  MiÂi,  Mi  désignant  une  fonction  de 
X,  h  et  A|  qui  reste  finie,  quelque  petits  que  soient  A  et  A|. 
Si  l'on  désigne  par  A*i  l'accroissement  que  subit  alors  A:,  on 
aura 


DES  quàhtités  considérées  comice  limites.       107 

Si  de  même  on  change  x  en  x  -h  h^  dans  Mi,  il  croîtra 

d'une  quantité  de  la  forme  Mt&D  M,  étant  une  quantité 

finie  dépendant  de  x,  A,  ^h  At  >  désignant  par  Art  Taccrois- 

sement  de  Aj ,  on  aurait 

et  l'on  pourrait  continuer  de  même  indéfiniment. 

Si  Ton  suppose  que  les  accroissements  successifs  donnés 
à  X  soient  égaux,  on  aura 

et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

On  arriverait  ainsi  à  cette  proposition  générale  : 

Un  ctccroissement  d'un  ordre  quelconque  d'une  fonc^ 
tion,  correspondant  à  un  accroissement  constant  à  chaque 
opération,  et  infiniment  petit  du  premier  ordre^  de  la  va- 
riable dont  elle  dépend^  est  un  infiniment  petit  d'un  ordre 
égal  au  nombre  de  ces  opérations. 

83.  Ces  accroissements  de  diflérents  ordres  peuvent  faci- 
lement être  représentés  géométriquement  par  la  considéra- 
tion de  la  courbe  dont  x  elj"  seraient  les  coordonnées. 

Soient  M  {fig*  29)  un  quelconque  de  ces  points, 

^  =  P  F  =  P' P^  =  P'^  P*  = . . . , 

M',  M^,  M'^', ...  les  points  de  la  courbe  correspondant 
aux  points  P',  P",  F''. . ..  En  prolongeant  la  corde  MM' 
jusqu'à  Tordonnée  suivante  en  I,  on  aurait,  en  menant 
MH,  M'H', . . .  paraUèles  k  AX, 

M'H=^,    IH'=M'H. 

Mais  M^H'  n'est  autre  chose  que  Taccroissement  de  y  en 
partant  de  a:  4-  A;  donc  il  est  ce  que  devient'  k  quand  on  y 
change  j:  en  x  -H  /*,  et,  par  conséquent,  M''H'  —  M'H  ou 
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—  IM^  sera  raccroissement  de  A,  que  nous  avons  désigne 
par  Ati. 

Si  Ton  prolongeait  maintenant  M'M^  jusqu'à  Tordonnée 
suivante,  on  aurait  une  ligne  correspondant  à  IM^,  qui 
serait  la  valeur  de  Ai,  dans  laquelle  on  changerait  x  en 
or  +  A,  puisqu'on  ferait  les  mêmes  opérations  en  partant  de 
M' que  Ton  avait  faites  en  partant  de  M.  On  aurait  donc 
raccroissement  de  k^  ou  Af,  en  retranchant  ces  deux  lignes, 
en  les  affectant  du  signe  convenable,  et  Ton  formerait  ainsi 
les  accroissements  des  divers  ordres  successifs. 

On  pourrait  prendre  une  autre  représentation  géomé- 
trique d'une  fonction  et  de  ses  différences  successives 
A,  Al,  ÂTt,' . .  :  par  exemple,  supposer  que  x  représente  la 
longueur  de  Tare  d'une  courbe  et  y  le  rayon  vecteur  cor- 
respondant, ou  l'inclinaison  de  la  tangente,  ou  toute  autre 
grandeur  dépendant  de  la  longueur  x  de  l'arc  ^  on  ferait 
croître  l'arc  par  degrés  égaux  entre  eux,  et  l'on  considére- 
rait les  valeurs  correspondantes  de^,  sur  lesquelles  on  fe- 
rait les  opérations  que  nous  venons  d'indiquer  dans  le  sys- 
tème de  coordonnées  rectilignes  \  mais  les  représentations 
géométriques  seraient  beaucoup  moins  simples. 

Du  problème  réciproque. 

84 .  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  tous  les 
points  d'une  courbe  étaient  donnés,  soit  par  une  équation, 
soit  par  un  mode  quelconque  de  génération,  et  nous  nous  pro- 
posions de  trouverla  tangente  en  un  quelconque  de  ces  points. 
On  pourrait  réciproquement  se  donner  l'équation  générale 
ou  im  mode  de  génération  de  toutes  les  tangentes  à  une 
courbe  inconnue,  et  se  proposer  de  déterminer  le  point  de 
la  courbe  qui  se  trouve  sur  une  quelconque  de  ces  tangentes. 
Ce  problème  inverse  se  résoudra  au  moyen  de  la  remarque 
suivante. 


DES    QUÀlfTITÉS   CONSIDÉRÉBS    COMME    LIMITES.  IO9 

Le  point  de  contact  d'une  tangente  à  une  courbe  quel- 
cx>nque  est  la  limite  de  son  point  de  rencontre  avec  une 
tangente  infiniment  voisine. 

Soient,  en  efiet,  TMT'  (fig>  3o)  une  tangente  fixe,  M 
son  point  de  contact,  M'  un  point  de  la  courbe,  infiniment 
voisin  de  M,  UM'  la  tangente  en  M'  et  I  son  point  de  ren- 
contre avec  T'T.  La  corde  MM'  tend  vers  zéro  lorsque  M' 
tend  vers  sa  limite  M,  et  c'est  le  plus  grand  côté  du  triangle 
MIM'^  car,  d'après  la  définition  de  la  tangente,  la  sécante 
MiVl'  tendant  vers  zéro  fait  avec  la  tangente  en  M  ou  M'  un 
angle  dont  la  limite  est  zéro  *,  l'angle  I  opposé  à  MM'  tend 
donc  vers  les  deux  droits,  et  le  côté  MM',  opposé  au  plus 
grand  angle,  est  le  plus  grand  du  triangle.  La  distance  IM, 
plus  petite  que  MM',  tend  donc  vers  zéro;  et,  par  consé- 
quent, le  point  fixe  M  est  la  limite  du  point  de  rencontre  I 
de  la  tangente  en  M  avec  une  tangente  infiniment  voisine. 

De  la  résulte  la  solution  du  problème,  qui  consiste  à  dé- 
duire tous  les  points  d'une  courbe  de  la  connaissance  de 
toutes  ses  tangentes.  Pour  cela,  on  considérera  l'une  quel- 
conque de  ces  dernières,  et  l'on  cherchera  sa  rencontre  avec 
une  tangente  voisine  d'après  les  équations  connues  de  ces 
lignes,  ou  d'après  la  loi  donnée  de  leur  construction;  on 
déterminera  la  limite  de  ce  point  lorsque  la  seconde  tan- 
gente s'approche  indéfiniment  de  la  première  :  on  connaîtra 
ainsi  le  point  de  la  courbe  qui  se  trouve  sur  une  tangente 
quelconque.  Le  problème  revient  ensuite  à  une  recherche 
ordinaire  de  lieu  géométrique. 

n  est  bien  certain  que,  si  l'on  admet  qu'il  y  ait  une  courbe 
tangente  au  système  des  lignes  données,  on  la  trouvera  par 
le  procédé  que  nous  venons  d'indiquer;  mais^  si  l'existence 
de  cette  courbe  n'était  pas  admise,  il  est  facile  de  recon- 
naître que  celle  que  l'on  obtient  sera  effectivement  tan- 
gente à  toutes  les  droites  du  système  qui  auront  des  points 
communs  avec  elle.  En  effet,  considérons  deux  de  ces  droites 
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telles,  que  dans  le  passage  continu  de  l'une  à  l'autre  cha- 
cune rencontre  toujours  celle  qui  suit,  quelque  voisine 
qu'elle  en  soit  \  faisons  passer  une  courbe  par  tous  les  points 
de  rencontre  successifs  de  chacune  d'elles  et  de  celle  qui  la 
suit  à  un  intervalle  infiniment  petit.  Cela  peut  se  faire 
d'une  infinité  de  manières  :  il  suffira  que  la  forme  d'équa- 
tion choisie  renferme  assez  de  constantes  indéterminées.  Qr 
chaque  droite  est  coupée  par  celle  qui  la  précède  et  par  celle 
qui  la  suit  en  deux  points  qui  sont  d'autant  plus  près  du 
point  du  lieu  limite  que  les  droites  sont  plus  voisines;  la 
distance  de  ces  deux  points  ou  la  corde  interceptée  par  la 
droite  dans  la  courbe  variable  peut  donc  devenir  moindre 
que  toute  grandeur  donnée,  et,  par  conséquent,  les  droites 
du  système  sont  aussi  voisines  qu  on  voudra  d'être  tangentes 
a  la  courbe  variable.  Donc,  enfin,  la  limite  de  cette  der- 
nière, ou  le  lieu  des  points  limites,  est  tangent  à  toutes  les 
droites. 

Cette  proposition  est  un  cas  particulier  d'une  plus  géné- 
rale que  nous  traiterons  avec  plus  de  détail  par  la  suite. 
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CHAPITRE  XIV. 

APPLICATION  DES  MÉTHODES  PRÉCÉDENTES  A  QUELQUES 

EXEMPLES. 


85.  Parabole.  —  En  la  rapportant  à  son  axe  et  à  la  tan- 
gente au  sommet,  son  équation  est 

layalear  de  la  sous-tangente  TP  {fig^  3i),  a  pour  expres- 
sion, d'après  la  formule  générale, 

TP  =  jrliin-. 

Pour  trouver  lim  -79  il  faut  exprimer  que  l'équation  de  la 

courbe  est  satisfaite  par  a:  -f-  A,  y  -h  Ar,  ainsi  que  par  x,  j  \ 
ce  qui  donne 

,  r»=  ipx,     (x  4-  ky=  ^p{x  H-  A), 

et,  en  retranchant  les  termes  égaux, 

Divisant  par  A:,  il  vient 

en  prenant  les  limites  des  deux  membres  divisés  par  2, 

r  =  nlini-7>     dioà    liin-7=i* 
k  k      p 
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Donc 

TP=  —  =2X 

La  sous-tangente  est  donc  double  de  l'abscisse  du  point  de 
contact^  ce  qui  donne  une  construction  très-simple  de  la 
tangente. 

Si  au  lieu  de  la  sous-tangente  on  cherche  Tangle  MTX, 

on  aura 

/■      p 
tangMTX  =  lim  -  =:  ~; 

de  sorte  que,  si  Ton  prend  PJV  =  p^  l'angle  cherché  sera 
égal  à  PMN  ;  la  tangente  sera  donc  perpendiculaire  à  MN. 
Cette  dernière  ligne  est  donc  la  normale,  et  la  sous-nor- 
male est  constante  et  égale  à  ^  ^  ce  qui  donne  une  construc- 
tion simple  de  la  normale  et,  par  suite,  de  la  tangente. 

86.  Supposons  maintenant  la  parabole  rapportée  â  sa 
directrice  et  son  foyer  F.  Les  coordonnées  seront  un  rayon 
vecteur  et  une  abscisse,  et  l'équation  sera 

P 
a 

On  aura  alors  A  =  A,  et  en  prenant  deux  quantités  égales 
quelconques  PH,  MQ,  puis  élevant  en  H  et  Q  des  perpen- 
diculaires à  AX,  FQ,  on  aura  un  point  S  de  la  tangente.  On 
voit  que  la  ligne  MS  partage  en  deux  parties  égales  l'angle 
de  FQ  avec  une  parallèle  MI  à  l'axe,  vu  l'égalité  des  deux 
triangles  SMQ,  SMI.  Cette  propriété  donne  une  autre  con- 
struction fort  simple  de  la  tangente. 

87.  Ellipse  et  hyperbole,  —  L'ellipse  rapportée  à  ses 
axes  a  pour  équation 
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Pour  avoir  la  limite  du  rapport  ->  on  remplacera  x  et  j 

par  X  H-  A,  j^  -4-  Al,  et,  en  retranchant  les  deux  équations, 
on  aura 

7,a^yk  -h  a*^»+  ih^xh  -f-  h^h^=i  o, 

et,  en  divisant  par  A, 

[la^y  -h  a*X)  Y  -+-  2^'j?-h  h^h  =  o. 

Prenant  les  limites  de  tous  les  termes,  on  aura,  d'après  le 
principe  fondamental  des  limites, 

a«'/liin-7-t-  2^'j?  =  o; 
d'où 

lim  ~  = — -  =  tangw, 

(O  désignant  l'angle  de  la  tangente  avec  Taxe  des  x. 

Le  même  calcul,  fait  en  partant  de  l'équation  de  l'hyper- 
bole a*jr  —  i'x*  =  —  a'i*,  donnerait  évidemment 

tamstA  z=z  --— . 

88*  Considérons  maintenant  l'ellipse  rapportée  à  ses  deux 
foyers  ;  son  équation  sera 

r  -f-  r'  =  aa, 
et  l'on  aura 

Si  donc  on  prend  sur  FM  prolongé  (fig^  32)  une  quan- 
tité arbitraire  MH;  que  de  M  vers  F'  on  prenne  une  quan- 
tité égale  MK;  qu'en  H  et  R  on  élève  des  perpendiculaires 
à  FM,  F'M,  et  qu'on  joigne  leur  point  de  rencontre  S  au 
point  M,  on  aura  la  tangente  à  l'ellipse.  U  est  évident 

Calcul  inf.  D. -^  \.  8 
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qu'elle  partage  Tangle  HAIF'  des  rayons  vecteurs  en  deux 
parties  égales. 
S'il  s'agissait  d'une  hyperbole,  on  aurait 

on  devrait  donc  alors  porter  au  delà  de  M  une  longueur 
MK'  =  MH  et  élever  en  H  et  K'  des  perpendiculaires  aux 
rayons  vecteurs,  puis  joindre  leur  point  de  rencontre  S'  au 
point  donné  M,  et  Ton  aurait  la  tangente.  On  voit  qu'elle 
divise  l'angle  HMK'  en  deux  parties  égales. 

89.  Exemple  des  coordonnées  angulaires,  —  Considé- 
rons maintenant  le  système  des  coordonnées  où  un  point  M 
{fig'  33)  est  déterminé  par  les  angles  a,  S,  que  les  droites 
menées  de  ce  point  à  deux  points  fixes  A,  B  forment  avec 
AB,  et  prenons  l'équation  simple 

a  H-  6  =  a, 

qui  représente  un  segment  capable  du  supplément  de  a,  et 
décrit  sur  la  corde  AB.  On  aura  alors 

et  Ton  devra  prendre  (n°  74)  deux  longueurs  MP,  Ml 

,,  MP        sina        MB  .  ., 

telles,  que  rrzr  =  -^—r-  =  ry-  »  ct  construu*e  sur  elles  un  pa- 
'  *       Ml        sm6        MA  * 

rallélogramme  MPSI;  la  diagonale  MS  sera  la  tangente. 
Or  les  deux  triangles  AMB,  MIS,  ayant  un  angle  égal  com- 
pris entre  côtés  proportionnels,  sont  semblables  :  d'où  il 
suit  que  l'angle  lAIS  est  égal  à  or,  et  que  MSI  ou  TMA  est 
égal  à  6. 

La  tangente  fait  donc  avec  chacun  des  côtés  MA,  MB 
un  angle  égal  à  celui  que  l'autre  fait  avec  la  base  AB,  comme 
cela  est  évident  par  la  mesure  des  angles. 

90,  Spirale  d' Archimède.  —  Soient  OX  {Jig»  34)  la 
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direction  à  partir  de  laquelle  on  compte  les  angles  0;  O  le 
pôle,  M  un  point  quelconque  de  la  courbe,  OM  =  r,  et  a 
une  ligne  donnée;  l'équation  de  cette  courbe  est 

l'angle  OMT  de  la  tangente  avec  OM  est  donné  par  la  for- 
mule générale 

tang»  =  rlim— • 

Or,  d'après  l'équation  de  la  spirale,  on  a 

k=  ah; 
donc,  01  étant  OMT, 


r 


taïigOMT=-  =  Ô. 


a 


Si  l'on  mène  la  normale  MN  et  la  perpendiculaire  NOT 
à  OM,  les  lignes  OT,  ON  sont,  dans  le  système  des  coor- 
données polaires,  la  sous-tangente  et  la  sous-normale  :  dans 
le  cas  actuel,  on  aura 

OT  =  r  tangOMT  =  r  Ô,     ON  =  -— -  =  a. 

La  sous-normale  est  donc  constante,  ce  qui  donne  une  con- 
struction bien  simple  de  la  normale  et,  par  suite,  de  la 
tangente. 

Le  rayon  vecteur  OM  augmentant  indéfiniment  avec  9, 
et  ON  restant  constant,  l'angle  OMN  tend  vers  zéro;  le 
rayon  vecteur  tend  donc  indéfiniment  à  être  perpendicu- 
laire  à  la  tangente^  sans  le  devenir  jamais. 

Archimède,  au  lieu  de  la  sous-normale,  avait  cherché  la 
sous-tangente;  il  avait  démontré  que  sa  longueur  était 
égale  à  l'arc  de  cercle  MR  décrit  de  O  comme  centre  avec 
OM  pour  rayon,  et  terminé  à  l'axe  OX,  ce  qui  n'est  autre 
chose  que  rO,  comme  nous  l'avons  trouvé. 

8. 
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91 .  Spirale  logarithmique,  —  L'équation  de  cette  spi- 
rale est,  en  désignant  par  m  une  ligne  donnée,  par  a  un 
nombre  que  nous  supposerons  plus  grand  que  Tunité, 


r  =  ma*. 


En  considérant  les  valeurs  négatives  de  6  comme  devant 
être  portées  en  sens  contraire  des  positives,  on  a  une  infi- 
nité de  spires  convergeant  vers  le  point  A  {fig^  35),  qu'on 
nomme  pour  cela  asymptotique.  Les  valeurs  positives  de  0 
donnent  une  infinité  de  spires  qui  s'agrandissent  indéfi- 
niment. Pour  avoir  l'angle  AMT  de  la  tangente  avec  le 
rayon  vecteur  AM,  il  faut  chercher  la  limite  du  rapport 
des  accroissements  A:  et  A  de  r  et  0,  et  diviser  r  par  cette 
limite. 

Or  on  a 

et  nous  avons  fait  voir  {dP  36)  que  la  limite  d'une  expres- 
sion de  la  forme >  lorsque  u  tend  vers  zéro,  est  î^^« 

u  *  loge 

Il  en  résulte  que  lim  — -r —  =  1—7-  =  lo^,  en  désignant  par 
la  caractéristique  /  les  logarithmes  pris  dans  la  base  de 

Néper^  et,  par  conséquent,  lim  t  =  mcHa, 

On  aura  donc 

I 


tangAMT  = 


La 


Ainsi  tous  les  rayons  partant  de  A  sont  également  inclinés 
sur  la  spirale. 

Exemple  où  l'on  n  emploie  pas  l'équation  de  la  courbe, 

9S.  Cycloïde.  —  D'après  la  génération  de  cette  courbe, 
nous  avons  vu  {b?  37)  qu'il  fallait,  pour  en  avoir  un  point 
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quelconque  M  {Jig*  1 1)9  prendre  à  partir  de  son  origine  A 
une  longueur  arbitraire  AT,  tracer  le  cercle  générateur 
tangent  en  T  à  l'axe  AB  et  prendre  l'arc  TM  égal  à  AT« 
Ces  deux  lignes  AT  et  TM  constituent  bien  un  système  de 
coordonnées,  dans  le  sens  le  plus  général  du  mot,  etTéqua- 
tîon  de  la  courbe  serait  TM  =  AT  ^  mais  les  équations  se- 
raient si  compliquées  en  l'employant  pour  d'autres  courbes 
que  nous  n'avons  pas  dû  le  considérer  dans  les  méthodes 
générales  exposées  précédemment. 

Nous  avons  vu  encore  que,  pour  passer  du  point  M  à  un 
autre  point  M',  il  suffisait  de  prendre  sur  le  cercle  TM  un 
arc  MI,  mener  par  I  une  parallèle  à  AB  et  prendre 
IM'=MI. 

Cela  posé,  menons  les  cordes  MI,  MM'^  la  tangente  en 
M  à  la  cycloïde  sera  la  limite  de  la  direction  MM',  et  la 
limite  de  la  direction  MI  sera  la  tangente  au  cercle  TM. 
Mais,  dans  le  triangle  MIM',  le  rapport  des  sinus  des  angles 

M'I 
en  M,  M'  est  celui  des  côtés  MI,  IM'  ou  -tjt-  \  et  la  limite 

MI 

de  ce  dernier  ne  sera  pas  changée  si  l'on  remplace  la  corde 
MI  par  l'arc  de  cercle  sous-tendu,  dont  le  rapport  à  la 

corde  a  pour  limite  l'unité.  Mais  — — -  =  i  :  donc  la  limite 
^  arcMI  ^ 

du  rapport  des  sinus  de  M  et  M'est  i,  et  par  conséquent 
les  limites  des  sinus  sont  égales  ;  et  comme  l'angle  I  de  ce 
triangle  a  pour  limite  celui  de  la  tangente  en  M  au  cercle 
avec  MS,  il  en  résulte  que  les  limites  des  deux  angles  M,  M' 
sont  égales  à  la  moitié  du  supplément  de  ce  dernier,  ou 
à  l'angle  UMQ.  Donc  MU  est  la  tangente,  et  MT'  la  nor- 
male. 

93.  Conchoïde.  —  Supposons  que  d'un  point  donné  A 
[fig»  36)  on  mène  à  un  point  quelconque  M  d'une  courbe 
donnée  une  droite  sur  laquelle  on  porte  une  longueur  con- 


Il8  I.IY1UB   I« 

stante  MN,  on  formera  une  nouvelle  courbe  \  on  propose  de 
lui  mener  la  tangente  NU  en  un  point  quelconque  N,  con- 
naissant la  tangente  MT  au  point  correspondant  M  de  la 
première. 

Soient  M',  N'  deux  points  correspondants  des  deux 
courbes,  infiniment  voisins  de  M  et  N  ^  il  s'agit  d'avoir  la 
limite  de  la  direction  de  la  droite  NN'^  décrivons  de  A 
comme  centre  les  arcs  MH,  NK5  comme  M'N'  =  MN,  on 
aura  HM'  =  KN'.  Dans  les  triangles  rectilignes  MM'H, 
NN'K,  les  angles  H,  K  ont  pour  limites  des  angles  droits; 
Tangle  M'  a  pour  limite  TMA,  N'  a  pour  limite  UNA,  et 
c'est  ce  dernier  qu'il  faut  déterminer. 

Or  on  a 

sinN'  _  NK        sinM^  _  MH 
"irnîT  —  KN^'      sînM"""HM'' 

d'où 

sinN'    sinM'      ^,„    _,_      ^_-    .__ 

-T-=-  :  -^^rr  ::  NK  :  MH  ::  AN  :  am, 

smN     smM 
et  passant  aux  limites, 

tangUNA  :  tangTlVlA  :  :  AN  :  AM. 

Connaissant  tang  UNA,  on  construira  facilement  la  tan- 
gente NU. 

Lorsque  la  courbe  donnée  se  réduit  à  une  ligne  droite 
XT,  la  seconde  devient  ce  qu'on  appelle  conclioïde,  ima- 
ginée par  Nîcomède  pour  la  construction  du  problème  des 
deux  moyennes  proportionnelles.  Dans  ce  cas,  l'angle  TMA 

AR 

ij^ë'  ^7)  ®^^  XMA,  et  sa  tangente  est  ™7>  AB  étant  per- 
pendiculaire sur  XY.  La  proportion  précédente  devient  alors 

AB 

tangUNA:— -::an:am::  AQ:AB; 

OaL 
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d'où 

tangUNA  =  ^. 

Si  donc  on  prend  BE  =  AQ^  BAIE  sera  l'angle  cher- 
clié  UNA. 

94.  Cjrssoïde.  —  Soient  AB  {Jig^  38)  le  diamètre  d'un 
cercle  donné  ;  BU  sa  tangente  en  B  ]  AV  une  sécante  quel- 
conque partant  de  A;  M  son  point  de  rencontre  avec  le 
<%rcle.  Si  Ton  prend  VN  =  AM,  le  lieu  des  points  N  est  la 
cyssoïde  de  Dioclès,  que  ce  géomètre  d'Alexandrie  imagina 
encore  pour  le  problème  des  deux  moyennes. 

Soit  la  sécante  infiniment  voisine  AM'N'V'^  NN'  sera 
la  sécante  à  la  cyssoïde,  et  sa  limite  sera  la  tangente  cher- 
chée. 

Décrivons  de  A  comme  centre  les  arcs  de  cercle  M^H, 
NI,  VK-,  le  point,  en  passant  en  N',  se  sera  éloigné  de  A  de 
la  quantité  KV  -t-  MH,  puisqu'on  porte,  à  partir  de  l'ex- 
trémité V,  qui  s'est  éloignée  de  la  quantité  de  KV,  une  lon- 
gueur moindre  que  AM  de  MH. 

Dans  le  triangle  rectiligne  NIN'  l'angle  I  tend  vers  un 
angle  droit,  et  par  conséquent  les  deux  autres  N,  N'  vers 
des  limites  complémentaires;  il  en  sera  de  même  dans  les 
triangles  MM'H,  NN'I,  en  H  et  K.  Or  on  a 


sinN        IN'       HM-f-KV        HM        HM    M'H 
sinN'  "~  IN  "~         IN         '       IN  "~  M'H      IN 

MH    AM' 
""M'H    AN  ' 

KV       KV  KV       KV   AV 
IN         KV    IN         KV    AN 

Considérons  maintenant  les  triangles  rectilignes  M' H  M, 
KVV,  et  représentons  leurs  angles  par  la  seule  lettre  du 
sommet  \  on  aura 

HM  _  sin  M^       KV'  _  sinV 
M' H  ~  smâf'      KV  ""  sinV  ' 
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Cela  pose,  désignons  par  gi>  la  limite  de  l'angle  N',  ou 
Tangle  de  la  tangente  de  la  cyssoïde  avec  son  rayon  vecteur 
AN,  et  par  0  Tangle  MAB^  nous  trouverons  immédiate- 
ment, en  passant  aux  limites, 

AM         ,       AV         ^       (AMH-AV)  MB 
cof.=  —taDge-f— tango  = j^. 

ce  qui  se  construira  facilement. 

95.  Quadratrice.  —  Soient  A  [fig^  89  )  le^^entre  d'un 
cercle,  CB  un  quadrant.  Supposons  un  rayon  qui  se  meuve 
uniformément  de  AB  en  AC,  et  une  ligne  qui  se  meuve  pa- 
rallèlement à  AB  d'un  mouvement  uniforme,  en  partant  de 
cette  première  position  en  même  temps  que  le  rayon  mobile 
et  arrivant  en  même  temps  que  lui  en  C  \  les  intersections 
successives  de  ces  deux  lignes  mobiles  forment  un  lieu  qu'on 
nomme  la  quadratrice  :  elle  porte  le  nom  de  Dinostrate, 
soit  que  ce  géomètre  l'ait  imaginée,  soit  seulement  qu'il  l'ait 
appliquée  à  la  quadrature  du  cercle. 

Cela  posé,  proposons-nous  de  mener  la  tangente  en  un 
point  quelconque  M  de  cette  courbe.  Soit  M' un  point  infi- 
niment voisin  de  la  même  courbe  \  il  s'agit  de  trouver  la 
limite  de  la  direction  MM',  ou  la  limite  de  l'angle  M'MP. 
Abaissons  M'I  perpendiculaire  sur  MP.  D'après  la  loi  du 
mouvement  angulaire  de  AN,  et  du  mouvement  de  trans- 
lation de  PM,  on  aura  la  proportion 


M' AM  :  -  ::  p'p  :  ac  ::  m'i  :  ac. 

Or 

M'I  =  M'MsinM'MI, 

M'M  =  AM-r-— — -: 
sinAM  M 
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donc 

M^I      _AMsinM'MI 

sinM'AM""     sinAM'M 

Prenons  les  limites  des  deux  membres.  On  pomra,  sans 
clianger  celle  du  premier,  remplacer  le  sinus  par  l'angle^ 
et,  d'après  la  première  proportion,  on  trouve  pour  résul- 

tat • 

Désignons  par  a>  la  limite  de  l'angle  M' MI,  celle  de 
AM'M  sera  PMN  —  «,  et  Ton  aura 

sino»  2AC 


sin(PMN  — «)       wAM 

Cette  équation  donne  immédiatement  la  valeur  de  tangeo  ^ 
mais  elle  fournit  aussi  une  construction  simple  de  la  tan- 
gente, puisque  cette  ligne  divise  l'angle  connu  PMN  en 
deux  parties  dont  le  rapport  des  sinus  est  connu  et  égal  à 
celui  du  cercle  au  quart  de  sa  circonférence.  H  suffit  de 
déterminer  un  point  de  cet  angle  tel,  que  le  rapport  des 
perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  les  deux  côtés 
de  l'angle  soit  celui  de  deux  lignes  données,  ce  qui  n'oHre 
aucune  difficulté. 

La  solution  de  ce  problème  dépend,  comme  on  le  voit, 
du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  ou  de  la  qua- 
drature du  cercle^ 

Lorsque  le  rayon  AN  a  décrit  un  angle  droit,  il  est  évi- 
dent que  le  point  M  se  trouve  en  C;  l'angle  PMN  devient 
droit  et  l'équation  ci-dessus  devieni 

tango  =  -9 

ce  qui  donne  la  direction  de  la  tangente  en  G. 

Si  l'on  voulait  connaître  la  position  de  M  au  moment  du 
départ,  où  les  deux  droites  mobiles  se  confondent  avec  AB, 
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il  faudrait  chercher  la  limite  de  AM  qaand  l'angle  NAB 
tendrait  vers  zéro.  Or  on  a,  pour  un  point  quelconque  dn 
lieu,  en  désignant  Tangle  NAB  par  9  et  ÂM  par  r. 


2AG     0 
r  = 


sinO 


La  limite  de  r  est  donc  -^ —  5  et,  portant  cette  valeur  de  A 
en  S,  le  point  S  appartiendra  à  la  quadratrice. 


Exemples  de  la  détermination  des  points  d'une  courbe 

par  ses  tangentes. 

96.  P'  Exemple.  —  On  donne  deux  points  fixes  B,  C 
{fig*  4o)  sur  deux  droites  indéfinies  AX,  AT.  Une  droite 
MN  se  meut  de  manière  que  Ton  ait  constamment  la  pro- 
portion BM  :  MA  ::  AN  :  NC.  Trouver  la  courbe  à  laquelle 
elle  est  constamment  tangente. 

Pour  cela  on  cherchera  : 

i^  La  limite  du  point  de  rencontre  d'une  quelconque  de 
ces  droites  avec  les  droites  infiniment  voisines  \ 

2^  Le  lieu  de  ces  points  limites,  pour  toutes  les  positions 
deMN. 

I®  Soient 

AC  =  tf,     AB  =  ^,     AW  =  tt,     AM  =  p; 
on  aura,  pour  toutes  les  positions  de  MN, 

b  —  vwwu'.a  -^  u^     d'où     af  4-  fe«  =  ab^ 
et  pour  la  position  M^N'  on  aura 


d'où  résulte 


fc.NN'— ^zM'M  =  o    ou    ^=z-, 
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et  le  point  O',  limite  de  O,  sera  déterminé  par  la  limite  du 

MO 
rapport—. 

Si  par  M'  on  mène  une  droite  M'I  parallèle  à  AX,  la 

limite  de  -—  sera  prëcisémentia  même  que  celle  de  ^r=-  ou 

Q,^  ;  et  Ton  aura  cette  suite  d'égi^lités 

ON  "~  NN' ""  M' M '  NN'  ""t^'a' 
donc 

MO^  _  bu 
NO'  "~^' 

2®  Les  coordonnées  x,  j"  du  point  O'  ainsi  déterminé 
satisferont  aux  proportions  suivantes  : 

ar  :  tt  —  xll  bulav 
et 

i'  —  yiyl'.xiu  —  x,    ou    ux  -^  vx  =  uv. 

Eliminant  u  et  ^  entre  ces  deux  équations  et  la  première 
ai^"hbu=:ab^  on  trouve  pour  équation  du  lieu 

(  ay  —  bx  —  aby  =  ^ab'x 
ou 

{ay  —  bxY —  la^by  —  2.ab^x-\-  a}b^  =  o, 

ce  qui  détermine  une  parabole  tangente  en  B  et  C  aux  deux 
droites  AY,  AX. 

97.  n*  Exemple.  —  Une  droite  mobile  NN  coupe  deux 

droites  fixes  AX,  AY  de  telle  sorte,  que  AM-f-  AN  soit  égale 

à  une  constante  a.  Trouver  la  courbe  à  laquelle  elle  est 

constamment  tangente. 

*     Si  Ton  pose  AN  =  u,  AM  =  y^  la  condition  donnée  sera 
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exprimée  par  réquation 

La  droite  MN  est  donc  déterminée  par  une  équation  qui 
n'est  qu*un  cas  particulier  de  la  précédente,  et  correspond 

La  solution  de  la  question  proposée  s'obtiendra  donc  en 
faisant  &  =  a  dans  celle  de  la  précédente,  ce  qui  donnera 

98.  IIP  Exemple.  —  La  droite  MN  (Jig.  40  *e  meut  de 
telle  sorte^  que  le  triangle  AMN,  qu'elle  détermine  par  ses 
intersections  avec  les  lignes  données  AX,  AY,  ait  une  aire 
constante  \  on  demande  la  courbe  à  laquelle  elle  est  con- 
stamment tangente. 

Pour  cela,  il  faudra  d'abord  déterminer  la  limite  I  du 
point  où  cette  droite,  dans  une  quelconque  de  ses  positions, 
est  rencontrée  par  une  droite  qui  s'en  approche  indéfini- 
ment, en  satisfaisant  constamment  à  la  condition  de  l'aire 
invariable;  et  ce  point  I  étant  connu,  pour  une  position 
quelconque  de  MN,  on  cherchera  le  lieu  de  ces  points 
pour  toutes  les  positions  de  cette  droite. 

i^  Soit  O  l'intersection  de  la  droite  MN  par  une  autre 
infiniment  voisine  M'N  '. 

Les  deux  triangles  MOM',  NON'  seront  équivalents,  et 
comme  ils  ont  l'angle  égal  O,  on  aura 

B!O.M'0  =  NO.N'0, 
et  passant  à  la  limite, 

mî'=ot\ 

Le  point  I  est  donc  le  milieu  de  MN. 
2^  Pour  avoir  le  lieu  des  points  I  relatifs  à  toutes  les  po- 
sitions que  prend  MN,  en  supposant  que  le  triangle  AMN  * 
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soit  constant,  ou  que  Ton  ait  AM .  AN  =  m',  soient  x^  y 
les  coordonnées  de  I,  on  aura 

AM  =  27,      AN  =:  2  Jr, 

et  par  suite 

^xy  =  rn*     ou     xy  =  -j-* 

LiC  lieu  est  donc  une  hyperbole  ayant  pour  asymptotes 
AX,  AY. 

89.  IV*  Exemple.  —  Une  droite  MN  ijig»  4^*  )?  q^î  *  u^e 
longueur  constante  m,  se  meut  de  manière  que  ses  extré- 
mités restent  sur  les  côtés  d'un  angle  droit  YAX;  on  de- 
mande la  cotu*be  à  laquelle  elle  est  toujours  tangente. 

Soit  M'N'  une  position  infiniment  voisine  de  MN,  ces 

lignes  se  coupent  en  O,  et  il  s'agit  de  trouver  la  limite  I  de 

ce  point.  On  la  connaîtra  si  l'on  détermine  la  limite  du 

MO  IM 

rapport  jr=  »  qui  ne  sera  autre  que  —  • 

Si  de  O,  comme  centre,  on  décrit  les  arcs  de  cercle 
M'H,  NK,  on  aura  MH  =  KNS  puisque  M'N'  =  MN^  et 

MO 

comme  le  rapport  -^  a  évidemment  la  même  limite  que 

— )  il  suffit  de  connaître  cette  dernière,  qui  est  la  même, 

d'après  les  triangles  semblables,  que  celle  du  rapport  des 
cordes  M'H,  NK.  Or  ce  dernier  est  facile  à  obtenir  au  moyen 
des  triangles  rectilignes  infiniment  petits  MM'H,  NN'K. 
Si  l'on  désigne  leurs  angles  par  la  lettre  du  sommet,  on 
aura 

M^H_  sinM        JŒ.  _  sin  W  ^ 

WH  ""  sinM''     KN'  ""  smîT' 
d'où 

sin  M    sin  N' 


M'H:NK:: 


sin  M'  *  sinl^ 
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Mais  les  angles  H  et  K  ayant  pour  limite  des  angles  droits, 
les  limites  des  angles  aigus  sont  complémentaires.  Ainsi 
la  limite  de  M^  est  le  complément  de  M;  d'ailleurs  la  li- 
mite de  N^  est  MNA  :  donc  la  limite  de  N  sera  complément 
de  MNA.  De  sorte  qu'en  égalant  les  limites  des  rapports  de 
la  dernière  proportion,  on  aura 

NK  ""tangMNA""       ^     ' 
donc 

MI      AN* 


IN     m' 

Ceci  donne  une  construction  facile  du  point  I;  car  si  l'on 
abaisse  de  A  une  perpendiculaire  AP  sur  MN,  le  rapport 

des  deux  segments  NP,  PM  étant  — y  sera  égal  à  —  et, 

AM  ^ 

par  conséquent,  NI  =.-  MP  ^  le  point  P  détermine  donc  im- 
médiatement le  point  I  du  lieu  cherché. 

L'équation    précédente    donne ,    en   remarquant    que 

ÂN*-f-AM'=  m»  et  MI 4- IN  ==  m, 

MI  = 9     m= 9 

m  m 

d'où  il  est  facile  de  déduire  les  coordonnées  x,  y  du  point 
M,  car  on  a 

.r        MI         X        NI 


AN       m  '     AM  ""  m  ' 


d^KUC 


an'  am" 


X 


— r»    ^  =  — r» 


et  l'on  aura  l'équation  entre  x,  y  en  éliminant  AM,  AN 
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entre  ces  deux  équations  et  la  suivante  AM  -h  AN  =  m*. 
On  trouve  immédiatement 

1        t        1 

qui  est  l'équation  du  lieu  demandé. 

100.  Ilpeut  se  faire  que  les  considérations  géométriques 
soient  moins  commodes  que  le  calcul  algébrique,  et  voici  la 
marche  qu'il  faut  suivre  alors. 

L'équation  générale  des  droites  données  renferme  un  pa- 
ramètre qui  change  de  l'une  à  l'autre.  Soit  a  ce  paramètre^ 
cette  équation  sera  donc  de  la  forme 

F  et  f  désignant  des  fonctions  connues. 

Changeant  a  en  a  +  A,  on  aura  Téquation  d'une  droite 
voisine,  qui  sera 


7  =  j?F(a -h  ^) -h/(a -f- A); 

l'abscisse  du  point  de  rencontre  sera  donc  donnée  par  Vé- 
quation  suivante  : 

x[T{a  -h  A)  -  F(a)]  -h /(a  -h  h  )  -/{^z)=:o. 

n  faut  maintenant  faire  tendre  h  vers  zéro  et  chercher  la 
limite  de  x^  ce  sera  l'abscisse  du  point  cherché,  et  l'équa- 
tion de  la  droite  fera  connaître  par  suite  l'ordonnée. 

Mais  si  on  laissait  l'équation  sous  cette  forme,  elle  n'ap- 
prendrait rien  en  prenant  les  limites  de  ses  deux  membres, 
puisqu'on  ne  trouverait  autre  chose  que  o  =:  o.  Le  plus 
ordinairement  il  est  facile  de  voir  les  réductions  qui  s'opè- 
rent par  les  soustractions  indiquées,  et  l'on  reconnaît  un 
facteur  commun  h  à  tous  les  termes;  en  le  supprimant  et 
passant  aux  limites  des  deux  membres,  on  obtient  alors  la 
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valeur  limite  de  x  \  mais  rien  n'est  plus  facile  que  de  for» 
muler  le  résultat  eif  général.  En  ejQTet,  si  l'on  divise  par  h 
tous  les  termes  de  la  dernière  équation,  et  qu'on  prenne 
ensuite  les  limites,  on  trouvera,  d'après  la  définition  et  la 
notation  des  dérivées  des  fonctions 

Cette  équation,  jointe  à  la  première^  =  a:F(a)  -hy*(û), 
détermine  les  deux  coordonnées  du  point  du  lieu,  et  l'équa- 
tion du  lieu  lui-même  résultera  de  l'élimination  de  a  entre 
ces  deux  équations.  Si,  pour  la  facilité  des  calculs,  on  ne 
réduisait  pas  à  l'unité  le  coefficient  de  y^  on  aurait  trois 
fonctions  de  a  au  lieu  de  deux,  et  Ton  procéderait  d*une 
manière  tout  à  fait  semblable. 

Prenons,  par  exemple,  le  cas  traité  précédemment,  où  les 
droites  mobiles  jouissent  de  la  propriété  de  déterminer  sur 
les  côtés  d'un  triangle  YÂX  des  segments  dont  la  somme  soit 
égale  à  une  constante  a. 

Si  l'on  désigne  par  a  le  segment  de  l'axe  des  a:,  l'autre 
sera  a  —  a,  et  l'équation  générale  des  droites 

aj  H-  (a  —  <x.)x  z=  a[a  —  a)  ; 

changeant  a  en  a  -f-  A,  il  vient,  en  retranchant  les  deux 
équations  membre  à  membre, 

ou,  en  divisant  par  A, 

y  —  xz=:i  a  —  7,a  —  h^ 

Cette  équation,  conjointement  avec  la  première,  déter- 
mine le  point  de  rencontre  qui  varie  avec  h.  On  aura  sa 
limite  en  supposant  A  =  o  ^  ce  qui  réduit  la  seconde  équa- 
tion à 

y  —  x':=.a  —  2  a, 
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et  l'on  Yoit  que  c'est  comme  si  ^'on  avait  pris  les  dérivées 
par  rapport  à  a  dans  tous  les  termes  de  la  première. 

L'élimination  du  paramètre  a  entre  ces  deux  équations 
donne  l'équation  suivante  : 

qui  est  celle  du  lieu,  et  qui  coïncide  avec  celle  qui  a  été  trou- 
vée dans  le  second  exemple.  Nous  généraliserons  ces  théo- 
ries par  la  suite  ;  nous  nous  écarterions  de  notre  objet  en 
nous  y  arrêtant  plus  longtemps. 


Càlcuïinf,  2).  —  I.  C) 
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CHAPITRE  XV. 

DE  LÀ  LONGUEUR  DES  UGNES  œURBES,  ET  DE  L'AIRE 

DES  SURFACES  œURBES. 


101 .  Longueur  des  courbes.  —  La  notion  de  longueur  est 
une  de  celles  qui  ne  sont  pas  susceptibles  de  définition; 
mais,  comme  nous  avons  déjà  eu  plusieurs  fois  occasion  de 
le  dire,  ce  qu*il  est  toujours  indispensable  de  déGnir,  c*e$t 
l'égalité  et  T addition  des  quantités  que  Ton  considère,  sans 
quoi  elles  ne  pourraient  donner  lieu  à  aucune  comparaison 
ni  à  aucun  raisonnement  précis. 

L'égalité  en  Géométrie  se  définit  par  la  possibilité  de  la 
coïncidence.  Il  n'y  a  donc  aucune  difficulté  à  se  faire  idée 
de  droites  égales  ou  d'arcs  égaux  dans  des  cercles  de  même 
rayon.  L'addition  se  faisant  en  portant  les  lignes  à  la  suite 
les  unes  des  autres  dans  des  directions  arbitraires,  on  con- 
çoit ce  que  c'est  qu'une  ligne  brisée  double,  triple  d'une 
autre,  et  en  général  dans  un  rapport  quelconque  avec  une 
autre  ligne  droite  ou  brisée.  D  en  est  de  même  pour  les  arcs 
de  cercles  de  même  rayon,  comparés  entre  eux. 

INIais  quand  il  s'agit  de  lignes  courbes  quelconques,  l'éga- 
lité ne  peut  plus  exister,  la  superposition  étant  impossible; 
il  peut  tout  au  plus  y  avoir  équivalence.  Mais  qu'est-ce  que 
deux  arcs  équivalents  ?  et  en  particulier  qu'est-ce  que  la 
longueur  d'un  arc  de  courbe  rapportée  à  une  ligne  droite? 
La  définition  générale  au  moyen  de  laquelle  la  notion  de 
longueur  est  ramenée  au  cas  de  la  ligne  droite  est  la  sui- 
vante : 

La  longueur  d'un  arc  de  courbe  est  la  limite  vers  lor 
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qwielle  tend  le  périmètre  d'un  polygone  inscrit  dans  cet 
€iTc,  et  dont  les  côtés  tendent  indéfiniment  vers  zéro. 

Mais  il  faul  démoiitrer  que  cette  limite  existe  et  est  uni- 
que, quelle  que  soil  la  loi  suivant  laquelle  les  côtes  de  ce 
polygone  tendent  vers  zéro»  Nous  pouvons  supposer  que 
l'arc  soit  convexe  dans  toute  son  étendue,  c'est-à-dire  ne 
paisse  être  coupé  par  une  droite  en  plus  de  deux  points. 
S'il  en  était  autrement)  on  le  partagerait  en  plusieurs  par- 
ties séparément  convexes  :  il  en  sera  de  même  des  polygones 
inscrits.  Cette  condition  n'est  nullement  indispensable, 
mais  elle  facilite  les  raisonnements. 

Cela  posé,  concevons  d'abord  qu'il  y  ait  deux  cordes  égales 
inscrites  dans  l'axe  convexe  que  Ton  considère  *,  puis  inscri* 
Yons-en  deux  égales  dans  chacune  des  deux  subdivisions  de 
cet  arc,  et  de  même  deux  égales  dans  chacune  des  nouvelles 
subdivisions,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment,  de  sorte  que  le 
nombre  des  c6tés  soit  exprimé  par  la  formule  2"^  n  crois- 
sant indéfiniment.  Le  périmètre  croîtra  constamment  et, 
comme  on  peut  facilement  assigner  une  quantité  finie  au- 
dessous  de  laquelle  il  reste  toujours,  il  tendra  évidemment 
vers  une  certaine  limite.  D  reste  à  démontrer  que  tout  autre 
mode  de  division  de  l'arc  conduirait  à  la  même  limite. 

Considérons,  en  efTet,  deux  polygones  inscrits  ayant  les 
côtés  extrêmement  petits,  Tun  appartenant  à  la  série  que 
nous  venons  de  désigner,  et  le  second  correspondant  à  toute 
autre  loi  d'inscription;  menons  des  ordonnées  par  tous  les 
sommets  de  l'un  et  de  l'autre  :  les  deux  périmètres  seront 
partagés  par  ces  ordonnées  en  un  même  nombre  de  parties, 
et  celles  qui  seront  comprises  entre  deux  ordonnées  consé- 
cutives auront  un  rapport  d'autant  plus  près  de  l'unité  que 
les  côtés  seront  plus  petits^  car  leurs  directions  diiTéreront 
infiniment  peu  de  celle  de  la  tangente  voisine.  D'où  il  suit 
que  le  rapport  des  deux  périmètres  tend  indéfiniment  vers 
l'unité  à  mesure  que  les  côtés  tendent  vers  zéro.  La  limite 

9- 
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obtenue  par  le  premier  mode  de  division  est  donc  la  même 
que  pour  tout  autre. 

n  est  bon  d'observer  qu'on  trouverait  encore  la  même  li- 
mite si  les  sommets  du  polygone  n'étaient  pas  sur  la  courbe 
même,  mais  en  étaient  infiniment  voisins,  et  que  les  côtés 
eussent  toujours  pour  limites  de  leurs  directions  celles  des 
tangentes  aux  points  infiniment  voisins.  On  pourrait  encore 
considérer  des  polygones  circonscrits  à  la  courbe;  on  pour- 
rait même  prendre  une  suite  de  lignes  séparées  les  unes 
des  autres.  Imaginons,  par  exemple,  des  parallèles  qui  cou- 
pent l'arc  de  courbe  et  soient  infiniment  voisines  les  unes 
des  autres;  si  par  chaque  point  de  division  on  mène  une 
tangente,  la  suite  discontinue  des  portions  de  ces  tangentes 
comprises  entre  le  point  de  contact  et  la  parallèle  voisine 
aura,  d'après  les  raisonnements  précédents,  la  même  limite 
que  le  périmètre  inscrit.  Ce  procédé  a  été  employé  par 
Fermât.  On  trouverait  encore  bien  d'autres  manières  de 
parvenir  à  la  même  limite  par  des  sommes  de  lignes  droites; 
la  seule  condition  nécessaire  est  que  ces  sommes  et  les  péri- 
mètres inscrits  se  composent  d'éléments  correspondants 
dont  le  rapport  ait  l'unité  pour  limite. 

Remarque.  —  Tout  polygone  circonscrit  à  un  arc  de 
courbe  conv^exe  est  plus  grand  que  cet  arc.  Car,  si  entre 
deux  points  de  contact  consécutifs  quelconques  on  mène 
une  tangente,  il  en  résultera  un  polygone  circonscrit  d'un 
périmètre  moindre  que  le  précédent.  En  agissant  de  même 
pour  ce  nouveau  polygone,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment, 
le  périmètre  de  ces  polygones  va  toujours  en  diminuant  et 
a  pour  limite  la  longueur  de  l'arc;  donc  cette  longueur  est 
moindre  que  celle  du  polygone  circonscrit  quelconque  d'où, 
l'on  était  parti.  Un  raisonnement  analogue  prouve  que  la 
longueur  de  l'arc  est  plus  grande  que  celle  de  tout  poly- 
gone  inscrit. 

Il  résulte  de  là  que  tout  arc  convexe  est  moindre  qu'une 
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ligne  quelconque  qui  Tenveloppe,  en  partant  des  mêmes 
extrémités.  Il  suffit  en  effet  de  concevoir  un  polygone  cir- 
conscrit au  premier  arc  et  ayant  les  côtés  assez  petits  pour 
n'avoir  aucun  point  commun  avec  le  second  et  un  polygone 
inscrit  à  celui-ci  et  qui  enveloppe  le  premier.  Ce  dernier 
sera  moindre  que  celui  qui  Tenveloppe,  comme  on  le  prouve 
dans  la  Géométrie  élémentaire^  donc,  à  plus  forte  raison, 
l'arc  inscrit  sera  moindre  que  l'arc  circonscrit  au  plus  grand 
polygone. 

On  verrait  de  la  même  manière  qu'une  courbe  convexe 
fermée  est  moindre  que  toute  ligne  qui  l'enveloppe. 

Voici  encore  une  remarque  qui  n'est  pas  sans  utilité. 
Soient  AB  {fig-  43)  un  arc  convexe  quelconque,  AC  une 
droite  menée  de  l'extrémité  A  et  ayant  même  projection 
AP  sur  une  ligne  AU.  Si  toutes  les  tangentes  de  A  eu  B 
forment  avec  AU  des  angles  aigus  plus  petits  que  CAU,  la 
longueur  AC  sera  plus  grande  que  celle  de  l'arc  AB.  En 
effet,  si  l'on  conçoit  un  polygone  circonscrit  à  AB  et  dont 
les  points  de  contact  extrêmes  soient  A  et  B,  il  sera  plus 
grand  que  l'arc;  mais  il  sera  plus  petit  que  AC,  car,  si  par 
tous  les  sommets  on  mène  des  parallèles  à  PBC,  les  parties 
de  AC  comprises  entre  ces  parallèles  seront  plus  grandes 
que  les  côtés  correspondants  du  polygone,  qui  font  avec  AU 
des  angles  aigus  plus  petits  :  la  ligne  AC  est  donc  plus  grande 
que  l'arc  AB. 

On  verrait  semblablement  que,  si  les  tangentes  en  tous  les 
points  de  A  en  B  font  avec  AU  des  angles  aigus  plus  grands 
que  CAU,  la  droite  AC  sera  plus  petite  que  Tare  AB;  car 
on  pourrait  inscrire  dans  l'arc  un  polygone  dont  les  côtés 
auraient  des  directions  assez  voisines  de  celle  des  tangentes 
pour  que  leurs  angles  avec  AU  fussent  plus  grands  que 
CAU.  Ce  polygone  serait  alors  plus  grand  que  AC,  et,  à 
plus  forte  raison,  l'arc  AB  le  serait  aussi. 
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102.  Aire  des  surfaces  courbes.  —  Nous  appellerons  cdre 
d'une  portion  de  surface  courbe  la  limite  vers  hiquelle 
tend  celle  d' un  poljèdr^e  inscrit  dont  les  faces  sont  infini- 
ment petites  dans  tous  les  sens. 

U  est  encore  nécessaire  de  démontrer  que  cette  limite 
existe  et  est  unique,  quelles  que  soient  la  figure  des  faces 
du  polyèdre  et  la  loi  de  leur  dëcroissement.  C'est  ce  que 
nous  allons  faire  rapidement. 

Pour  cela  il  faut  admettre  la  notion  du  plan  tangent  à 
une  surface.  On  démontre  dans  la  Géométrie  élémentaire 
que  toutes  les  tangentes  à  une  surface,  menées  par  un  quel- 
conque de  ses  points,  sont  dans  un  même  plan,  et,  par  suite, 
que  si  par  ce  point  et  deux  autres  infiniment  voisins  pris 
Aur  la  surface  et  non  en  ligne  droite  avec  lui  on  fait  passer 
un  plan,  ce  plan  tend  vers  une  limite  déterminée,  à  me- 
sure que  les  deux  points  variables  se  rapprochent  du  pre- 
mier; ce  plan  limite,  qui  contient  deux  tangentes,  et  qui, 
par  conséquent,  ne  diffère  pas  de  celui  qui  est  le  lieu  de 
toutes  les  tangentes,  est  ce  qu'on  nomme  le  plan  tangent. 
Au  reste,  nous  reviendrons  plus  tard  sur  ce  sujet. 

Cela  posé,  concevons  deux  polyèdres  inscrits  dont  les 
faces  aient  des  dimensions  infiniment  petites,  Tun  faisant 
partie  d'une  première  série  de  faces  triangulaires,  l'autre 
d'une  série  arbitraire.  Si  par  tous  les  côtés  de  ces  deux  po- 
lyèdres on  abaisse  des  plans  perpendiculaires  sur  un  même 
plan  fixe,  les  faces  se  trouveront  décomposées  en  parties 
planes  ayant  des  projections  égales  sur  le  plan  fixe,  et  qui 
seront,  par  conséquent,  entre  elles  en  raison  inverse  des  co- 
sinus des  angles  que  leurs  plans  forment  avec  le  plan  de 
projection.  Mais  ces  plans  font  un  très-petit  angle  entre 
eux,  puisqu'ils  ont  des  directions  très-voisines  de  celle  d'un 
même  plan  tangent,  et  la  limite  de  leur  angle  est  zéro  ;  donc 
la  limite  du  rapport  de  deux  parties  correspondantes  quel- 
conques des  deux  surfaces  polyédriques  est  l'unité-,  donc,  si 


DES    QXTAITTITÉS    COHSIBÉRéES    COMME   LIMITES.  l35 

l'une  des  surfaces  tend  vers  une  limite,  l'autre  tendra  vers 
ia  même. 

103.  Les  mêmes  raisonnements  prouveraient  que  Vaîre 
d'un  polyèdre  circonscrit  dont  les  faces  ont  des  dimensions 
tendant  vers  zéro  a  la  même  limite  que  les  polyèdres  in- 
scrits. Et  il  n'est  pas  même  nécessaire  qu'il  y  ait  continuité 
dans  sa  surface^  on  pourrait,  par  exemple,  concevoir  deux 
séries  de  plans  parallèles  infiniment  voisins  partageant  la 
surface  en  parties  infiniment  petites  dans  tous  les  sens,  puis, 
par  un  point  pris  dans  chacune  de  ces  parties,  mener  un 
plan  tangent  terminé  aux  quatre  plans  entre  lesquels  se 
trouve  le  point  de  contact.  La  surface  discontinue  formée 
par   l'ensemble  de  ces  parallélogrammes  tangents   aurait 
encore  la  même  limite  que  toutes  les  précédentes,  et  l'on 
pourrait  encore  varier  beaucoup  la  loi  de  ces  surfaces  sans 
cesser  de  trouver  pour  limite  l'aire  de  la  surface. 

n  suffit  donc  de  démontrer  qu'au  moyen  de  l'un  de  ces 
procédés,  et  en  suivant  une  loi  particulière,  choisie  à  vo- 
lonté, on  tendrait  vers  une  limite  déterminée,  pour  qu'il 
soit  établi  que  tout  autre  procédé  et  toute  autre  loi  donne- 
raient la  même  limite.  Or  c'est  ce  qu'il  est  facile  de  faire 
Toir. 

En  effet,  concevons  un  plan  tel,  qu'en  y  projetant  la  sur- 
^  face  donnée  il  ne  se  trouve  pas  deux  de  ses  points  ayant 
même  projection,  ce  qui  est  toujours  possible  en  parta- 
geant, s'il  le  faut,  cette  surface  en  plusieurs  portions.  Sup- 
posons ensuite  une  série  de  plans  parallèles  entre  eux,  per- 
pendiculaires au  premier  et  distants  les  uns  des  autres  d'une 
quantité  infiniment  petite  a  ^  puis  une  seconde  série  de  plans 
parallèles,  distants  les  uns  des  autres  d'une  quantité  infini- 
ment petite  6,  perpendiculaires  au  premier  plan  de  projec- 
tion ainsi  qu'à  ceux  de  la  première  série.  La  surface  se  trou- 
vera décomposée  en  parties  dont  la  projection  sera  égale 
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à  aS  ^  et  si  en  un  point  d'une  de  ces  parties  on  mène  le  plan 
tangent  et  qu'on  désigne  par  od  l'angle  qu'il  fait  avec  le  plan 
de  projection,  la  partie  de  ce  plan  comprise  entre  les  quatre 
plans  infiniment  voisins  qui  partent  de  la  base  aS  aura  pour 

mesure •  Elle  sera  donc  écale  au  volume  d'un  parallé- 

COSft)  "  ^ 

lépipède  qui  aurait  même  base  <xë  et  pour  hauteur •  Si 

donc  à  chaque  point  de  la  surface  on  fait  correspondre  sur 
la  même  ligne  projetante  un  point  ayant  pour  ordonnée 

z  = 9  on  encendrera  ainsi  une  seconde  surface  dont 

cosw  ° 

la  projection  sera  terminée  au  même  contour.  Le  vo- 
lume compris  entre  cette  surface  et  le  cylindre,  qui  a  pour 
base  sa  projection,  est,  comme  nous  l'avons  vu,  la  limite  de 
la  somme  des  parallélépipèdes  zaë,  dont  les  bases  aS  sont 
prises  dans  toute  l'étendue  de  la  base  du  cylindre  5  ce  vo- 
lume peut  donc  être  représenté  par  lim  S >  cette  somme 

n'étant  autre  que  celle  qui  se  rapporte  aux  aires  des  paral- 
lélogrammes situés  dans  les  plans  tangents  à  la  surface. 
Donc  enfin  celle-ci  a  une  limite,  comme  nous  nous  propo- 
sions de  le  démontrer. 

La  définition  que  nous  avons  donnée  de  l'aire  des  sur- 
faces courbes  est  donc  indépendante  de  toute  loi  d'inscrip- 
tion ou  de  circonscription  des  faces  planes,  et  conduit  a  une 
valeur  unique  et  déterminée,  exprimable  en  unités  de  sur- 
faces comme  les  surfaces  planes  elles-mêmes. 

Il  est  bon  de  remarquer  qu'on  trouverait  encore  la  même 
limite  si,  au  lieu  de  s'assujettir  à  prendre  des  faces  planes, 
on  prenait  des  surfaces  courbes  variables  telles,  que,  pour 
les  points  situés  sur  une  même  ligne  perpendiculaire  au 
plan  fixe  de  projection,  les  plans  tangents  à  ces  surfaces  et 
à  la  proposée  fissent  entre  eux  des  angles  infiniment  petits; 
car  les  faces  planes  qu'on  circonscrirait  à  ces  surfaces  au- 
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raient  un  rapport  aussi  près  de  Tunité  qu'on  voudrait  avec 
les  parties  de  ces  surfaces  et  de  la  proposée,  correspondant 
à  la  même  projection  sur  le  plan  fixe  :  on  trouverait  donc 
encore  la  même  limite  pour  leur  somme. 

Enfin  on  reconnaîtrait  d'une  manière  analogue  à  ce  qui 
a  été  fait  pour  les  courbes  que  toute  surface  convexe  est 
plus  petite  qu'une  surface  qui  l'enveloppe  de  toutes  parts, 
ou  qui  l'enveloppe  et  est  terminée  au  même  contour. 

Et  de  même  une  surface  courbe  est  moindre  qu'une  sur- 
face plane  ayant  même  projection  orthogonale  sur  un  plan, 
et  faisant  avec  ce  plan  un  angle  aigu  plus  grand  que  tous 
ceux  que  font  avec  lui  les  plans  tangents  à  la  surface  en  tous 
ses  points.  L'inverse  aurait  lieu  si  tous  ces  derniers  angles 
étaient  au  contraire  plus  grands  que  le  premier. 

lOé.  Arcs  infiniment  petits,  —  Un  arc  qui  tend  vers  zéro 
finit  généralement  par  être  constamment  convexe;  il  est 
donc  plus  petit  que  la  somme  des  tangentes  menées  à  ses 
extrémités  et  terminées  à  leur  point  de  rencontre  \  d'ail- 
leurs il  est  plus  grand  que  sa  corde.  Si  donc  on  prouve  que 
le  rapport  de  cette  corde  à  la  somme  des  tangentes  a  pour 
limite  l'unité,  il  en  sera  de  même  à  plus  forte  raison  du  rap- 
port de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  dernières  quantités 
à  la  longueur  de  l'arc.  Or,  si  du  point  de  rencontre  on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  corde,  le  rapport  de  cha- 
cun de  ses  segments  à  la  tangente  correspondante  étant  le 
cosinus  d'un  angle  infiniment  petit  a  pour  limite  l'unité. 
Il  en  est  donc  de  même  du  rapport  de  la  corde  entière  à  la 
somme  des  tangentes.  Donc  : 

On  peut  substituer  à  un  arc  injiniment  petit  d'une 
courbe  quelconque  sa  corde  ou  la  somme  des  tangentes 
à  ses  extrémités,  toutes  les  fois  que  cet  arc  est  un  terme 
d'un  rapport  ou  d'une  somme  dont  on  cherche  la  limite. 

On  peut  encore  substituer  à  l'arc  une  seule  tangente  à 
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une  de  ses  extrémités,  pourvu  qu'elle  soit  terminée  à  une 
droite  passant  par  l'autre  extrémité,  et  faisant  avec  la  tan- 
gente un  angle  fini  quelconque  :  car  cette  tangente  et  la 
corde,  étant  les  deux  côtés  d'un  triangle,  et  comprenant  nn 
angle  qui  tend  vers  zéro,  sont  dans  le  rapport  des  sinus  de  i 
deux  angles  finis  qui  tendent  à  être  supplémentaires;  iali-  ] 
mite  de  leur  rapport  est  donc  celui  de  deux  sinus  finis  égaai, 
c'est-à-dire  l'unité. 

105.  Arcs  de  cycloïde.  —  Donnons  un  exemple  simple  de 
l'application  de  ers  principes,  et  proposons-nous  de  me- 
surer un  arc  de  cycloïde.  Nous  avons  tu  que  la  tangente  au 
point  M  [fig-  II)  est  MU-,  soit  «  l'angle  qu'elle  fait  avec 
DA'  et  MK  =  jr.  La  partie  de  tangente  comprise  entre  les 
deux  ordonnées  infiniment  voisines  MK,  M'K'  sera  égale 
.   MH 


a 


COS3C 

Or  on  a 


cosa  =r '   »      langa 


^7.a  ^7.a — y 

Pour  rentrer  dans  les  procédés  employés  précédemment, 
il  faut  introduire,  au  lieu  de  MH,  la  différence  M'H  de 
deux  ^consécutifs.  Le  triangle  MM' H  donne 

MH  =  M'HtangMM'H; 

et  comme  la  corde  IVIM'  fait  un  angle  infiniment  petit  avec 
la  tangente,  l'angle  MM' H  diffère  infiniment  peu  du  com- 
plément de  a,  et  tang  MM' H  de  cota.  Si  donc  on  remplace 
MH  par  M'H  cota,  on  ne  l'aura  altéré  que  d'une  quantité 
infiniment  petite  par  rapport  à  lui-même  *,  il  en  sera  donc 

de  même  pour »  et  la  limite  de  la  somme  ne  sera  pas 

'■         cosa  * 

changée. 
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D'après  les  équations  ci-dessus,  on  aura 


qui,  divisée  par  cosa,  donne 

et  Tare,  pris,  par  exemple,  depuis  le  sommet  D,  sera  la  li- 
mite de  la  somme  des  expressions  de  cette  forme  dans  les- 
quelles j^  passera  par  degrés  infiniment  petits  M'H,  de  zéro 
a  l'ordonnée  de  l'extrémité  de  l'arc  à  mesurer*  Supposons 
que  M  soit  cette  extrémité  \  on  aura  donc 

DM  =  lim  V^  IM'H.^* % 

et,  d'après  une  formule  déjà  plusieurs  fois  appliquée,  on 
aura,  en  désignant  par  b  l'ordonnée  de  l'extrémité  M, 


DM=aV^2^  =  2MU. 

Lorsque  le  point  M  sera  en  A,  on  aura  MU  =  2a,  et  par 
conséquent  AD  =  4^9  ^^  ^^  longueur  de  la  cycloïde  entière 
ADB  sera  8a. 

106.  Surfaces  infiniment  petites.  — Si  l'on  considère  une 
surface  courbe  infiniment  petite  dans  tous  les  sens  et  que, 
par  tous  les  points  de  son  contour,  on  mène  des  lignes  per- 
pendiculaires à  un  même  pian,  il  vient  d'être  démontré  que 
l'aire  de  cette  portion  de  surface  est  moindre  que  celle  de  la 
portion  du  plan  tangent  faisant  le  plus  grand  angle  aigu  avec 
le  plan  de  projection,  et  plus  grande  que  celle  du  plan  tan- 
gent faisant  le  plus  petit  angle,  ces  portions  de  plan  étant 
déterminées  par  le  cylindre  projetant.  Or  ces  deux  aires 
planes,  étant  dans  le  rapport  inverse  des  cosinus  des  angles 
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que  les  deux  plans  tangents  forment  avec  le  plan  de  projec- 
tion, ont  pour  limite  de  leur  rapport  l'unité;  donc  on  peut 
prendre  Tune  ou  l'autre,  ou  toute  intermédiaire  au  lieu  de 
l'aire  de  la  surface  infiniment  petite,  pourvu  qu'elle  soit  un 
terme  d'un  rapport  ou  d'une  somme  dont  on  cherche  la 
limite. 

107.  application  à  une  surface  de  révolution.  —  On 
coupera  cette  surface  par  des  plans  infiniment  voisins  per- 
pendiculaires à  Taxe,  et  à  chacune  des  parties  comprises 
entre  deux  plans  consécutifs  on  substituera  la  surface  du 
tronc  de  cône  engendré  par  la  portion  de  tangente  à  la 
courbe  génératrice,  comprise  entre  les  mêmes  plans  :  cette 
substitution  est  permise  d'après  les  principes  précédents, 
parce  que  les  plans  tangents  à  ces  deux  surfaces,  aux  points 
ayant  môme  projection,  font  toujours  entre  eux  des  angles 
infiniment  petits.  La  surface  du  tronc  de  cône  est  le  produit 
du  côté  par  la  circonférence  décrite  par  son  milieu  ;  mais  la 
limite  de  la  somme  ne  sera  pas  altérée  en  prenant,  au  lieu 
du  milieu,  le  point  de  contact  lui-même,  qui  en  est  infini- 
ment voisin. 

Si  donc  on  désigne  par  A  l'aire  cherchée,  par  y  l'ordon- 
née de  la  courbe  génératrice,  par  t  la  partie  de  la  tangente 
comprise  entre  deux  ordonnées   infiniment  voisines,  on 

aura 

A  =  2ir  limï/T. 

On  arriverait  à  ce  même  résultat  en  remarquant  que  la 
surface  comprise  entre  deux  plans  est  plus  grande  que  celle 
du  tronc  de  cône  décrit  par  la  corde  et  plus  petite  que  le 
tronc  de  cône  engendré  par  la  tangente,  augmenté  de  la  sur- 
face plane  engendrée  par  le  prolongement  de  l'ordonnée 
jusqu'à  la  tangente,  surface  qui  est  infiniment  petite  par 
rapport  à  la  première. 

Prenons  pour  exemple  la  cycloïde  tournant  autour  de  la 


DES    QUANTITÉS    CONSIDÉRÉES    COMME    LIMITES.  l4l 

tangente  DA'.  Nous  avons  trouvé  tout  à  Theure  que  la  valeur 
de  T  pouvait  être  considérée  comme  égale  à = — »  à  une 

six 

quantité  près  infiniment  petite  par  rapport  à  t  -,  donc  on 
aura  dans  ce  cas^  en  partant  du  sommet  D, 


/       i. 


3 

2 


y  désignant  l'ordonnée  de  l'extrémité  de  l'arc  générateur. 


14^  LIVRK  1. 


CHAPITRE  XVI. 

appucahons  mëcâmques. 


108.  Vitesse,  —  Dans  un  mouvement  uniforme  on  ap- 
pelle vitesse  l'espace  parcouru  dans  l'unité  de  temps,  ou  le 
rapport  d'un  espace  quelconque  au  temps  employé  à  le  par- 
courir. 

Dans  un  mouvement  varié  continu,  c'est-à-dire  tel,  que 
dans  aucun  intervalle  de  temps,  si  petit  qu'il  soit,  il  ne  soit 
uniforme,  on  aperçoit  facilement  qu'il  n'y  a  pas  lieu  à  con- 
sidérer utilement  ce  rapport  \  mais  y  a-t-il  cependant  dans 
un  pareil  mouvement  quelque  chose  qui  ait  une  telle  ana- 
logie avec  la  vitesse  dans  le  mouvement  uniforme,  et  une 
telle  similitude  dans  la  manière  de  l'employer,  qu'il  soit 
convenable  de  lui  appliquer  la  même  dénomination  et  de 
généraliser  ainsi  le  sens  du  mot  vitesse? 

Considérons  un  point  qui  se  meuve  d'une  manière  quel- 
conque sur  une  courbe  donnée,  et  supposons  que  la  loi  de 
son  mouvement  soit  déterminée  par  la  fonction  F  (t)  qui, 
pour  une  valeur  quelconque  du  temps  t,  représente  la  lon- 
gueur de  Tare  AM  {Jig-  44)  <r*î  sépare  le  point  M  où  le 
mobile  se  trouve  à  cette  époque  d'un  point  fixe  A  de  la 
courbe. 

Après  un  certain  temps  /i,  il  sera  parvenu  en  un  autre 
point  N,  et  le  rapport  de  l'espace  parcouru  au  temps  em- 
ployé, ou -t->  exprimera  la  vitesse  moyenne  avec  laquelle 

cet  arc  a  été  décrit  •,  c'.est-à-dire  ce  que  sera  celle  qu'il  fau- 
drait donner  au  mobile  pour  qu'il  parcourut  d'un  mouve- 
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ment  uniforme  le  même  espace  MN  dans  le  même  temps  h. 
Si  maintenant  on  suppose  que  h  diminue  indéfiniment, 

la  vitesse  moyenne  —  ?  ou 


•> 


variera  en  même  temps  et  tendra  vers  une  certaine  limite 
qui  ne  sera  autre  cliose  que  la  dérivée  de  F  (t)  par  rapport 
à  f,  et  que  nous  appellerons  la  vitesse  du  mobile  au 
point  M. 

Ainsi,  dans  tout  mouvement  d'un  point,  on  appelle  t;i- 
tesse  à  un  instant  quelconque  la  limite  de  la  vitesse  moyenne 
du  point  dans  un  intervalle  infiniment  petit,  à  partir  de  cet 
instant.  * 

109.  Si  Ton  désigne  par  i^  la  vitesse,  on  aura 

,.     MN  „,,  , 

MN 

d'où  il  suit  que  -r-  diffère  de  i^  d'une  quantité  qui  tend  vers 

zéro   en  même  temps  que  h.  La  désignant  par  ci),  on  aura 

donc 

MN  =  ^(p-f  ti)  =  vh  -h  «A. 

Donc,  toutes  les  fois  que  MN  devra  être  employé  comme 
terme  d'un  rapport  ou  d'une  somme,  dont  on  n'ait  à  consi- 
dérer que  la  limite,  on  pourra  supprimer  le  terme  wA,  qui 
est  infiniment  petit  par  rapport  à  i^A,  et  prendre  i^h  comme 
mesure  de  l'espace  MN  parcouru  dans  le  temps  A  5  c'est-à- 
dire  que,  dans  tout  mouvement  varié,  l'espace  parcouru  est 
le  produit  de  la  vitesse  par  le  temps,  pourvu  que  ce  temps 
soit  infiniment  petit.  Ce  que  nous  avons  nommé  vitesse  joue 
donc  le  même  rôle  dans  le  mouvement  varié  que  ce  que 
l'on  avait  d'abord  appelé  vitesse  dans  le  mouvement  uni- 
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forme,  mais  a  la  condition  de  ne  considérer  que  des  espaces 
infiniment  petits. 

Si  donc  on  avait  à  calculer  Tespace  parcouru  pendant  un 
temps  fini  par  un  point  mobile  dont  on  connaîtrait  la  vi- 
tesse en  fonction  du  temps,  il  suffirait  de  chercher  la  limite 
de  la  somme  des  produits  des  intervalles  infiniment  petits 
dans  lesquels  on  décomposerait  ce  temps,  par  la  vitesse  po- 
sitive on  négative  au  commencement  de  ces  intervalles  res- 
pectifs; car  ces  produits  ne  différeraient  des  espaces  réelle- 
ment parcourus  dans  les  intervalles  correspondants  que 
de  quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  ces  espaces 
mêmes. 

C'est  cette  identité  dans  l'emploi  de  la  vitesse,  pourvu 
que  les  temps  soient  infiniment  petits,  qui  justifie  l'exten- 
sion donnée  au  sens  de  ce  mot,  et  n^n  pas  seulement  le 
droit  que  l'on  a  en  général  de  fixer  arbitrairement  le  sens 
des  mots  que  l'on  introduit. 

HO.  accélération.  —  Pour  ne  pas  entrer  dans  des  dé- 
tails trop  spéciaux  de  Mécanique,  nous  nous  bornerons  ici 
à  considérer  le  mouvement  varié  rectiligne. 

Le  plus  simple  de  tous  les  mouvements  variés  est  celui 
où  la  vitesse  augmente  toujours  de  quantités  égales  dans  des 
intervalles  de  temps  égaux,  quels  qu'ils  soient.  Un  pareil 
mouvement  est  dit  uniformément  accéléré,  et  l'on  y  donne 
le  nom  spécial  d'accélération  à  l'accroissement  positif  ou 
négatif  de  la  vitesse  dans  l'unité  de  temps,  ou  au  rapport 
d'un  accroissement  quelconque  de  la  vitesse  au  temps  em- 
ployé à  le  produire. 

Considérons  maintenant  un  mouvement  rectiligne  varié, 
où  la  vitesse  u  est  représentée  par  une  fonction  quelconque 
9  (t)  du  temps.  Soient  h  un  accroissement  infiniment  petit 
donné  kt\k  l'accroissement  correspondant  de  i^.  Concevons 
un  mouvement  uniformément  accéléré  tel,  que  dans  le 
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même  intervalle  de  temps  A  il  y  aurait  le  même  accroisse- 
ment de  vitesse  k'^  t  sera  l'accélération  dans  ce  mouvement, 

ou  l'accélération  moyenne  dans  le  mouvement  réel  consi- 
déré pendant  TintervaUe  h.  La  limite  de  cette  accélération 

moyenne  t»  <iui  est  la  dérivée  de  i^  par  rapport  à  t,  est  ce 

que  l'on  nomme  V accélération  dans  le  mouvement  donné, 
à  l'instant  que  l'on  considère. 

k 
lii.  Cela  posé,  t  ayant  pour  limite  ^'(t),  on  a,  en  dési- 
gnant par  €d  une  quantité  infiniment  petite, 

d*où 

Donc  on  peut  remplacer  k  par  h(f'[t)  lorsque  k  est  un 
terme  d'un  rapport  ou  d'une  somme  dont  on  considère  la 
linûte  ^  et,  par  conséquent,  l'accroissement  k  de  la  vitesse 
s'obtiendra  comme  dans  le  mouvement  uniformément  accé* 
1ère,  en  midtipliant  l'accélération  par  l'accroissement  du 
temps,  mais  à  la  condition  que  cet  accroissement  sera  infi- 
niment petit. 

On  voit  par  là  que  l'accroissement  de  la  vitesse  dans  un 
temps  fini  peut  être  considéré  comme  la  limite  de  la  somme 
des  produits  des  parties  infiniment  petites  de  cet  intervalle 
par  les  accélérations  correspondantes.  C'est  ce  que  Ton  ex- 
prime quelquefois  en  disant  qu'un  mouvement  varié  quel- 
conque peut  être  considéré  comme  composé  d'une  infinité 
de  mouvements  uniformément  variés. 

Lorsque  nous  avons  calculé  au  contraire  l'accroissement 
de  l'espace  parcouru,  le  mouvement  était  considéré  comme 
composé  d'une  infinité  de  mouvements  uniformes.  Il  eut 

CaU»  inf,  D.—  L  lO 
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été  inutile,  dans  ce  cas,  de  pousser  Tapproximation  plus 
loin  dans  les  éléments  infiniment  petits;  la  limite  de  la 
somme  aurait  été  absolument  la  même. 

i  1 2.  Poids  spécifique  et  densité  dans  les  substances  non 
homogènes.  —  On  appelle  poids  spécifique  d'une  substance 
homogène  son  poids  sous  Tunité  de  volume,  ou  le  rapport 
du  poids  d'un  volume  quelconque  à  ce  volume.  Supposons 
maintenant  une  substance  non  homogène,  mais  dont  la  na- 
ture varie  d'une  manière  continue  ;  et  nous  ferons  consister 
cette  continuité  en  ce  que,  si  Ton  considère  dans  le  corps 
deux  volumes  infiniment  petits,  égaux  et  infiniment  voi- 
sins, le  rapport  du  poids  au  volume  variera  infiniment  peu 
de  Tun  à  Tautre.  Cela  posé,  nous  appellerons  poids  spéci- 
fique en  un  point  donné  d'un  corps  ^on  homogène  la  li- 
mite du  rapport  du  poids  au  volume  d'une  partie  du  corps 
renfermant  ce  point,  et  dont  toutes  les  dimensions  tendent 
indéfiniment  vers  zéro.  Cette  limite  sera  une  fonction  des 
trois  coordonnées  du  point.  On  reconnaîtra  facilement,  par 
les  mêmes  considérations  que  dans  les  questions  précé- 
dentes, qu'un  volume  infiniment  petit  du  corps  aura  un  poids 
qui  ne  différera  que  d'une  quantité  infiniment  petite,  par 
rapport  à  lui-même,  du  produit  de  ce  volume  par  le  poids 
spécifique  relatif  à  Tun  quelconque  de  ses  points.  Cette 
quantité  pouvant  être  négligée  sans  erreiur  dans  les  résul- 
tats des  questions  qui  ne  dépendent  que  des  limites  des 
sommes  ou  des  rapports,  il  s'ensuit  que  le  poids  spécifique, 
tel  que  nous  l'avons  défini,  joue  le  même  rôle,  dans  le  cas 
des  corps  non  homogènes,  que  le  poids  spécifique  défini  d'a- 
bord dans  les  corps  homogènes  *,  seulement,  il  ne  faut  l'ap- 
pliquer qu'à  des  volumes  infiniment  petits  dans  tous  les 
sens. 

Ainsi,  par  exemple,  pour  avoir  le  poids  total  du  corps,  il 
suffira  de  chercher  la  limite  de  la  somme  des  produits  des 
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Tolumes  infiniment  petits  dans  tous  les  sens,  dans  lesquels 
on  décomposera  le  volume  du  corps,  par  le  poids  spécifique 
de  la  substance,  en  un  point  quelconque  de  la  partie  corres- 
pondant respectivement  à  chacun  de  ces  éléments  de  vo- 
lume. 

En  substituant  dans  ce  qui  précède  les  masses  au  poids^ 
il  faudra  substituer  au  poids  spécifique  la  densité,  et  toutes 
les  conséquences  précédentes  se  reproduiront  si  identique- 
ment, qu'il  est  inutile  de  s'y  arrêter. 

H3.  application  aux  centres  de  gra\^ité  des  corps  non 
homogènes,  —  On  suppose  donnée  la  fonction  des  coor- 
données qui  exprime  le  poids  spécifique  en  un  point  quel- 
conque. Il  suffira  donc  de  décomposer  le  corps  en  éléments 
infiniment  petits  dans  tous  les  sens,  de  prendre  pour  poids 
de  chacun  d'eux  le  produit  de  son  volume  par  le  poids  spé* 
cifique  rapporté  à  l'un  quelconque  de  ses  points,  ou  à  tout 
autre  point  infiniment  voisin,  lequel  pourra  aussi  être  pris 
comme  s'il  était  le  centre  de  gravité  de  l'élément  lui-même. 
Il  résultera  de  là,  soit  dans  les  poids,  soit  dans  les  moments 
de  ces  éléments,  des  erreurs  infiniment  petites  par  rapport 
aux  poids  et  aux  moments  exacts,  et  par  conséquent  la  li- 
mite de  la  somme  des  poids  sera  le  poids  même  du  corps,  et 
la  limite  de  la  somme  des  moments,  par  rapport  à  un  plan 
quelconque,  sera  exactement  égale  au  moment  de  la  résul- 
tante. Les  trois  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  corps 
seront  donc  encore  déterminées  par  des  limites  de  sommes 
d'infiniment  petits.  Seulement  il  faut  remarquer  que,  dans 
le  cas  des  corps  homogènes,  nous  avons  pu  les  décomposer 
en  éléments  infiniment  petits  dans  deux  sens  seulement, 
tandis  que  les  corps  non  homogènes  doivent,  en  général, 
être  décomposés  en  éléments  infiniment  petits  dans  tous  les 
sens. 


*—* 


10. 
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CHAPITRE  Xm 

REMARQUES  ET  THÉORÈMES  PROPRES  A  FAOUTER  L'EMPLOI 

DES  INFINIMENT  PETITS. 


114.  Des  termes  que  Von  peut  négliger  dans  les  équa- 
tions, —  Lorsque  les  deux  membres  d'une  équation  ont  des 
limites  finies,  et  que  ce  sont  ces  limites  que  l'on  a  à  consi- 
dérer, on  peut  évidemment  se  dispenser  de  tenir  compte 
des  termes  dont  la  limite  est  zéro,  quoiqu'en  les  supprimant 
l'équation  devienne  inexacte.  Comme  on  ne  cherche  que 
l'équation  aux  limites,  et  qu'elle  n*est  pas  altérée  par  là,  les 
résultats  sont  exactement  les  mêmes,  et  l'on  s'est  débar- 
rassé quelquefois  d'une  multitude  de  termes  très-compli- 
qués. Ainsi  toute  suppression  ou  altération  quelconque  qui 
n'a  d'autre  effet  que  de  faire  négliger  des  termes  infini- 
ment petits  dans  une  équation  finale  dont  les  deux  mem- 
bres ont  des  limites  finies  peut  être  fidte  sans  aucune  er- 
reur dans  les  résultats» 

115.  Si  les  membres  d'une  équation  avaient  des  limites 
égales  à  zéro,  et  se  composaient  d'infiniment  petits  de  dif- 
férents ordres,  par  exemple  du  premier  et  d'ordres  supé- 
rieurs, on  peut,  par  la  même  raison,  se  borner  à  écrire  les 
termes  du  premier  ordre.  En  effet,  une  équation  dont  les 
deux  membres  ont  pour  limite  zéro  n'est  pas  destinée  à 
rester  sous  cette  forme,  puisqu'elle  conduirait  à  l'égalité  in- 
signifiante 0  =  0.  On  conserve  souvent  cette  forme  pour  la 
commodité  de  l'écriture,  mais  on  doit  toujours  en  revenir 
aux  quantités  finies.  Si  c'est  en  divisant  les  deux  membres 
par  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  les  termes  d'or- 
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dre  supérieur  au  premier  conduirout  à  la  limite  zéro,  ceux 
du  premier  à  des  limites  finies,  et  Ton  se  retrouve  dans  le 
cas  précédent.  Si  cette  équation  est  employée  pour  donner 
1  expression  d'un  infiniment  petit  au  moyen  des  autres,  et 
que  cet  infiniment  petit  doive  être  un  terme  d'un  rapport 
ou  d'une  somme  dont  on  cherclie  la  limite,  on  sait  qu'on 
peut  l'altérer,  sans  erreur  dans  les  résidtats,  de  quantités 
infiniment  petites  par  rapport  à  lui-même.  On  a  donc  le 
droit  de  négliger,  dans  l'équation  d'où  Ton  tire  sa  valeur, 
tous  les  termes  d'un  ordre  supérieur  au  sien. 

n  est  évident  que  dans  cette  même  équation  on  peut,  au 
lieu  des  facteurb  infiniment  petits  du  premier  ordre,  sub- 
stituer d'autres  quantités,  dont  le  rapport  avec  eux  ait  pour 
limite  l'unité,  ou  en  diffèrent  de  quantités  infiniment  pe- 
tites par  rapport  à  eux;  car  ce  n'est  qu'ajouter  ou  suppri- 
mer dans  les  membres  de  l'équation  des  termes  d'ordre  su- 
périeur au  premier. 

Ces  raisonnements  s'appliquent  également  aux  équations 
dont  l'ordre  le  moins  élevé  est  supérieur  au  premier.  On 
peut  généralement  se  dispenser  d'écrire  ceux  d'un  ordre 
plus  élevé  que  le  moindre. 

Remarque.  —  U  y  a  cependant  une  attention  à  avoir  :  il 
peut  arriver  que  dans  une  équation  non  simplifiée  il  y  ait 
des  termes  du  premier  ordre  et  d'ordres  supérieurs,  et  qu'a- 
près avoir  exécuté  les  opérations  indiquées,  ceux  du  pre- 
mier ordre  se  détruisent  entre  eux.  Dans  ce  cas,  si  l'on  a 
négligé  des  termes  du  second  ordre,  et  que  pour  employer 
l'équation  résultante  on  divise  ses  deux  termes  par  un  infi- 
niment petit  du  second  ordre,  afin  de  ne  pas  arriver  à  o  =  o, 
ou  que  l'on  tire  de  cette  équation  la  valeur  d'un  infiniment 
petit  du  second  ordre,  qui  doit  entrer  comme  terme  d'un 
rapport  ayant  une  limite  finie,  il  est  évident  que  les  résul- 
tats sont  inexacts,  puisque  les  termes  supprimés  y  auraient 
introduit  des  quantités  finies. 
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Si,  par  exemple,  on  ayait  Tëquatioii  suivante,  dans  la- 
quelle A  et  A  désignent  des  quantités  infiniment  petites  du 
premier  ordre, 

sin(x  -f-  A)  —  sinar  4-  cos(j^  +  ^)  —  cosj^ 

H-  A sinj  —  h  cos^  -f-  AX*  -h  BhA  H-  CA»  =  o, 

et  que  dans  les  calculs  précédents  on  eût  négligé  des  termes 
qui  en  auraient  amené  du  second  ordre  dans  celle-ci,  fl  y 
aurait  erreur  dans  les  résultats  si  Ton  se  servait  de  cette 
équation  pour  en  tirer  la  valeur  de  A  ou  de  A:  et  la  substi- 
tuer dans  une  autre.  Cela  tient  à  ce  que  non-seulement  les 
quantités  finies  disparaissent  de  l'équation,  mais  qu'il  en 
est  de  même  de  celles  du  premier  ordre,  et  que  par  consé- 
quent on  ne  peut  en  négliger  du  second, 
£n  effet, 

sinfx  -^  h)  ■—  sinx  =  asin  -  cos  (  xH —  |  j 

^  '  2  \  2; 


COS 

donc 


W  -^  ^)  —  cos j^  =  —  asm  -  sm  (  J^  +  -  1  î 


sin  (ar  -+-  A)  —  sin  j:  —  h  cosar  =  a  sin  -  cos  (  a:  H —  j  —  A  cosx. 

Mais,  puisque  sin  -  et  -  ont  pour  limite  de  leur  rapport 

l'unité,  leur  différence  est  infiniment  petite  par  rapport  a 
Tune  quelconque  des  deux  ;  donc,  en  désignant  par  w  une 
quantité  infiniment  petite,  on  a 

sm  -■  =-  — h  »  A, 
2      2 

et,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  la  Trigonométrie  élémentaire, 

cur  est  du  second  ordre  ^  de  plus,  cos  (xH — )   diffère  de 

cosx  d'une  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre, 
d'après  le  théorème  général  (n^  79)  ;  en  la  désignant  par  a, 
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on  peut  poser 

ces  I  ^  H —  j  =  coso:  -4-  a  ; 


donc 


2  sm  —  ces  I  jc  •+■ 


fj:-4--j  =2  ( hwAJ  (cosar  +  a) 


=  hcosx  -h  2wAcosa?  -f- Aa  -+-  2»Aa» 

En  en  retranchant  h  cos  x,  il  reste  donc  des  produits  de 

deux  ou  de  trois  infiniment  petits,  dont  le  plus  grand  est 

du  second  ordre.  Il  en  serait  de  même  de  l'ensemble  des 

trois  termes 

cos(j  -4-  ^)  —  cosj^  -+•  Âsinjr» 

Le  premier  membre  de  l'ëquation  pouvant  ainsi  être  con- 
sidéré comme  composé  de  termes  du  second  ordre  et  d'or- 
dres supérieurs,  si  Ton  néglige  des  termes  du  second  ordre, 
qu  on  divise  ensuite  par  A*,  ou  par  tout  autre  infiniment 
petit  du  second  ordre,  et  qu'on  passe  aux  limites,  on  aura 
une  équation  fausse,  puisqu'il  manquera  des  termes  finis  ; 
et,  par  la  même  raison,  on  n'aurait  pu  l'employer  à  donner 
la  valeur  d'une  des  quantités  qui  y  entrent. 

Triangles  infiniment  petits. 

116.  i^  Supposons  un  triangle  ÂBG  dont  les  trois  angles 
tendent  vers  les  limites  a,  S,  ^  et  les  trois  côtés  a,  i,  c  vers 
zéro.  Les  rapports  des  côtés  auront  pour  limites  les  rap- 
ports des  sinus  des  angles  a,  6,  y» 

Ainsi,  par  exemple,  on  a  les  équations  exactes 

a       sinA       ,.     a       sina 

7  =     .     p  »       lim-7  =  -;— j» 

b       smB  o      sm6 

Mais  il  n'y  a  aucun  inconvénient  à  écrire 

a        sin  a  ,  sin  a 

7=:-7--r     ou     a—'b-r-—i 
b       smê  sm6 
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si  a  est  un  terme  d'un  rapport  ou  d'une  somme  dont  on 
cherche  la  limite  ;  car  -  ayant  pour  limite  -r-^  en  difière 
d'une  quantité  infiniment  petite  (ù  et  l'on  a 

a      ûxkoL  b  sin  a       , 

—  =-r— r--4-W       ou      a  =  — r— z h  O». 

b      sm€  smS 

Ainsi  en  prenant,  au  lieu  de  a,  la  partie  — =— =->  on  né- 
glige une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  a,  ce  qui, 
dans  la  question  supposée,  ne  donnera  aucune  erreur  dans 
les  résultats. 

Or  il  y  a  souvent  beaucoup  d'avantages  à  introduire  ainsi 
les  angles  limites  aux  angles  variables,  comme  nous  le 
verrons  par  quelques  exemples. 

2^  Dans  un  triangle  ÂBG  dont  l'angle  A  tend  vers  un 
angle  droit  et  les  côtés  vers  zéro,  on  peut  calculer  le  côté  c 
par  la  formule 

«»  =  ô'  -h  c% 

au  lieu  de  la  formule  exacte 

«♦==  ô*  -+-  c"» —  7,bc  cosA; 

car  cosA  tend  vers  zéro  :  donc  s^ccosA  est  infiniment 
petit  par  rapport  à  sic,  et,  à  plus  forte  raison,  par  rapport 
à  i*-f-  c*,  qui  est  toujours  plus  grand  que  aie. 

Ainsi  a*  diflêre  de  i*  -f-  c*  d'une  quantité  ipfiniment  pe- 
tite par  rapport  à  lui-même  -,  ou  encore  jz j  a  pour  li- 
mite l'unité. 

a 
D'où  il  suit  que   y  a  aussi  pour  limite  l'unité,  ainsi 

que  toutes  les  puissances  de  ce  rapport. 

On  pourra  donc  substituer  ^b*  -^c^  ka  toutes  les  fois  que 
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cette  quantité  sera  un  terme  d'un  rapport  ou  d'une  somme 
dont  on  n'a  à  considérer  que  la  limite. 

117.  Ordre  infinitésimal  de  dii^erses  lignes  qu'on  a  sou- 
i^ent  à  considérer  dans  un  triangle  rectangle  infiniment 
petit. 

Soient  Â  (fig^  4^)  l'angle  droit  du  triangle  ABC,  dont 
le  côté  AB  ou  c  est  infiniment  petit  du  premier  ordre,  ainsi 
que  l'angle  B;  AI  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  Thy- 
poténuse.  On  aura 

AC=:ctangB,     AI  =  csinB,     GI  =  csinBtangB, 

et  comme  sinB  et  tangB  sont  du  même  ordre  que  B,  puisque 
leur  rapport  à  B  a  une  limite  non-seulement  finie,  mais  en- 
core égale  à  l'unité,  il  en  résulte  que  AC  et  AI  sont  infini- 
ment petits  du  second  ordre,  et  IC  du  troisième. 

Calculons  maintenant  la  différence  de  l'hypoténuse  au 
côté  adjacent  à  l'angle  infiniment  petit. 


acsin»— 


BC  — BA=: — ---c 


B 

2 


cosB  cosB 

et  comme  sin  ^  est  du  premier  ordre,  ainsi  que  e,  il  s'en- 

suit  que  BC  —  BA  est  du  troisième  ordre. 

Le  segment  CI  étant  aussi  du  troisième,  on  peut  se  proposer 
de  trouver  la  limite  de  son  rapport  à  BC  —  BA.  D'après  les 

formules  précédentes,  ce  rapport  a  pour  valeur —; 

2sin*  — 

2 

mais  la  limite  ne  sera  pas  changée  en  substituant  à  chacun 

de  ces  sinus  l'arc  correspondant  dont  le  rapport  à  ce  sinus 

CI 

est  l'unité:  on  trouve  ainsi  a  pour  limite  de  r^ -5;  de 

*  Cj>  —  AU 


I 
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GH 

sorte  que,  si  l'on  décrit  de  B  comme  centre  l'arc  AH,  —  tend 

Kjm. 

indéfiniment  vers  ~  9  et  le  point  H  peut  être  regardé  comme 

le  milieu  de  CI,  à  une  quantité  près  infiniment  petite  par 
rapport  à  CI.  On  peut  donc  regarder  CI  comme  double  de 
la  différence  BC  —  BA. 

Mais  si  l'angle  A  n'était  pas  droit,  ou  ne  tendait  pas  vers 
un  angle  droit,  IH  serait  infiniment  petit  par  rapport  à  €1^ 
*  qui  pourrait  par  conséquent  être  pris  pour  la  différence 
BC-~BA. 

H  8.  Triangle  infiniment  petit  ayant  un  côté  infiniment 
petit  par  rapport  à  un  autre.  —  Soit  BC  {fig-  4^),  infini- 
ment petit  par  rapport  à  AB  ^  en  abaissant  BI  perpendicu- 

BI  BC 

laire  sur  AC,  —  ou  sinA  sera  plus  petit  que  =~   qui,  par 

hypothèse,  est  infiniment  petit  ^  il  en  sera  donc  de  même  de 
sin  A,  et,  par  suite,  de  l'angle  A. 

AC 
Quant  au  rapport  7^»  il  ^  nécessairement  pour  limite 

l'unité,  puisque  la  différence  de  ses  deux  termes  est  moindre 
que  le  troisième  côté  BC,  et  que,  par  hypothèse,  ce  dernier 
est  infiniment  petit  par  rapport  à  l'un  d'eux. 

Corollaire.  —  L'angle  CAB  ayant  pour  limite  zéro,  il 
s'ensuit  que  si  l'un  de  ses  côtés  tend  vers  une  direction  li- 
mite, soit  que  A  reste  fixe,  soit  qu'il  se  déplace,  l'autre  aura 
pour  limite  la  même  direction. 

Et  plus  généralement,  si  par  un  mouvement  quelconque 
deux  points  A  et  B  {fig-  47  )  se  rapprochent  indéfiniment 
l'un  de  l'autre,  de  manière  que  la  direction  AB  tende  à  être 
parallèle  à  une  certaine  droite  fixe  5  que  l'on  considère  deux 
points  A',  B',  dont  les  distances  respectives  à  A  et  B  soient 
infiniment  petites  par  rapport  à  AB,  la  direction  A'B'  ten- 
dra vers  la  même  limite  que  AB.  En  effet,  il  a  été  prouvé 
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B'B 
que  l'angle  B'AB  a  pour  limite  zéro,  puisque  -r^  est  infi- 


AB' 
nîment  petit  ^  que  de  plus  -—p  ^  pour  limite  Tunité.  De  là 

A'A 
résulte  que  -r-^  est  infiniment  petit,  puisque,  par  hypo- 


A'A 
thèse,  -7-5- ''^s^î  doncTangle  A'B'A  est  infiniment  petit; 
Afi 

donc  enfin  les  droites  A'B',  AB  font  entre  elles  un  angle 

dont  la  limite  est  zéro,  et,  par  conséquent,  leurs  directions 

ont  la  même  limite.  Cette  proposition  a  des  applications 

assez  firéquentes. 

119.  Triangle  ayant  deux  angles  infiniment  petits  du 
premier  ordre,  —  Soient  A  et  B  [fig*  48)  les  deux  angles 
infiniment  petits;  abaissons  CI  perpendiculaire  sur  AB,  et 
cherchons  d'abord  quelle  serait  la  limite  de  la  position  du 
point  C,  qui  est  la  même  évidemment  que  celle  du  point  I, 
si  on  laissait  AB  invariable,  pendant  que  les  angles  ten- 
draient vers  zéro. 
Or  on  a 

AI_  tangB 

ÏB  ~~  tang  A  ' 


donc 


,.     AI      i:_  tangB_,,_B 

lim  -—  r=  lim =  lim  —  • 

B  tangA  A 


Si  donc  on  connaît  la  limite  du  rapport  des  deux  angles  in- 
finiment petits  du  même  ordre,  on  aura  la  limite  du  som- 
met C,  en  partageant  AB  en  raison  inverse  des  angles  en  A 
etB. 

Supposons  maintenant  que  le  côté  AB  soit  lui-même  infi- 
niment petit  du  premier  ordre,  et  proposons-nous  d'évaluer 
la  différence  entre  sa  longueur  et  la  somme  des  deux  autres 
côtés. 
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Or  on  a 

A  B 

aAIsin'—  aBIsio'- 

AC  — AI  = ^     et    BC  — BI=: —^5 

cosA  cosB 

et  la  somme  de  ces  deux  difTërences  est  la  diiTérence  cher- 
chée. Mais  chacune  d'elles  est  un  infiniment  petit  du  troi- 
sième ordre  au  moins,  puisque  AI  et  BI  sont  moindres  que 

A        .     B 
AB  qui  est  du  premier  ordre,  et  que  sin*  —  et  sin*-  sont  du 

second  ordre.  On  peut  même  dire  qu'elles  sont  précisément 
du  troisième  ordre  toutes  deux,  dans  le  cas  supposé  où  A  et 
B  sont  du  même  ordre;  car  alors  les  deux  segments  AI  et  IB 
sont  dans  un  rapport  fini  avec  AB,  et  sont  par  conséquent 
du  premier  ordre.  //  résulte  de  là  que  la  différence  entre 
AB  et  AC  4-  CB  est  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre 
au  moins. 

Ou,  en  d'autres  termes,  cette  différence  est  du  même 
ordre  que  le  cube  de  l'arc. 

L'ordre  de  cette  différence  s'élèverait  si  les  angles  étaient 
d'un  ordre  plus  élevé  que  le  côté;  il  s'abaisserait  dans  le 
cas  contraire. 

120.  Triangle  ayant  un  angle  infiniment  petit  du 
premier  ordre,  compris  entre  deux  côtés  infiniment  petits 
du  premier  ordre.  —  Soit  A  {fig»  49)  l'angle  donné;  la 
somme  des  deux  autres  a  pour  limite  deux  droits.  On  peut 
maintenant  faire  plusieurs  suppositions  sur  les  deux  côtés 
donnés. 

Si  la  limite  finie  de  leur  rapport  est  différente  de  l'unité, 
la  somme  des  deux  angles  opposés  ayant  pour  limite  deux 
droits,  l'un  de  ces  angles  tendra  nécessairement  vers  zéro, 
l'autre  vers  deux  droits  ;  car,  sans  cela,  le  rapport  limite  de 
leurs  sinus  serait  nécessairement  l'unité,  contrairement  à  la 
supposition. 
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Supposons  maintenant  que  la  limite  de  leur  rapport  soit 
runité.  Il  peut  alors  se  présenter  trois  cas. 

I  ^  Si  leur  différence  est  du  second  ordre,  prenons  AB'=  AB; 

B'G  sera  du  second  ordre.  Mais  BB^  est  du  second  ordre  à 

A 
cause  du  triangle  îsoscèle  ABB'  qui  donne  BB'  ==  2  ABsin  -•> 

ainsi  BC  sera  du  second  ordre,  et  le  rapport  —^  a  une  li- 

mite  finie  quelconque.  Or  l'angle  B'  tend  vers  un  angle  droit; 
donc  l'angle  B'BC,  et  par  suite  C,  a  une  limite  finie  qui 
peut  être  quelconque  et  dépend  du  rapport  de  CB'  à  BB'. 

3®  Supposons  que  leur  différence  soit  d'un  ordre  compris 
entre  i  et  2.  Alors  BB'  étant  du  second  ordre,  B'C  d'un 
ordre  moindre,  et  BC  le  plus  grand  côté  du  triangle  BB'C, 
comme  opposé  à  l'angle  obtus  B,  il  s'ensuit  d'abord  que  BC 
est  du  même  ordre  que  B'C,  et  même  que  leur  rapport  a 
pour  limite  l'unité,  puisque  leur  différence,  étant  moindre 
que  BB',  qui  est  du  second  ordre,  est  infiniment  petite  par 

rapport  à  ces  lignes  mêmes.  De  plus  le  rapport  ^^  ayant 

zéro  pour  limite,  l'angle  C  tendra  vers  zéro,  et,  par  suite, 
l'angle  ABC  vers  deux  droits. 

3**  Soit  la  différence  d'un  ordre  supérieur  à  2.  Alors  --7  a 

pour  limite  zéro  ;  donc  l'angle  B'BC  a  pour  limite  zéro,  et 
l'angle  ABC  a  la  même  limite  que  ABB^,  ou  un  droit  :  il  en  ' 
est  de  même  par  suite  de  l'angle  C. 

Si  l'angle  A  était  d'un  ordre  quelconque  m  au  lieu  d'être 
du  premier  comme  les  côtés,  il  faudrait,  dans  ce  qui  pré- 
cède, substituer  i-^m  k  2. 

Remarque.  —  Il  est  bon  de  remarquer  que  dans  ces  trois 
cas,  c'est-à-dire  toutes  les  fois  que  le  rapport  des  deux 
côtes  donnes  a  pour  limite  l'unité,  le  troisième  est  infini- 
ment petit  par  rapport  aux  deux  autres,  quel  que  soit  m. 
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CHAPITRE  XVin. 

COURBURE  DES  ARCS  DE  COURBES  PLANES  QUELCONQUES, 
ET  DIVERSES  PROPOSITIONS  QUI  S'Y  RAPPORTENT. 


121.  La  courbure  d'un  arc  convexe  est  Tangle  que  for- 
ment entre  elles  les  directions  du  premier  et  du  dernier  élé- 
ment de  cet  arc  ^  c'est  l'angle  des  tangentes  extrêmes  :  il 
exprime  la  quantité  dont  la  courbe  a  successivement  dévié 
de  la  ligne  droite  dans  l'étendue  de  cet  arc.  Si  cet  angle  va- 
riait proportionnellement  à  l'arc,  on  aurait  la  courbure, 
pour  une  unité  de  longueur,  en  divisant  celle  d'un  arc  quel- 
conque par  la  longueur  de  cet  arc. 

Mais  dans  une  courbe  quelconque,  si  l'on  divise  cet  angle 
par  la  longueur  de  l'arc,  on  aura  seulement  la  courbure 
moyenne  de  cet  arc,  rapportée  à  l'unité  de  longueur,  c'est- 
à-dire  celle  que  l'on  trouverait  pour  un  arc  égal  à  l'unité, 
si  la  courbure  variait  proportionnellement  à  l'arc,  comme 
dans  le  cercle,  et  de  manière  à  obtenir  la  courbure  donnée 
pour  une  longueur  égale  à  celle  de  l'arc  dont  il  s'agit. 

Cela  posé,  si,  à  partir  d'un  point  quelconque  d*une  ligne 
courbe,  on  prend  un  arc  de  grandeur  arbitraire,  sa  cour- 
bure moyenne  variera  à  mesure  que  cet  arc  diminuera  indé- 
finiment ;  et  elle  tendra  vers  une  limite  déterminée,  qu'on 
appelle  courbure  de  la  ligne  au  point  que  l'on  considère. 
Cette  limite  est,  pour  employer  le  langage  reçu  dajis  le  cal- 
cul infinitésimal,  la  courbure  d'un  arc  infiniment  petit, 
par  rapport  à  l'unité  de  longueur,  cet  arc  commençant  au 
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poînl  que  ron  considère.  C'est  une  notion  importante  dans 
l'étendue  approfondie  de  la  constitution  d'une  courbe. 

422.  Si  Ton  considère  l'inclinaison  (f  de  la  tangente  sur 
un  axe  fixe,  comme  une  fonction  de  Tare  s  pris  à  partir  d'un 
point  fixe  quelconque  de  la  courbe,  la  courbure  o)  d'un  arc  h 
n'est  autre  chose  que  l'accroissement  de  la  fonction  (p  cor- 
respondant à  l'accroissement  h  de  l'arc  S]  on  sl  donc 

0»  =  MA, 

M  étant  une  quantité  finie  dépendant  de  la  valeur  de  s  rela- 
tive à  la  première  extrémité  de  l'arc,  et  de  sa  longueur  h. 

Si  donc  dans  les  deux  membres  on  changeait  5  en  5  +  Ai, 
et  qu'on  désignât  par  Ui  l'accroissement  correspondant  de  a>, 
on  aurait 

Si  hi  =::  /?,  on  a 

et  il  en  serait  de  même  pour  les  accroissements  d'ordre  plus 
élevé,  comme  nous  l'avons  vu  en  général  pour  toutes  les 
fonctions  (n**  82). 

123.  Dans  un  cercle,  la  courbure  d'un  arc  quelconque 
s'obtiendrait  en  multipliant  celle  d'un  arc  égal  à  l'unité  par 
la  longueur  de  l'arc  donné.  Dans  une  courbe  quelconque, 
il  n'en  sera  plus  ainsi  évidemment  ]  mais  si  l'on  ne  considère 
qu'un  arc  infiniment  petit,  le  produit  de  la  courbure,  en 
une  de  ses  extrémités,  par  sa  longueur,  en  donnera  la  cour- 
bure à  une  quantité  près,  infiniment  petite  par  rapport  à 
elle,  puisque  le  rapport  de  la  courbure  exacte  de  cet  arc  à 
jl'arc  même  ne  difiere  que  d'une  quantité,  infiniment  petite 
de  la  limite  que  nous  appelons  courbure  en  un  point*,  de 
sorte  que,  si  cette  courbure  d'un  arc  infiniment  petit  ne  doit 
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être  considérée  que  comme  élément  d'une  somme  dont  on 
cherche  la  limite,  il  n'y  aura  aucune  erreur  dans  le  résultat; 
et,  par  conséquent,  dans  la  recherche  de  la  courbure  d'un 
arc  fini  d'une  courbe  quelconque,  on  peut  agir  de  la  même 
manière  que  si  c'était  un  cercle,  pourvu  qu'on  partage  cet  arc 
en  parties  infiniment  petites,  et  que  pour  chacune  d'elles 
on  prenne  pour  courbure  de  l'unité  de  longueur  la  cour- 
bure  en  un  quelconque  de  ses  points. 

124.  Le  cercle  ayant  une  courbure  constante,  il  est  na- 
turel de  le  prendre  pour  terme  de  comparaison,  et  de  faire 
connaître  la  courbure  d'une  ligne  en  un  de  ses  points,  en 
donnant  le  rayon  du  cercle  dont  la  courbure  est  la  même. 
Ce  cercle  se  nomme  cercle  de  courbure,  et  son  rayon,  rayon 
de  courbure.  Si  on  le  place  tangentiellement  à  la  courbe  au 
point  que  Ton  considère,  en  tournant  sa  concavité  du  même 
côté  qu'elle,  son  centre,  considéré  relativement  à  ce  point 
de  la  courbe,  prend  le  nom  de  centre  de  courbure, 

La  courbure  d'un  cercle  en  un  de  ses  points,  ou  la  cour- 
bure d'un  arc  de  ce  cercle  égal  à  Tunité,  étant  le  rapport  de 
l'angle  de  ses  tangentes  extrêmes  ou  de  ses  normales  ex- 
trêmes à  la  longueur  même  de  cet  arc,  sera  égale  à  l'unité 
divisée  par  le  rayon  du  cercle,  puisque  nous  appelons  angle 
le  rapport  de  l'arc  au  rayon.  Il  s'ensuit  donc  que  la  cour^ 
bure  d'une  ligne  quelconque,  en  un  de  ses  points,  est  égale 
à  l' unité  divisée  par  le  rayon  de  courbure  en  ce  point. 

125.  Le  centre  de  courbure  est  la  limite  du  point  de 
rencontre  de  deux  normales  infiniment  voisines,  — Soient, 
en  efiet,  M  [fig-  5o  )  un  point  quelconque  d'une  courbe, 
MT  la  tangente,  M^N  la  tangente  au  point  infiniment  voi- 
sin M',  O  le  point  de  rencontre  des  normales  en  M,  M'.  Les 
quatre  points  M,  N,  M',  O  seront  sur  un  cercle  ayant  poiu* 
diamètre  NO,  dont  la  limite  est  la  même  que  celle  de  MO 
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OU  M 'O.  L'arc  de  ce  cercle  compris  entre  M  et  M'  diffère 
de  sa  corde  et,  par  suite,  de  Tare  MM'  de  la  courbe, 
d'une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  lui-même  ; 
on  pourra  donc  le  remplacer  par  ce  dernier,  sans  qu'il  en 
resuite  aucune  erreur  dans  les  limites  des  rapports. 

Mais  Tangle  inscrit  MOM'  est  égal  à  l'arc  de  cercle  in- 
tercepté divisé  par  le  diamètre  :  il  est  d'ailleurs  égal  à 

TNM'.  Donc     ^f^^^,  =  —,  l'arc  MNM'  étant  celui  du 

arcMI<(M'       NO 

cercle.  Le  remplaçant  par  l'arc  MM^  de  la  courbe,  on  aura, 
en  passant  aux  limites, 

,.    TNM'  I  I 


MM'        limNO       limMO 

TNM' 
Mais  lim        ,  >  étant  la  courbure  en  M,  est  égale  à  l'imité 

divisée  par  le  rayon  de  courbure. 

On  voit  donc  que  la  limite  de  MO  est  égale  au  rayon  de 
courbure;  et  le  centre  de  courbure  en  un  point  quelconque 
est  la  limite  du  point  de  rencontre  de  la  normale  en  ce 
point  avec  la  normale  infiniment  voisine. 

i26.  Les  courbures  des  deux  moitiés  d'un  arc  infiniment 
petit  du  premier  ordre  ne  peuvent  différer  que  d'un  infi- 
niment  petit  du  second.  —  Car  si  h  désigne  la  longueur 
de  cet  arc  et  eo',  cû''  les  courbures  des  deux  moitiés,  on 
aura 

«'  =  M-, 

M  étant  une  quantité  finie.  Mais  (ù"  n'étant  autre  chose  que 
la  valeur  que  prend  a>'  quand  on  change,  dans  M,  s  en 

j  -f-  -,  on  aura,  par  ce  qui  précède, 

Cah,  in/,  D.  —  I*  II 
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M' étant  une  quantité  finie.  On  voit  donc  que  les  courbures 
des  deux  moitiés  d'un  arc  infiniment  petit  du  premier  ordre, 
ne  peuvent  dilTérer  que  d'un  infiniment  petit  du  second 
ordre. 

127.  La  différence  entre  un  arc  infiniment  petit  et  sa 
corde  est  du  même  ordre  que  le  cube  de  l'aj'c,  —  En  effet*, 
l'arc  étant  compris  entre  la  corde  et  la  somme  des  tangentes 
extrêmes  diffère  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  quan- 
tités, moins  qu'elles  ne  diffèrent  l'une  de  l'autre. 

Or  les  angles  de  la  corde  avec  chacune  des  tangentes 
étant  moindres  que  celui  des  tangentes  entre  elles,  lequel 
est  du  même  ordre  que  l'arc,  sont  au  moins  de  cet  ordre  in- 
finitésimal. On  a  donc  un  triangle  dont  un  côté  est  infini- 
ment petit,  et  les  angles  adjacents  sont  du  même  ordre  au 
moins  que  ce  côté-,  d'où  il  suit  (n^  119)  que  la  différence 
de  ce  côté  à  la  somme  des  deux  autres  est  au  moins  du  même 
ordre  que  le  cube  du  côté,  ou  de  l'arc  qui  est  du  même  ordre 
que  le  côté.  Il  en  est  donc  ainsi,  à  plus  forte  raison,  de  la 
différence  de  l'arc  à  la  corde  ou  à  la  somme  des  tangentes. 
Ces  différences  seront  du  troisième  ordre  si  l'arc  est  du 
premier. 

128.  La  différence  d'un  arc  infiniment  petit  à  la  tan- 
gente menée  à  l'une  des  extrémités  de  l'arc  et  terminée  à 
l'ordonnée  menée  par  l'autre  est  de  l'ordre  du  carré  de 
l'arc. 

Soient  l'arc  MM'  (Jig»  5i),  MT  sa  tangente  terminée  à 
l'ordonnée  P'M';  il  s'agit  d'évaluer  l'ordre  infinitésimal  de 
la  différence  entre  MT  et  cet  arc. 

Remarquons  d'abord  en  général  que  la  portion  M'T  de 
l'ordonnée  est  du  second  ordre;  car  on  a  la  proportion 

M'T       sinM        ,,  ,      „.  MM'sinM 

MM'        sinT'  snT 
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Mais  nous  avons  vu  que  Tangle  M  est  au  moins  du  même 
ordre  que  Tare  ou  la  corde  MM',  et  sinT  est  fini  ]  donc  la 
partie  M'T  d'une  sécante  quelconque  jaisant  un  angle  fini 
auec  la  tangente  est  de  l'ordre  du  carré  de  MM'  ou  de 
Varc  proposé. 

Si  maintenant  on  abaisse  M'I  perpendiculaire  sur  MT, 
MI  différera  de  l'hypoténuse  MM'  d'un  infiniment  petit  de 
l'ordre  du  cube  de  MM'  au  moins  (n°  H?)^  de  plus  IT  est 
de  Tordre  du  carré  de  MM',  puisqu'on  a 

IT=::M'TcosT, 

et  IT,  étant  la  différence  de  MT  à  MI,  est  la  différence  de 
MTà  l'arc  MM',  en  négligeant  un  infiniment  petit  de  l'ordre 
du  cube  de  MM';  d'où  il  suit,  comme  nous  l'avons  annoncé, 
que  cette  dernière  diflérence  est  de  l'ordre  du  carré  de  l'arc. 
Elle  sera  donc  du  second  ordre  si  l'on  prend  l'arc  du  pre- 
mier. 

U  en  serait  de  même  pour  la  tangente  menée  au  point  M' 
et  terminée  à  l'ordonnée  MP.  L'une  de  ces  tangentes  est 
plus  grande  que  l'arc,  l'autre  plus  petite. 

429.  Remarque.  —  On  peut  conclure  de  ce  qui  précède 
que  les  longueurs  des  deux  normales  en  M,  M',  terminées 
à  leur  point  de  rencontre  O,  diilerent  d*une  quantité  qui  est 
au  moins  du  second  ordre*,  car  cette  différence  est  la  partie 
d'une  de  ces  normales  comprise  entre  le  point  M'  et  le 
cercle  décrit  deO  comme  centre  avec  OM  pour  rayon.  Or,  ce 
cercle  étant  tangent  à  la  courbe  en  M,  il  suffit  d'appliquer 
la  proposition  qui  vient  d'être  démontrée  sur  M'T.  La  diilë- 
rence  des  normales  est  donc  au  moins  du  second  ordre. 
Nous  pourrions  pousser  l'appréciation  plus  loin. 

On  peut  tirer  de  là  une  conclusion  qui  a  quelquefois  de 
l'utilité  dans  les  problèmes  de  Géométrie  :  c'est  qu'une 

II. 
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courbe  dont  les  normales  passent  toutes  par  un  même  point 
est  nécessairement  un  cercle.  En  effet,  en  partageant  un 
arc  fini  de  la  courbe  en  parties  infiniment  petites  du  pre- 
mier ordre,  les  accroissements  successifs  des  normales, 
comptées  à  partir  du  point  constant  de  leur  rencontre,  se- 
ront du  second  ordre,  et  la  limite  du  rapport  de  la  somme 
de  ces  accroissements  à  la  somme  des  arcs  sera  zéro.  Donc 
Taccroissement  total  de  la  normale  est  nul,  et  tous  les  points 
du  lieu  sont  également  distants  du  point  fixe.  Ce  lieu  est 
donc  un  cercle,  dont  le  point  fixe  est  le  centre. 

130.  Considérons  un  arc  infiniment  petit  a,  appartenant 
à  une  courbe  quelconque,  dont  les  arcs  pris  à  partir  d'une 
origine  fixe  sont  désignés  par  s\  partageons-le  en  parties 
égales  a  y  infiniment  petites  du  second  ordre,  si  a  est  re- 

gardé  comme  du  premier  5  ce  qui  veut  dire  que  —  tend 

vers  une  limite  finie,  lorsque  a  tend  vers  zéro.  Désignons 
par  (ù  la  courbure  d'un  quelconque  de  ces  arcs  a,  on  aura 
[n?  122) 

0»  =  Ma, 

M  désignant  une  quantité  finie. 

Comparons  maintenant  les  valeurs  extrêmes  o)',  o)^  de  u. 
Pour  avoir  co',  il  faudra,  dans  M,  mettre  pour  s  la  valeur 
correspondant  à  la  première  extrémité  ^  pour  avoir  a)'',  il 
faudra  changer  s  eus -h  h^  h  n'étant  autre  chose  que  a  —  a, 
et  par  conséquent  du  premier  ordre.  M  croîtra  donc  d'une 
quantité  du  premier  ordre,  que  l'on  pourra  désigner  par 
M]  a,  Ml  restant  fini  ^  d'où  il  suit 


«  —  M  ==  M|aa« 

Ainsi  la  différence  des  courbures  des  arcs  extrêmes  a 
cit  du  troisième  oj'dre. 
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131.  Expression  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'une 
extrémité  d'un  arc  infiniment  petit  sur  la  tangente  menée 
à  l'autre  extrémité. 

Soient  OB  [fig-  5â)  la  tangente  à  rextrémité  O  de  Tare 
OA  =  a  infiniment  petit  du  premier  ordre,  et  ÂB  la  per- 
pendiculaire, dont  nous  allons  chercher  l'expression  en 
fonction  de  la  longueur  a  de  Tare  et  de  sa  courbure  U,  en 
nous  assujettissant  à  ne  négliger  que  les  infiniment  petits  du 
troisième  ordre.  Pour  cela  nous  décomposerons  a  en  par- 
ties égales  a  infiniment  petites  du  second  ordre,  dont  le 
nombre  m  croîtra  indéfiniment  à  mesure  que  a  tendra  vers 
zéro. 

La  relation 

donne 

I       oc  *a 

—  r=  -     ou     m  =  -  » 

ma  at, 

de  sorte  que  —  est  infiniment  petit  du  premier  ordre,  et 

am  ou  —  est  une  quantité  finie. 

Cela  posé,  soit  MN  un  quelconque  des  arcs  a  qui  com- 
posent OA,  et  correspondant  à  0M=:7ia^  formons  le 
triangle  MNI  au  moyen  de  la  corde  MN,  de  la  parallèle  MI 
à  06  et  de  la  perpendiculaire  NI  \  AB  sera  la  somme  des  m 
valeurs  que  prendra  NI  quand  n  prendra  les  m  valeurs  o,  i , 
2,...,  (m  —  i)*,  c'est-à-dire  que  l'on  aura 

AJB  —  2MN  sinNMI, 

cette  somme  se  rapportant  aux  m  arcs  égaux  qui  composent 
OA.  Remarquons  d'abord  que  si,  dans  l'expression  générale 
de  l'élément  MN  sinNMI,  on  considère  un  terme  infini- 
ment petit  de  Tordre  /?,  il  fournira  dans  la  somme  un 
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terme  de  Tordre  p  — i.  En  effet,  on  peut  le  représenter 
par  haP^  h  étant  une  quantité  finie  variable.  La  somme  des 
m  valeurs  qu'il  prend  est  égale  à  la  somme  des  facteurs 
iû^  multipliée  par  une  moyenne  hi  entre  les  premiers  fac- 
teurs A,  c'est-à-dire  à  niki  cû*  :  ce  qui  est  évidemment  de 
Tordre  p  —  i ,  puisque  ma  est  une  quantité  finie.  Procédons 
maintenant  au  calcul  de  la  somme  en  question,  en  négli- 
geant dans  sa  valeur  totale  les  quantités  infiniment  petites 
du  troisième  ordre. 

Nous  voyons  d'abord  qu'à  ce  degré  d'approximation  nous 
pouvons  substituer  l'arc  a  à  sa  corde  MN,  car  leur  diffé- 
rence est  de  Tordre  de  a',  c'est-à-dire  du  sixième,  puisque 
a  est  du  second  \  et  comme  l'angle  NMI  est  moindre  que 
l'angle  y  que  la  tangente  en  M  fait  avec  OB,  augmenté  de  la 
courbure  o)  de  MN  et  à  plus  forte  raison  moindre  que  0 
qui  est  du  premier  ordre,  on  voit  qu'en  prenant  a  au  lieu 
de  la  corde  MN,  on  néglige  dans  l'expression  générale  de  NI 
une  quantité  du  septième  ordre,  au  moins.  Or,  d'après  la 
remarque  précédente,  elle  ne  pourra  donner  dans  la  somme 
qu'une  quantité  du  sixième  ordre  :  on  peut  donc  la  négliger 
au  degré  d'approximation  que  nous  nous  sommes  proposé, 
et  prendre  pour  valeur  de  AB  Texpressioiji 

Za  sinNMI. 

On  peut  encore  la  simplifier  en  remplaçant  sinNlVlI  par 
l'angle  NMI;  car,  leur  différence  étant  du  troisième  ordre, 
son  produit  par  a  sera  du  cinquième,  ce  qui  ne  produirait 
sur  AB  qu'une  erreur  du  quatrième.  Donc  nous  pouvons 
prendre  pour  NI  l'expression  plus  simple 

aNMI. 

Et  même  nous  pouvons  remplacer  NMI  par  op  dont  il  difiere 
d'un  angle  moindre  que  la  courbure  de  MN,  qui  est  du  se- 
cond ordre  \  car  nous  négligeons  ainsi  dans  aNMI  une  quan- 
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lité  du  quatrième  ordre  qui  ne  pourrait  aiTecter  AB  que 
d'une  erreur  du  troisième  ordre,  que  nous  devons  négliger. 
Ainsi,  au  degré  d'approximation  demandé,  nous  pouvons 

prendre 

AB  =  Ifa. 

n faut  maintenant  exprimer  (f  au  moyen  de  Tare  OM  =na^ 
afin  de  pouvoir  effectuer  cette  sommation. 

Cet  angle  f  n'est  autre  chose  que  la  somme  des  cour- 
bures (0  des  n  premiers  arcs  a  ^  et  si  elles  étaient  toutes 
égales  k  la  courbure  ci>'  du  premier,  cp  serait  égale  kn(ù'\  or 
il  est  facile  de  voir  qu'on  peut  les  considérer  ainsi,  au  degré 
d' approximation  demandé . 

En  effet,  d'après  le  n^  130,  une  quelconque  des  diffé- 
rences <ù  —  w'  est  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre. 
Ainsi  la  difiérence  de  f  knoi/  est  égale  à  n  quantités  du  troi- 
sième ordre,  et  peut  se  mettre  sous  la  forme  A/za',  A  étant 
fini^  or  cette  quantité  est  moindre  que  A  ma*,  qui  est  du  se- 
cond ordre,  puisque  ma  est  fini  ^  donc  A/ia*  est  au  moins  du 
second  ordre.  En  prenant  donc  9  =  no)',  l'erreur  est  du  se- 
cond ordre,  et  fa  est  en  erreur  d'une  quantité  du  quatrième, 
qui  ne  produira  sur  la  somme  S  cfa  qu'une  erreur  du  troi- 
sième, que  nous  devons  négliger.  Nous  pouvons  donc  nous 
borner  à  la  valeur  beaucoup  plus  simple 

AB  =  £/i  ao»' =  a»' £/z  ; 

mais  n  passant  par  toutes  les  valexirs  de  o  à  m  —  1 ,  on  a 

m(m  —  i) 
2,1—  -J L 

Donc 

AB  = ' —  =  (/«  —  i)»'-- 

Mais  on  peut  substituer  ma  m  —  i ,  vu  qu'il  n'en  résulte 
pour  AB  qu'une  erreur  du  troisième  ordre  :  et  par  les  mêmes 
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raisons  que  prëcédemment,  m&>'  ne  dif!%re  de  la  somme  des 
courbures  îù  des  m  arcs  et  que  d'une  quantité  du  second 
ordre.  Substituant  cette  somme  il  k  mo)',  il  n'en  résultera 
donc  sur  AB  qu'une  erreur  du  troisième  ordre  et,  au  degré 
d'approximation  demandé,  on  aura  enfin 

ad 

2 

ce  qui  donne  le  théorème  suivant  : 

La  perpendiculaire  abaissée  d'une  extrémité  d'un  arc 
infiniment  petit  du  premier  ordre,  sur  la  tangente  m,enée 
à  Vautre  extrémité,  est  égale  à  la  moitié  du  produit  de 
l'arc  par  sa  courbure,  à  un  infiniment  petit  près  du  troi" 
sième  ordre. 

432.  L'angle  formé  par  la  corde  d'un  arc  infiniment 
petit  du  premier  ordre,  avec  la  tangente  au  milieu  de  cet 
arc,  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre. 

Soient  A  A'  cet  arc,  O  son  milieu,  et  B'OB  la  tangente  ;  la 
corde  AA^  fait  avec  BB'  un  angle  dont  le  sinus  est  égal  à  la 
différence  des  perpendiculaires  AB,  A'B',  divisée  par  la 
corde.  Soient  Q,  ft'  les  courbures  des  deux  moitiés  OA,  OA', 
on  aura,  d'après  le  numéro  précédent,  eu  désignant  par  aa 
la  longueur  de  l'arc  AA^, 


et,  par  suite. 


AB=r — ,     A'B  = ; 

2  2 


AB  — A'B'=r(n  — ft')-. 

^  2 


Or  nous  avons  vu  (n®  12â)  que  la  différence  des  courbures 
de  deux  arcs  égaux  consécutifs,  infiniment  petits  du  premier 
ordre,  est  du  second^  donc  ù  —  û'est  du  second  ordre  et, 
par  suite,  la  différence  AB  —  A'B'  est  du  troisième  :  son 
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rapport  AA'  est  donc  da  second.  Ainsi  le  sinus  de  l'angle 
de  AB  avec  la  tangente  au  milieu  O  de  l'arc  sous-tendu  est 
du  second  ordre;  et  par  conséquent  aussi  cet  angle  lui- 
même  est  infiniment  petit  du  second  ordre,  comme  nous 
l'avions  annoncé. 

i33.  Remarques  DIVERSES.  —  Les  perpendiculaires  AB, 
A'B'  étant  du  second  ordre,  celle  qu'on  abaisserait  du  idi- 
lieu  I  de  AA'  serait  aussi  du  second  ;  il  en  serait  de  même 
évidemment  de  la  perpendiculaire  élevée  de  I  sur  AA'  et  ter- 
minée à  BB',  ou  à  la  courbe,  et  encore  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  O  sur  AA\ 

Remarquons  encore  que  dans  le  triangle  rectangle  OAB, 
le  côté  OB  et  l'angle  O  étant  du  premier  ordre,  la  difTérence 
de  l'hypoténuse  OA  à  OB  sera  du  troisième  ordre.  Donc 
aussi  la  différence  de  l'arc  OA  à  OB  sera  du  troisième 
ordre. 

Si  l'on  avait  en  O  [fig*  53)  une  seconde  courbe  tan- 
gente à  la  première  et  ayant  même  courbure  en  ce  point,  et 
que  l'on  prit  un  arc  OAi  =  OA,  la  perpendiculaire  A|B| 

serait,  au  troisième  ordre  près,  égale  à  -—'*  Six  étant  la 

courbure  de  l'arc  OA|,  dont  le  rapport  à  A  a  l'unité  pour 

A  B 
limite  par  hypothèse.  Donc  la  limite  du  rapport  -^  estl'u- 

nité,  et,  par  conséquent,  la  différence  de  Ai  61  à  AB  est  in- 
finiment petite  par  rapport  à  AB,  et,  par  conséquent,  d'un 
ordre  supérieur  au  second. 

De  plus,  on  voit  que  BB| .  sera  au  moins  du  troisième 
ordre,  puisque  c'est  la  différence  de  OB  et  OBi  qui  difierent 
des  arcs  égaux  OA,  OAi  de  quantités  du  troisième  ordre.  Il 
en  résulte  que  AAi  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  dont  un 
côté  est  d'un  ordre  supérieur  au  second,  et  l'autre  au  moins 
du  troisième,  et,  par  conséquent,  AA|  est  d'un  ordre  supé- 
rieur au  second. 


■  7^  LITRE  I. 

Il  est  encore  important  de  remarquer  que  la  longueur 
d*une  corde  AS  comprise  entre  deux  courbes  ayant  même 
courbure  en  O,  et  dont  la  direction  limite  fait  un  angle  fini 
avec  la  tangente  commune  en  O,  est  d'un  ordre  supérieur 
au  second.  Car  on  a 

sinAi 


AS  =  AA, 


sinS' 


et  comme  sinS  reste  fini,  AS  est  au  moins  du  même  ordre 
que  AAf. 

Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  considère  le  cercle  de  cour- 
bure d'une  courbe  quelconque,  qu'à  partir  du  point  de  cou- 
tact  on  prenne  un  arc  infiniment  petit  du  premier  ordre,  et 
que  de  son  extrémité  on  mène  une  sécante  faisant  un  angle 
fini  avec  la  tangente,  la  partie  comprise  entre  les  deux 
courbes  sera  d'un  ordre  supérieur  au  second. 

ISI*.  Si  l'on  mène  une  tangente  parallèle  à  la  corde  A  A', 
l'arc  MT  (fig-  53),  compris  entre  son  point  de  contact  T  et 
le  milieu  M  de  l'arc,  ayant  pour  courbure  l'angle  de  ses  tan- 
gentes extrêmes,  qui  est  le  même  que  celui  de  la  corde  et 
delà  tangente  au  milieu,  sera  infiniment  petit  du  second 
ordre,  comme  ce  dernier  ',  d'où  il  résulte  cette  proposition  : 

L'arc  compris  entre  le  milieu  d'un  arc  infiniment  petit 
du  premier  ordre  et  le  point  de  contact  de  la  tangente 
parallèle  à  la  corde  de  cet  arc  est  infiniment  petit  du  se- 
cond ordre. 

Si  sur  le  milieu  I  de  la  corde  A A^  {fig*  ^4  )  on  élève  une 
perpendiculaire,  elle  rencontre  l'arc  en  un  point  P,  égale- 
ment distant  de  A  et  A^  Or  chacune  des  cordes  égales  AP, 
AT  ne  différant  de  l'arc  qu'elle  sous-tend  que  d'un  infini- 
ment petit  du  troisième  ordre,  les  deux  arcs  AP,  A'P  ne 
peuvent  avoir  entre  eux  qu'une  différence  du  même  ordre. 
Mais  cette  différence  est  le  double  de  PM,  puisque  M  est  le 
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milieu  de  l'arc  entier  :  donc  MP  est  inGniment'  petit  du 
troisième  ordre. 

Ainsi  : 

MT  est  infiniment  petit  du  second  ordre; 

MP  est  du  troisième  ; 

et,  par  suite,  TP  est  du  second. 

135.  Si  Ton  joint  le  point  I  aux  points  M,  T,  et  qu'on 
mène  les  cordes  PM ,  TP,  la  première  sera  du  troisième 
ordre  et  la  seconde  du  second,  comme  leurs  arcs  respec- 
tifs. 

Or  nous  avons  vu  que  IP  est  du  second  :  donc  V angle 
PIM  est  infiniment  petit  (n®  118).  Mais  dans  le  triangle 
TIP  les  côtes  TP,  PI  étant  du  même  ordre,  le  rapport  des 
sinus  des  angles  opposés  a  une  limite  finie,  et,  par  con- 
séquent, ces  deux  sinus  ont  des  limites  finies  ou  tendent 
tous  deux  vers  zéro.  Or  ce  dernier  cas  ne  peut  arriver  :  car 
il  faudrait  pour  cela  que  le  troisième  angle  en  P  tendit 
vers  deux  droits  ou  vers  zéro,  ce  qui  n'est  pas,  puisque  la 
direction  TP  est  infiniment  voisine  de  celle  de  la  tan- 
gente en  M,  et,  par  conséquent  de  celle  de  AA',  à  laquelle 
IP  est  perpendiculaire;  donc  V angle  TIP  a  une  limite 
finie. 

Ainsi,  en  joignant  le  milieu  de  la  corde  au  milieu  de 
l'arc  et  au  point  où  la  tangente  est  parallèle  à  la  corde, 
on  a  deux  directions,  dont  la  première  a  une  limite  per^ 
pendiculaire  à  la  corde,  et  la  seconde  oblique. 

136.  Les  angles  formés  par  les  tangentes  aux  extrémi-- 
tés  d'un  arc  infiniment  petit  avec  sa  corde  peui^ent  être 
regardés  comme  égaux  et  les  tangentes  comme  égales,  en 
négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre. 

Soient  AA'  ij^g'  ^^)  ^^^  ^^^  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordre;  AY,  A' Y  ses  tangentes  extrêmes,  dont  l'angle 
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extérieur  Y  mesure  la  courbure  de  l'arc  AA^  La  tangente 
menée  au  milieu  M  de  cet  arc  fait  avec  AV,  A'V  des  an- 
gles MTV,  MT' V  égaux,  au  second  ordre  près,  comme  me- 
surant les  courbures  des  arcs  égaux  AM,  A^M  {n?  126). 
Or  ces  deux  angles  diflèrent  des  angles  respectifs  A,  A'  de 
l'angle  même  des  deux  droites  TT^,  AA',  lequel  est  du  se- 
cond ordre.  Donc,  comme  nous  l'avions  annoncé,  les  angles 
des  tangentes  extrêmes  ai^ec  la  corde  sont  égaux,  à  un  in- . 
finiment  petit  près  du  second  ordre,  et  donnent  la  mesure 
de  la  demi-courbure  de  l'arc,  à  ce  même  degré  d'ap^ 
proximation. 

Cela  posé,  il  est  facile  de  prouver  qu'il  en  est  de  même 
des  côtés  AV,  A' V  du  triangle  AVA'.  En  eflfet,  on  a 

A^V_  sinA 
AV  ""  sinA'' 

et  comme  la  limite  de  -; — --  est  la  même  que  celle  de  —» 

smA  *  A 

qui  est  égale  à  l'unité,  il  en  résulte 

,.    A'V 

Il  est  facile  d'ailleurs  d'apprécier  l'ordre  de  la  différence 
A'V  —  AV.  En  effet,  l'équation  précédente  donne 

.    A  — A'       A-f-A' 

A  1^7  ATT  'A  •        Af  ^  ^m    COS  

AV  —  AV  __  sinA — smA' a  9. 

ÂV        ~         sinA'         ""  sinA'  ' 

ce  qui  est  une  quantité  infiniment  petite  du  premier  ordre, 

\ A' 

puisque est  du  second  et  sinA'  du  premier.  Le  rap- 

port — —  étant  du  premier  ordre,  A'V  —  AVest  du  se- 
cond. 
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Donc  les  longueurs  des  tangentes  extrêmes  sont  égales, 
^au  second  ordre  près, 

137.  Les  angles  inscrits  dans  un  segment  dont  l'arc  est 
infiniment  petit  du  premier  ordre  sont  égaux,  au  second 
ordre  près;  leurs  suppléments  mesurent  la  moitié  de  la 
courbwe  de  l'arc,  au  même  degré  d'approximation. 

Soient  l'arc  AA'  {fig*  55  bis  )  et  un  angle  inscrit  quel- 
conque AMA'.  Si  Ton  mène  la  tangente  TMT',  l'angle  UMA' 
sera  partagé  en  deux  angles,  dont  Tun  mesure  la  demi- 
courbure  de  A' M,  et  Taulre  celle  de  AM.  Donc  l'angle 
UhLli! peut  être  regardé  comme  constant  et  égala  la  demi- 
courbure  de  AA',  au  second  ordre  près. 

L'angle  inscrit  AMA'  est  donc  aussi  constant,  au  second 
ordre  près. 

138.  Expression  du  rayon  de  courbure,  au  moyen  d'in^ 
finiment  petits  du  second  ordre,  —  Considérons  une  courbe 
rapportée  à  un  système  de  coordonnées  rectangles  x^y^  que 
nous  regarderons  comme  fonctions  d'une  même  variable 
indépendante  t.  Désignons  par  A,  Â:,  /  les  accroissements 
infiniment  petits  que  prennent  x^  y  et  Tare  de  la  courbe, 
quand  t  prend  un  accroissement  a-^  et  par  Aj,  ^i,  /|  les 
accroissements  de  h^  ket  l  correspondant  à  un  nouvel  ac- 
croissement a  donné  à  t. 

Soit  M  {Jig'  56)  un  point  quelconque  de  la  couibe  ^  AP, 
MP  ses  coordonnées  x,  y  correspondant  à  la  valeur  t  de  la 
variable  indépendante.  Lorsque  t  croit  de  a,  x  eiy  croissent 
de  quantités  PP|  =  A,  Qt  Mi  =  k^  et  déterminent  le  point 
Ml  de  la  courbe,  dont  les  coordonnées  seront  APi  =  x  +  /t, 
V,M,=y-^k. 

Si  dans  ces  fonctions  de  t  on  fait  encore  croître  t  de  or, 
APi  on  x-hh  prendra  un  accroissement  égal  à  la  somme 
de  ceux  que  prendront  les  deux  parties  a:  et  A,  c'est-à-dire 
h  +  /ij.  De  même  M|  Pi  ou^^  +  A:  croîtra  de  A:  -}-  A*!. 
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Soieni 

P,P,  =  A  -H  hij    Q,M,  =  ^  -h  X„ 

on  aura  ainsi  un  nouveau  point  M 9  de  la  courbe. 

Prenons  Pi  P'  =  PPi  =  A,  menons  Mj  I  parallèle  à  AX, 
et  la  droite  MMi  qui  coupe  en  M',  V  les  parallèles  à  AY 
partant  de  P',  Pt  ;  on  aura 

P'P,  =  A„     —  M'I  =  M,Q,— M,Q.=:A,    WmIz=A]-^A]. 

En  négligeant  les  infiniment  petits  du  troisième  ordre, 
on  peut  prendre  les  cordes  MMj,  M|  M^  au  lieu  des  arcs 
quelles  sous-tendent  et  dont  les  valeurs  sont  /,  /+/i^  on 
peut  donc  écrire  MMt  =  M'Mj  =  /,  M,  Mj  =  /  -f-  A,  et  par 
suite  II  =  Ml  Ml —  M,  M'.  Abaissant  M'D  perpendiculaire 
sur  Ml  Ms,  on  a,  au  troisième  ordre  près, 

M,  D  =  M|  M,  —  M,  M'  =  M,  Mj—  MM,  j     donc     M,D  =  /,. 

Désignant  par  (ù  la  courbure  de  Tare  MMi,  on  aura 
M'MiM,  =  û)(n«  137),  et  comme  M'D  =  MiM'sinM'MiM„ 
on  aura 

M'D  rrr  /»  =  ^AJ -f- /?  — /f  , 

d'où  Ton  tire,  pour  expression  de  la  courbure  de  Tare  infini- 
ment petit  /, 

6>-    -^ , 

et  le  rayon  de  courbure  R,  qui  est  la  limite  de  -9  axira  pour 
expression 

n 
R  =  lim 


y//,j4./.J-,/j 


Rehâuque.  —  Si  Ton  mène  la  tangente  MV  en  M,  on 

aura 

M,r  — 2M,V. 

En  effet,  nous  avons  vu  que  l'angle  VMi  M|  mesure  la 
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courbure  de  Tare  MMi,  tandis  que  YMMi  ^'^^  mesure  que 
la  moitié  9  on  a  donc 

V'M.M,  =  2VMM„ 

et  comparant  les  valeurs  de  VMj,  VM|  dans  les  triangles 
MVMi,  MiV'Mi,  on  trouve  immédiatement 

lim =1^  2, 

M.V  ' 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

139.  Si  sur  deux  courbes  tangentes  on  prend,  à  partir 
du  point  de  contact,  des  arcs  infiniment  petits  égaux,  la 
droite  qui  joint  leurs  extrémités  a  pour  direction  limite 
celle  de  la  normale  commune. 

Soient  M  [fig-  87)  le  point  de  contact,  MM' =  MM, , 
et  supposons  d* abord  que  les  deux  courbes  soient  de  côtés 
ditTérents  de  la  tangente  commune.  Dans  le  triangle  rec- 
liligne  MM'Mi,  la  difl'érence  des  côtés  MM',  MM,,  que 
nous  considérerons  comme  infiniment  petits  du  premier 
ordre,  est  du  troisième  ordre,  puisque  les  arcs  sont  égaux  ; 
de  plus,  l'angle  compris  M,  étant  la  somme  de  ceux  que 
chaque  corde  fait  avec  la  tangente,  est  aussi  du  premier 
ordre  (n^  136).  Donc  les  limites  des  angles  M',  M,  sont  des 
angles  droits  (n^  12^))  ^t  comme  les  directions  des  côtés 
MM',  MM,  ont  pour  limite  celle  de  la  tangente  en  M,  il  en 
résulte  que  la  limite  de  la  direction  de  M'M,  est  celle  de  la 
normale  au  point  M. 

Mais  si  les  courbures  étaient  dans  le  même  sens,  les  deux 
arcs  MM',  MM,  seraient  du  même  côté  de  la  tangente,  et 
Tangle  M  serait  la  diiTérence  des  deux  angles  du  premier 
ordre  que  les  cordes  font  avec  la  tangente  commune.  Cet 
augle  pourrait  donc  ne  pas  être  du  premier  ordre,  comme 
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dans  le  cas  précédent,  et  l'on  peut  craindre  que  la  consé- 
quence ne  soit  pas  la  même.  Qr  nous  avons  démontré  que 
ces  angles  ne  diûerent  des  moitiés  des  courbures  des  arcs, 
que  de  quantités  du  second  ordre.  Si  donc  les  courbures  des 
deux  courbes  en  M  sont  dilTérentes,  ce  qui  est  le  cas  gëné« 
rai,  les  deux  angles  qui  mesurent  les  courbures  des  arcs 
IViM',  MMi  diffèrent  d'une  quantité  du  même  ordre  que  ces 
arcs,  puisque  les  limites  finies  des  rapports  de  ces  angles  à 
la  longueur  de  Tare  sont  inégales.  Ainsi,  en  laissant  décote 
les  points  particuliers  où  la  courbure  est  la  même,  Tangle  M 
sera  toujours  du  premier  ordre,  et,  par  suite,  les  angles  INf ', 
Ml  ont  pour  limites  des  angles  droits.  Donc  la  limite  de  la 
direction  MIM-x  est  généralement  celle  de  la  normale  com- 
mune. 


Exemples  de  la  détermination  des  centres  de  courbwe. 

140.  Cjrcloïde.  —  Soit  T  [fig*  58)  le  point  de  contact  du 
cercle  générateur  correspondant  au  point  quelconque  M  de 
la  cycloïde.  Nous  savons  qu'en  prenant  sur  le  cercle  un  arc 
infiniment  petit  MI,  menant  IM'  parallèle  à  AB  et  égal  à 
MI,  puis  prenant  TF  =  MI  =  IM',  le  point  M'  appartient 
à  la  cycloïde,  et  T'  est  le  point  de  contact  correspondant  du 
cercle  générateur  avec  la  base. 

Cela  posé,  MT,  M^T'  sont  deux  normales  infiniment 
voisines,  et  la  limite  de  leur  point  de  rencontre  N  est,  d'a- 
près ce  qui  précède,  le  centre  de  courbure  de  la  cycloïde, 
correspondant  au  point  M. 

Or,  si  l'on  joint  IT  et  qu'on  mène  MK  parallèle  à  AB, 
on  aura  HK  =  TT',  et  l'on  reconnaît  facilement  que  le  rap- 
port de  MH  à  MI  et,  par  suite,  à  TT'  tend  vers  l'unité  \  car, 
dans  le  triangle  rectiligne  MIH,  les  deux  angles  I  et  H  ont 
une  même  limite  finie.  En  effet,  la  corde  MI  a  pour  direc- 
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Uoa  limite  celle  de  la  tangente* MU  au  cercle;  et  la  direc- 
tion IHT  a  pour  limite  celle  de  MT  ;  donc  Tangle  I  du 
triangle  a  pour  limite  TMU.  L'angle  H  du  même  triangle, 
ou  son  égal  THK,  a  évidemment  pour  limite  TMK.  Or  cet 
angle  est  égal  à  TMU,  puisque,  d'après  les  propriétés  con- 
nues du  cercle,  MT  est  la  bissectrice  de  UMK  ;  donc  la  li- 
mite du  rapport  des  côtés  MH,  MI  est  Tunité.  Il  en  est  donc 
de  même  de  la  limite  du  rapport  de  MH  à  l'arc  MI,  ou  à 

son  égal  TT'.  Donc  la  limite  du  rapport  -==  est  a.  Mais  le 

rapport  -=j  est  constamment  égal  à  -==••  Donc  la  limite  de 

MN  est  2MT,  et  Ton  aura  le  centre  de  courbure  O  en  pre- 
nant TO  =  TM.  ' 

^insi  dans  la  cycloïde  le  rayon  de  courbure  est  double 
de  la  normale. 

\  41 .  Ellipse  rapportée  à  ses  foyers.  —  Soient  F,  F' 
{fig-  59)  les  deux  foyers,  a,  b  les  deux  demi-ax^s,  ^,  5'  les 
rayons  vecteurs  d'un  point  quelconque  M  de  Tellipse,  M'  un 
second  point  infiniment  voisin  de  M  ;  MO',  M'O'  les  bis- 
sectrices des  angles  F'MF,  F'M'F,  qui  seront  les  normales 
en  M,  M'.  Le  rayon  de  courbure  en  M  sera  la  limite  du  rap- 
port -7y->  puisque  l'angle  O'  des  normales  est  égal  à  celui 

des  tangentes  aux  extrémités  de  l'arc  MM'. 

Comme  nous  n'avons  en  vue  qu'une  limite  de  rapports, 
nous  pourrons,  d'après  les  remarques  faites  précédemment 
(n^  11^})  remplacer  les  quantités  infiniment  petites  par 
d'autres,  dont  le  rapport  avec  elles  aura  l'unité  pour  limite, 
et  écrire,  comme  si  elles  étaient  exactes,  les  équations  où 
elles  entreront  :  nous  avons  démontré  que  le  résultat  cher- 

ché  lim  —f  n'en  sera  aucunement  altéré.  Nous  donnons 

Cakulin/. V. -^  U  il 
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ainsi  un  premier  exemple  de  ce  moyen  si  commode  de  sim- 
plification. Rien  ne  sera  plus  facile,  au  reste,  que  défaire 
les  mêmes  calculs  en  conservant,  comme  nous  l'avons  fait 
jusqu'ici,  l'exactitude  absolue  des  équations. 

Les  deux  triangles  F'MI,  O'IAf  '  ayant  un  angle  égal,  la 
somme  des  deux  autres  est  la  même  de  part  et  d'autre  ;  d'on, 
en  désignant  par  F^  l'angle  infiniment  petit  MF'M^,  par  co 
l'angle  donné  F'MO',  et  de  même  par  F  et  ft/  les  angles 
MFM',  F'M'O', 

et  de  même 

d'où,  en  ajoutant, 


20'=F-f-F. 


Ainsi,  en  désignant  par  R  le  rayon  de  courbure  cherché, 
oii«ora 

Nous  allons  calculer  les  angles  F,  F'  dans  les  triangles 
FRIM',  F'MM',  en  les  substituant  à  leurs  sinus  ;  nous  sub- 
stituerons de  même  l'arc  MM' à  sa  corde,  nous  substitue- 
rons à  la  direction  de  la  corde  MM'  celle  de  la  tangente  en 
M,  et  aux  angles  des  rayons  vecteurs  avec  MM',  les  limites 
de  ces  angles,  c'est-à-dire  le  complément  de  w.  Les  valeurs 
de  F,  F'  ainsi  calculées  nedifiereront  des  véritables  que  de 

quantités  infiniment  petites  par  rapport  à  elles-mêmes,  et, 

MM' 

par  conséquent,  la  limite  du  rapport  -;= — ^  ne  sera  pas  al- 
térée. 

Nous  trouveron^de  cet«e  manière 

WM'cos«       ^,      MM'cos» 
g  =="■■" 'y '   "'1     «  =^=  ■  ■  v^  ■"■»! 

d'où 

'C09«» 


■> 
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em^ursaile. 


aco&o> 


Or  on  sait  que  cosw  =  -^»  et  que  la  longueur  n  de  la 
normale  MN  a  pour  expression 

d'où  résultent  les  fermules  iuiratttes  : 

a       cos  6»        « 
cos'u  atf  0* 

OU,  en  désignant  par  pie  demi-pcramètre, 

F' 

Cette  formule  s'applâqiie  égalennent  à  Thyperbote  et  k  la 
parabole. 
GeUe  de  ces  fonnuk»  cpii  donne  pour  R  la  eosiatmctioa  la 

plus  facfle  est  R  =  — j—  qui  montre  que  le  rayon  de  cour- 
bore  projeté  d*abord  sur  MF',  puis  de  U  sur  la  normale, 
donne  la  longueur  mèjne  de  U  noniiale  MN.  U  en  j^ésulte 
que  si  au  poijU N  on  élève  une  perpeBidJyculaire  k  MN^  qu'au 
point  H  où  elle  coupe  F 'M  on  élève  une  perpendiewlaire  à 
F'M,  son  point  de  reacontre  Ç  avec  la  normale  sera  le 
centre  de  coiu*bure. 

142.  Le  théorème  suivant  a  été  démontré  par  Newton. 
(Princ,  section  III,  prop.  1 1 .) 
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Si  dans  \^fig>  Sp  on  mène  M'Q,  M'P,  la  première  paral- 
lèle et  la  seconde  perpendiculaire  i  FM,  Q  étant  le  point 
de  rencontre  de  la  première  avec  la  tangente  en  M,  et  P  de 
la  seconde  avec  FM,  on  aura 


,.      M'P          2Ô* 
lim  ■  ,,^  -  =:: • 

M'Q  a 

En  effet,  la  distance  iniSniment  petite  de  M'  à  la  tangente 

3 

peut  être  considérée  comme  égale  à  — =r-  ^  donc 


^     _      MM_      j.j^|i^^y5    M'P=:MM'cos«. 

2Rcosoi 

Donc,  en  ne  considérant  que  la  limite  du  rapport,  on  peut 
écrire 

»Fp'         ^      .  2ft» 

r777r-  =  aROOS*0l  =  2/ZCOS6I  = • 

M  Q  a 

143.  Spirale  logarithmique.  —  Soient  M,  M'  (fig-  60) 
deux  points  infiniment  voisins,  A  le  pôle  MO,  M'O  les  deux 
normales  en  M,  M'^  il  s'agit  de  trouver  la  limite  du  point  O. 
Les  rayons  vecteurs  AM,  AM'  étant,  comme  nous  l'avons 
vu,  également  inclinés  sur  les  normales  correspondantes, 
les  angles  A  et  O  sont  égaux,  et  les  quatre  points  A,  M,  M', 
O  sont  sur  un  même  cercle.  Maïs  lorsque  M'  tend  vers  M, 
ce  cercle  tend  à  devenir  tangent  à  la  spirale  en  M,  puisque 
la  sécante  commune  MM'  tend  vers  la  tangente  à  la  spirale; 
donc  ce  cercle  à  la  limite  a  pour  normale  MO  :  son  centre  est 
donc  sur  MO^  la  limite  C  deO,  ou  le  centre  de  courbure 
est  donc  l'extrémité  du  diamètre  de  ce  cercle,  dont  M  est 
l'autre  extrémité.  L'angle  MAC  est  donc  droit,  et  Ton  a  le 
centre  de  courbure  en  élevant  en  A  une  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur,  et  chercbant  sa  rencontre  avec  la  normale. 
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CHAPITRE  XIX 

DÉVELOPPÉES  DES  œURBES  PLANES. 


144.  Si,  sur  chacune  des  normales  à  une  courbe  plane 
quelconque  )  on  considère  le  centre  de  courbure  correspon* 
dant,  qui  est  la  limite  de  la  rencontre  de  cette  normale  avec 
une  normale  infiniment  voisine,  on  obtiendra  pour  lieu  de 
ces  centres  une  courbe  tangente  à  toutes  les  normales 
(n^  76).  Cette  courbe  se  nomme  la  développée  de  la  pre* 
mière,  et  celle-ci  s'appelle  la  développante  de  l'autre.  Les 
développées  jouissent  d'une  propriété  remarquable,  à  la- 
quelle elles  doivent  leur  nom,  et  que  nous  allons  faire  con- 
naître. 

Soient  M  (fig-  6i)  un  point  quelconque  d'une  courbe, 
MO  sa  normale,  O  le  centre  de  courbure,  M' un  point  de  la 
courbe,  distant  de  M  d'une  quantité  infiniment  petite  du 
premier  ordre,  O^  le  centre  de  courbure  correspondant;  les 
deux  droites  MO,  M'O'  seront  tangentes  à  la  développée 
aux  points  O  et  O^.  Or,  comme  la  longueur  MO  du  rayon  de 
courbure  dépend  de  la  position  de  M,  ou  de  la  longueur  de 
l'arc  de  la  courbe  donnée,  compté  à  partir  d'une  origine 
quelconque  sur  la  courbe,  on  peut  regarder  MO  comme  une 
fonction  de  l'arc  ;  ainsi,  d'après  un  principe  posé  précé- 
demment, l'accroissement  infiniment  petit  de  MO,  ou  la 
différence  M'O'. —  MO,  sera  généralement  de  même  ordre 
que  MM';  et  de  même  TaccroissementOO'  de  l'arc  de  la 
développée  sera  de  l'ordre  MM',  puisque  l'arc  de  la  déve* 
loppée  est  aussi  une  fonction  de  celui  de  la  proposée. 
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Maintenant  il  est  facile  de  reconnattre  que  la  longueur  de 
Tare  OO',  et  la  difTërence  des  deux  rayons  de  courbure  MO, 
M'O'  ne  peuvent  différer  que  d'une  quantité  infiniment  pe- 
tite par  rapport  à  elles^német. 

En  effet,  élevons  en  M  et  O  des  perpendiculaires  à  MO, 
qui  rencontrent  la  normale  M'O'  en  T  et  H.  La  partie  ïiVI' 
est  d*un  ordre  supérieur  au  premier,  puisque  MT  est  tan- 
gente et  que  la  direction  HT  n'a  pas  pour  limite  celle  de  la 
tangente  (n^  128).  De  plus,  la  longueur  HT  ayant  MO  pour 
projectkai  9nr  la  mormale  avec  laquelle  sa  direction  fait  un 
angle  infiniment  petit  du  pFemîer  ordre,  la  diâereace  entre 
OM  et  HT  MTa  infimment  petite  du  second  ordre.  Done  la 
différence  entre  M'H  et  MO  sera  iafiniment  petke  d'un 
ordre  «Kpérîeur  an  premier,  puisqu'il  es  est  ainsi  de  la  par- 
tie TM',  dont  nom  n'avons  pas  cherdié  à  préciser  exacte- 
ment l'ordre. 

n  suit  de  là  q«e  la  difierence  entre  M'O'  et  MO  sera  HO', 
à  tme  quantité  près  d'un  ordre  supérieur  au  premier.  Or 
l'arc  OO'  et  la  tangente  O'H  à  la  développée  ont  une  difle- 
rence  du  second  ordre  (n^  128)  :  donc  enfin  OO'  et 
M'O'  —  MO  ne  peurent  avoir  qu'nne  différence  infiniment 
petite  par  rapport  a  eUes^nèmcs  ;  et,  par  conséquent,  si  l'on 
considère  la  somme  d'arcs  infiniment  petits  00' formant  ma 
arc  fini  déterminé  de  la  développée,  cet  arc  sera  égal  à  la 
limite  de  la  somme  des  accroissements  successifs  des  rayons 
de  courbure.  Et,  comme  cette  somme  d'accroissements  n'est 
antre  chose  que  l'accroisisemenit  total,  ou  la  différence  des 
rayons  de  courbures  extrêmes,  on  arrive  à  cette  conclusion  : 
Un  arc  fini  de  la  développée  d'une  courbe  fuelconfue  est 
égal  à  la  différence  des  deux  rayens  de  courbure  de  cette 
courbe,  correspondant  aux  deux  extrémités  de  cet  arc. 
Et  cette  proposition,  s'applîqnant  i  tcpotes  les  grandeurs  des 
arcs  de  la  dév^fioppée,  s'applique  évidemment  «ux  arcs  infi* 
niment  petits  -,  d'où  Ton  voit  que  la  différence  entre  OO'  et 
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M^O^  —  MO^  qofi  nons  aTioms  dàmQiB.Xsée  èue  d'vn  otàre 
supérieur  au  prexaier,  était  rigonreusemeat  égale  a  oéro. 

i45.  Il  suit  de  ce  qui  précède  que,  si  Ton  suppose  un  fil 
flexible  et  inextensible  appliqué  sur  la  développée  jusqu^à 
un  certain  point  quelconque,  à  partir  duquel  il  s'en  sépve 
tangentiellement  et  se  prolonge  jusqu'au  point  où  il  cou- 
pera la  courbe  jMroposée,  qu'ensuite  on  développé  la  partie 
enroulée,  en  tenant  toujours  le  fil  tendu,  et  sans  glissement 
sur  la  courbe,  son  extrémité  sera  toujours  sur  la  courbe  don- 
née \  car  l'accroissement  de  la  partie  rectiligne  du  fil  tan- 
gent sera  toujours  égal  à  l'arc  de  la  développée  compris  entre 
deux  points  de  contact,  ou  à  la  diflerence  des  rayons  de 
courbure  correspondants;  donc  la  partie  rectiligne  sera 
toujours  la  longueur  même  du  rayon  de  courbure,  et,  par 
suite,  l'extrémité  sera  toujours  sur  la  courbe  donnée.  Le 
lieu  des  centres  de  courbure  d'une  courbe  peut  donc  servir 
k  décrire  cette  courbe  par  son  développement  en  ligne 
droite,  et  c'est  de  là  que  lui  vient  le  nom  de  déi^eloppée. 

146.  Développée  de  la  cycloïde.  —  Soient  M  un  point 
quelconque  de  la  cycloïde  (fig>  62),  MN  la  normale,  NMD 
le  cercle  générateur,  R  le  rayon  de  courbure;  on  a 

on  aura  donc  le  centre  de  courbure  O,  relatif  au  point  M, 
ÇQ  prenant  NO  =  MN.  Mais  si,  au  milieu  I  de  la  base,  on 
élève  la  perpendiculaire  IB  égale  au  diamètre  2a  du  cercle 
générateur,  et  qu'on  mène  en  B  une  parallèle  BV  à  la  base, 
le  cercle  décrit  sur  la  perpendiculaire  NC  comme  diamètre 
passera  par  O  :  l'arc  NO  sera  donc  égal  à  l'arc  MN  du  cercle 
NMD,  et,  par  suite,  à  la  ligne  AN.  Donc  OC  =  NI  =  BC. 
Donc  le  point  O  appartient  à  la  cycloïde  décrite  par  un 
point  d'un  cercle  ayant  2a  pour  rayon,  le  point  B  pour  ori- 
gine, et  BV  pour  base. 
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La  développée  de  la  cycloïde  AilA'  se  compose  donc  de 
deux  demi-cycloïdes  AB,  A'B,  identiques  avec  la  première, 
et  dont  le  prolongement  se  rapporterait  aux  branches  sui- 
vantes de  celles-ci. 

147.  La  différence  de  deux  rayons  de  courbure  étant 
égale  à  l'arc  de  la  développée,  compris  entre  les  deux  points 
de  contact,  et  le  rayon  de  courbure  de  AEA'  étant  nul  au 
point  A,  la  ligne  MO  est  égale  à  Tare  AO.  Donc  dans  toute 
cycloïde  AOB,  Tare  compris  entre  le  sommet  A  et  un  point 
quelconque  O  est  double  de  la  corde  NO  du  cercle  généra- 
teur NOC  qui  passe  en  ce  point  ^  proposition  déjà  démontrée 
précédemment  par  d'autres  considérations. 

Ainsi,  en  revenant  à  la  cycloïde  primitive,  on  aurait 

ME  =r  2MD, 

et,  par  conséquent, 

AE  =  ^a     et     AEA'=8a. 

Si  Ton  fait  2  a  —  y  =  j^,  c'est-à-dire  si  l'on  compte  les  y 
à  partir  de  E,  dans  le  sens  El,  et  que  l'on  pose  EM  =  5,  on 
aura 

Telle  est  l'équation  de  la  cycloïde  entre  l'ordonnée  et  Tare, 
comptés  à  partir  de  son  sommet. 

148.  Dév^eloppée  de  la  parabole,  — Soient  Téquation 
^*  =  ipx  [fig-  63),  M  un  point  quelconque  de  la  para- 
bole, MN  la  normale,  O  le  centre  de  courbure:  on  aura, 
d'après  une  formule  donnée  précédemment^ 

«/^      ^* 
W[0  =  — —• 

Soient  x^jr  le^  coordonnées  de  M ^  a,  6  celles  de  O,  et  9 
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l'angle  de  MO  avec  la  parallèle  MI  à  Faxe  des^^  on  aura 
MN=:  (j^'-f-/?')%    j  — e  =  M0cosf>5     a  — ar  =  MOsin(p, 

p  r  '  p 

tailgf  =  -^9      rnsy  =  4       sinç  = 


On  tire  de  là 

Entre  ces  deux  équations  et  celle  de  la  parabole  y*  =  ^p^^ 
.  si  Ton  élimine  x  eljr^  on  aura  Téquation  du  lieu  des  points 
O,  ou  de  la  développée.  On  trouve  ainsi 

^IP 

On  peut  remarquer  que  l'équation  précédente  a  =  3a:  4-p 
indique  une  construction  fort  simple  du  centre  de  cour- 
bure O  5  car,  l'abscisse  OP  de  ce  point  étant  égale  hix-hpj 
on  a  NP=  !ix.  îl  suffit  donc  de  mener  la  normale  indé* 
finie  MN,  de  prendre  NP  double  de  l'abscisse  du  point 
donné  M,  et  d'élever  en  P  une  perpendiculaire  à  l'axe.  Sa 
rencontre  avec  la  normale  donnera  le  centre  de  courbure. 

149.  Déi^eloppée  de  la  spirale  logarithmique,  —  Nous 
avons  trouvé  que  le  centre  de  courbure  C  de  c  tte  courbe 
est  le  point  de  rencontre  de  la  normale  et  de  la  perpendi- 
culaire menée  par  le  pôle  au  rayon  vecteur  {fig*  6o).  Le 
rapport  de  AG  à  AM  étant  constant,  puisque  les  angles  du 
triangle  AMC  sont  constants,  il  s'ensuit  que  deux  rayons 
vecteurs  quelconques  de  la  développée  seront  dans  le  même 
rapport  que  deux  rayons  vecteurs  quelconques  de  la  spirale, 
faisant  entre  eux  le  même  angle  que  les  deux  autres.  Si  donc 
on  fait  tourner  la  développée  autour  de  A,  jusqu'à  ce  qu'un 
de  ses  points  soit  sur  la  spirale,  toutes  les  autres  y  seront  de 
mème^  et  les  deux  courbes  coïncideront.  La  développée  de 
la  spirale  logarithmique  n'est  donc  autre  chose  que  cette  spi- 
rale même  qui  a  tourné  d'un  certain  angle  autour  du  pôle. 


*—* 
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CHAPITRE  XX. 

DÉPLACEMENT  D'UNE  FIGURE  SUR  UN  PLAN.  -  PROBLÈME 
DE  LA  ROULETTE  :  MÉTHODE  DE  DESCARTES  POUR  MENER 
LES  TANGENTES  AUX  COURBES  QU'ELLE  DÉCRIT.  -  GÉNÉ- 
RALISATION DE  CETTE  QUESTION.  -  CENTRE  INSTANTANÉ 
DE  ROTATION. 


150.  Lorsque  Ton  considère  sur  un  plan  fixe  une  figure 
invariable  qui  se  déplace  d'une  manière  continue,  suivant 
une  loi  arbitraire,  un  point  quelconque  appartenant  à  cette 
figure,  ou  lié  invariablemejit  à  elle,  décrit  une  courbe  dé- 
pendante de  cette  loi,  et  dont  les  géomètres  du  xvii^  siècle 
ont  étudié  un  cas  particulier.  Leurs  recherches  ont  fait  faire 
des  progrès  à  la  Géométrie,  et  le  problème  qui  en  a  été  l'oc- 
casion a  conservé  beaucoup  de  célébrité.  Ils  supposaient 
une  courbe  roulant  sans  glisser  sur  une  autre  supposée 
fixe,  et  ils  se  sont  d* abord  proposé  de  mener  la  tangente  a 
la  courbe  décrite  par  un  point  lié  &  celle  qui  se  déplace.  Le* 
premier  cas  qu'ils  ont  étudié  est  celui  du  roulement  d'an 
cercle  sur  une  droite  \  un  point  du  cercle  même  décrit  la 
courbe  que  nous  avons  nommée  cj-cloîde,  et  qu'on  a  d'abord 
appelée  roulette. 

Nous  ne  nous  proposons  pas  de  faire  connaître  les  diffé- 
rents procédés  employés  dans  cette  recherche  ;  nous  nous 
bornerons  à  la  méthode  donnée  par  Descartes,  comme  la 
plus  simple  et  la  plus  générale. 

Concevons  d'abord,  au  lieu  de  deux  courbes,  deux  poly- 
gones ayant  leurs  côtés  respectivement  égaux,  dont  l'un  soit 
fixe  et  l'autre  se  meure  de  manière  que  les  côtés  égatrx  8*ap- 
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pliqoeiit  sttcocssrreflaem  ks  nos  sur  les  autres.  Ur  pcoat 
Hé   au  poljgoiM  saolSilc  dëecint  uns  mil»  d'aFcs  ée  cercle 
do«&t  les  centres  seront  les  senoBéts  successifs  dn  polygone 
fixe,  et,  par  consé[faeiit,  k  normale  A  Tiani  queloonqae  de 
ces  ares  passera  par  le  sommet  commun  ans  deux  polygones. 
Si  maintenant  on  suppose  que  lesc6tés  des  polygones  dimi- 
nuent fndéfinime&t,  de  manière  que  ces  polygones  tendent 
à  se  confondre  arec  les  courbes  données,  cette  propriëBë  de 
la  normale  en  un  point  quelconque  subsistant  toujours, 
quelle  que  soit  la  petitesse  des  cAtës,  elle  aura  encore  lieu 
po«r  la  courbe  limite  de  TensemUe  des  arcade  cerele,  c'est- 
à-dire  pour  celle  que  decrh  le  point  lie  à  la  courbe  mobile. 
Donc  on  aura  la  normale  en  un  point  quiconque  de  ce 
lieu,  en  le  joignant  au  point  de  contact  oorrespondawt  des 
deux  courbes^*  La  tangente  sera  la  perpendiculaire  à  cette 
lîjgne* 

Tdie  est  h  nvétbode  de  Descartes.  Elle  s'applique  à  des 
courbes  queloonqnes, 

Maâs  on  risquerait  de  se  tromper  si  on  la  suivait  trop 
loin,  par  exemple  pour  la  détermination  de  la  courbure; 
et  il  faut  y  regarder  de  très-près  pour  reconnaître  que  ce 
qui  suffit  pour  la  tangente  est  insuffisant  pour  la  courbure. 
C'est  pourquoi  nous  allons  reprendre  la  solution  en  mettant 
fius  de  rigueur  dans  les  raisonnements. 

iSf  •  Soient  LL'  {fig*  64)  la  courbe  fixe*,  SS'  la  courbe 
mobile  ;  M  le  point  de  contact  pour  une  positîon  quekonque 
deSS^;  A  la  position  correspondante  du  pcnnt  lié  à  SS^,  et 
qui  décrit  la  eo«ffbe  en  qnesdon. 

Prenons  sur  les  deux  courbes  données  deux  arcs  infini- 
ment petits  égaux  MM',  MM|  ;  les  points  M',  M|  seront 
coïncidents  quand  le  point  de  contact  des  deux  courbes  sera 
Mi,  puisque,  d'après  la  définition  du  roulement  sans  glisse- 
ment, les  arcs  qui  séparent  des  points  de  contact  cornes- 
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pondants,  pris  sur  les  deux  courbes,  doivent  être  ëgaus. 
Pour  amener  le  système  mobile  dans  la  position  qu'il  aura 
alors,  on  peut  le  faire  mouvoir  d'abord  de  manière  que 
tous  les  points  décrivent  des  droites  égales  et  parallèles  à 
M'M|,  ce  qui  amènera  M'  en  M i  ^  puis,  laissant  le  point  M 
fixe  en  Mi,  faire  tourner  le  système  autour  de  ce  point,  de 
manière  que  la  tangente  en  M'  coïncide  avec  celle  en  M|. 
Dans  ce  dernier  mouvement  toutes  les  droites  s'inclineront, 
sur  leur  première  direction,  d'un  angle  égal  à  celui  des  tan- 
gentes en  M' et  M|,  c'est-à-dire  de  la  somme  ou  de  la  diffé- 
rence des  courbures  des  deux  arcs  MM',  MM|,  suivant  que 
ces  courbures  seront  de  sens  contraire  ou  de  même  sens.  Si 
donc  nous  menons  ÂA'  égal  et  parallèle  à  M'Mi,  et  que  de 
M|  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  A'Mi,  qui  n'est 
autre  chose  que  AM',  nous  décrivions  un  arc  de  cercle  A'Aj, 
tel  que  l'angle  A'Mi  A|  soit  égal  à  celui  des  tangentes  en 
M'  et  Ml,  Al  sera  la  position  exacte  de  A,  correspondant 
au  contact  en  Mi  :  AAi  sera  donc  la  sécante  au  lieu  décrit 
par  A,  et  la  limite  de  sa  direction  sera  la  tangente  cherchée. 
Or  les  deux  côtés  MM',  MMi  du  triangle  rectiligne 
M  M' Ml  ayant  pour  limite  de  leur  rapport  l'unité,  et  com- 
prenant un  angle  infiniment  petit,  le  troisième  côté  M'Mi 
est  infiniment  petit  par  rapport  aux  deux  autres.  De  plus, 
l'angle  des  tangentes  en  M',  Mi  est  généralement  du  pre- 
mier ordre,  même  lorsque  les  courbures  sont  de  même  sens. 
Son  égal  A'  M|  Aj  sera  donc  du  premier  ordre,  et  il  en  sera 
de  même  de  la  droite  A'Ai,  puisque  A'Mi  a  une  longueur 
finie.  Donc  dans  le  triangle  AA'Ai,  le  côté  A  A'  est  infini- 
ment petit  par  rapport  à  A'Ai  \  par  conséquent,  l'angle  Ai 
a  pour  limite  zéro,  et  la  direction  de  la  sécante  AAi  a  la 
même  limite  que  celle  de  A'Ai .  Mais  cette  dernière  tend  à 
faire  un  angle  droit  en  A'  avec  la  droite  A' Mi  dont  la  posi- 
tion limite  est  AM  v  donc  enfin  la  limite  de  la  direction  AAu 
ou  la  tangente  cherchée,  est  perpendiculaire  à  AM, 
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^Expression  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  décrite  par 

un  point  lié  à  la  courbe  roulante. 

4S2.  Une  courbe  donnée  H'^'  [fig*  65  )  roulant  sans  glis- 
ser sur  une  courbe  fixe  UV,  un  point  M  lié  à  U'V  décrit 
une  courbe,  dont  on  demande  le  rayon  de  courbure  en  un 
quelconque  de  ses  points. 

Soient  A  le  point  de  contact  des  deux  cotu*bes  correspon- 
dant à  une  position  quelconque  M  du  point  décrivant  ^  O, 
O'ies  centres  de  courbure  de  ces  courbes,  qui  se  rapportent 
au  point  A.  On  sait  que  AM  sera  la  normale  â  la  courbe  dé- 
crite par  M^  nous  désignerons  par  n  sa  longueur  AM,  et 
par  (p  l'angle  qu'elle  fait  avec  la  normale  commune  OO'  aux 
deux  courbes  données. 

Prenons  sur  ces  courbes  deux  arcs  infiniment  petits  égaux 
AN,  AN'.  Soit  M' la  position  qu'aura  prise  M  lorsque  N'  sera 
venu  s'appliquer  sur  N^  MN' viendra  dans  la  position  M'N; 
elle  sera  la  normale  en  M'  :  le  point  de  rencontre  X  de 
M'N  et  MA  sera,  à  la  limite,  le  centre  de  courbure  de  la 
courbe  en  question,  et  MX  sera,  à  la  limite,  le  rayon  de 
courbure,  que  nous  désignerons  par  p. 

Dans  ce  mouvement,  qui  amène  N'  en  N,  et,  par  suite, 
la  tangente  en  N'  sur  la  tangente  en  N,  toutes  les  lignes  du 
système  se  sont  inclinées  d'un  angle  égal  à  celui  de  ces  deux 
tangentes,  ou  de  leurs  perpendiculaires  N'O',  NO.  Cet 
angle  est  O  •+-  O',  et  peut  être  regardé  comme  ayant  pour 

mesure 

AN      AN' 

ou,  à  cause  de  AN  =  AN', 
La  droite  N'M  étant  venue,  dans  ce  même  mouvement. 
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coïncider  avec  M' NX,   s'est  inclinée  d'un  angle  égal  à 
N'MA4-X. 

Mais,  en  nëgligeiuU  las  infinknent  petits  tans  influence 
snr  le  résultat,  on  peut  prendre 

y>j.  _ANcosy  _ANcosf 

AM^'  AX     ' 

La  somme  de  ces  deux  angles  sera,  en  employant  tes  nota- 
tioBS  {Nréoédemes, 

A5  cos©  (  — \ 1  : 

égalant  ces  deux  expressions  de  la  rotation  du  système,  il 
Tient 

d'm  l'on  tire 

^^  f^~"*(JBL-+^K')-^Ril'cost' 

ou 

I I  RR^cosy 

^^'  p  ~"^"«'(RH-R')' 

Les  formules  (i)  et  (a)  résolvent  la  question,  et  donnent 
le  rayon  de  courbure  du  lieu  de  M,  au  moyen  des  rayons  de 
courbure  des  deux  courbes  données,  en  leur  point  de  con- 
tact A  correspondant  à  M,  et,  en  outre,  de  la  position  du 
point  Ml  par  rapport  à  A  et  à  la  normale  à  ces  courbes. 

U  n'est  donc  besoin  de  connaître  aucune  autre  chose  rela- 
tivement aux  courbes  données,  que  leurs  rayons  de  cour- 
bure au  point  que  l'on  considère.  Ainsi  l'on  pourrait,  en 
ce  point,  leur  substituer  deux  autres  courbes  ayant  même 
courbure  qu'elles,  et,  par  conséquent,  leurs  cercles  de  cour- 
bure eux-mêmes.  Le  lieu  décrit  par  le  point  M  ne  serait 
plus  le  même,  mais  au  point  en  question  il  aurait  toujours 
même  courbure. 
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Si  la  ligne  UV  est  droite,  on  a 


n* 


R  =  oo,     et,  parsuite^     ©  = — ; î 

'^  *^       /î  ~  R'  cosff 

ce  qui  est  immédiatement  applicable  à  la  cycloïde  et  ramène 
au  réstdtat  déjà  trouré. 

Si  U'V  est  une  ligne  droite,  UV  étant  une  courbe  quel- 
conque, on  a 

et  la  formule  (i)  devient 

si  de  plus  k  point  M  était  situé  sur  la  droite  mobile,  on 
aurait 

y  =  -f     et,  par  suite,    p  =^  «• 

Le  centre  de  courbure  serait  donc  au  point  de  contact  Â  ^ 
et,  en  effet,  dans  ce  cas  la  courbe  décrite  ne  serait  autre 
chose  qu'une  développante  de  la  courbe  fixe. 

Obseavation  .  —  Si  la  courbe  UV  tournait  sa  convexité 
en  sens  contraire,  il  faudrait  changer  R  en  —  R  dans  les 
formules  (i)  et  (a),  pourvu  toutefois  que  le  centre  de  cour- 
bure X  se  trouvât  toujours,  comme  on  Ta  supposé,  sur  le 
prolongement  de  MA. 

Si  au  contraire  le  point  X  se  trouvait  du  même  côté  que 
M,  il  faudrait  changer  p  en  — p  dans  ces  mêmes  formules. 

AppUcation  aux  épicjrcloïdes. 

153.  Si  Ton  suppose  que  les  courbes  UV,  U'V  {Jîg.  66) 
soient  des  cercles,  et  que  le  point  M  appartienne  au  cercle 
mobile  lui-même^  la  courbe  décrile  .sera  ce  qu'on  appelle 
une  épicQrcloïde  plane. 

Voyons  ce  tfue  dcome  alors  la  fiumuile  (j). 
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Le  triangle  AMB  donnant 


n 


COST  =  ^, 


on  aura 


R4-2R'  R-haR' 

Ainsi,  pour  avoir  le  centre  de  courbure,  il  suffit  de  pro- 
longer la  normale  ÂM  d'une  quantité  AX  dont  la  valeur 

est 

/iR 


AX  = 


R-f-2R' 


Cette  remarque  donne  un  moyen  bien  simple  de  con- 
struire le  centre  de  courbure  X.  U  suffit  pour  cela  de  tirer 
le  diamètre  MM|,  puis  la  droite  Mi  O  :  la  rencontre  de  cette 
dernière  avec  MA  donnera  le  point  X. 

En  effet,  la  corde  BMi  étant  parallèle  à  MA,  on  aura  la 
proportion 

AX:BM.  ::ao:ob 

ou 

AX:/f  ::R:R-4-aR', 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

Si  R  est  infini,  la  courbe  devient  une  cjcioïde,  et  Ion 
trouve  jo  =  271,  comme  on  Ta  vu  précédemment. 

Si  R  =  —  2R',  on  trouve  p  =  co  en  chaque  point,  et  Té- 
picycloïde  se  réduit  à  une  ligne  droite. 

Si  le  point  M,  au  lieu  d'être  sur  la  circonférence  O^,  était 
à  Tintérieur  ou  à  l'extérieur,  il  décrirait  ce  que  l'on  appelle 
une  épicycloïde  aUongée  ou  raccourcie,  à  laquelle  on  pour- 
rait  semblablement  appliquer  la  formule  (i). 

Déi^eloppées  des  épicjrcloïdes. 
154.  La  développée  de  l'épicycloïde  décrite  par  M  est  le 
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lieu  des  points  X^  et  nous  allons  démontrer  que  c'est  en- 
core une  épicycloïde. 

Soit  C  la  position  primitive  de  M  ^  on  a  alors  AM  =  o, 
et  le  point  X  coïncide  aussi  avec  C.  Prenant  ensuite  Tare 
CD  égal  à  la  demi-circonférence  R',  le  point  M  est  en  m  à 
sa  distance  maximum  R  -h  aR'  du  centre  O;  et  le  point  X 
est  à  sa  distance  minimum  Ox  de  ce  même  point. 

Pour  connaître  cette  dernière,  il  faut  faire  n=z%B!  dans 
la  valeur  de  ÂX  ^  ce  qui  donne 

R-f-2R''  R+aR" 

faisant 

on  aura  donc 

_       R»  ,_     RR^ 

'"""R  +  aR''     '  ""R  +  aR'* 
d'où 

r:r*  ::R:R'. 

Cela  posé,  décrivons  du  centre  o  un  cercle  avec  le  rayon 
r,  qui  coupera  OB  en  I  ;  et  sur  AI  comme  diamètre,  décri- 
vons un  cercle  dont  le  rayon  sera  r'.  Il  est  facile  de  voir 
que  ce  cercle  passera  par  le  point  X^  car  MA,  prolongé  jus- 
qu'à ce  cercle  tangent  en  A  au  cercle  O',  donnera  une  corde 

r'                R 
dont  le  rapport  à  MA  sera  celui  des  rayons  —  ou  ^ ^,  • 

Cette  corde  sera  donc  égale  à  ;; ^,  ou  à  AX. 

^  R  -f-  2R' 

Maintenant  les  arcs  AX  et  AM  étant  semblables  seront 
dans  le  rapport  des  rayons  r\  R',  ou,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, dans  le  rapport  de  r  t  R.  D  en  sera  de  même  des  sup- 
pléments de  ces  arcs,  et  l'on  aura,  par  conséquent, 

ix:AM»::r:R. 

Calcul  in/.,  D. -^  h        -  l3 


194  LIVRE    I. 

Mais  ÂM I  =  AD9  puisque  CD  est  égal  à  là  demi*circon- 
férence  MAMi. 
On  a  donc 

iX:AD::/':R::Oa?:OD; 

donc 

d'où  il  résulte  que  le  point  X  est  constamment  sur  l'épicy- 
cloïde  décrite  par  un  point  du  cercle  de  rayon  r'  roulant  sur 
le  cercle  de  rayon  r,  ce  point  partant  de  x.  Le  point  de  re» 
broussement  de  cette  épicycloïde  correspondra  donc  au 
sommet  m  de  la  première,  et  le  point  de  rebroussement  C 
de  la  première  au  sommet  c  de  la  seconde. 

On  reconnaît  facilement  que  les  deux  nouveaux  cercles 
r,  r'  forment  un  système  semblable  à  celui  des  cercles  R,  R', 
et  qu'ainsi  les  deux  épicycloïdes  sont  semblables.  Ainsi  la 
développée  d'une  épicycloïde  est  une  épicycloïde  semblable^ 

r  R 

et  le  rapport  de  similitude  est  —  ou  — ^  • 

De  la  double  génération  des  épicjrcloïdes  planes. 

155.  Toute  épicycloïde  peut  être  engendrée  par  deux 
cercles  de  rayons  différents,  roulant  sur  un  même  cercle. 

i^  Supposons  le  cercle  roulant  intérieur  au  cercle  fixe 
O  (Jîg-  67).  Soient  AB  son  rayon,  B  le  point  de  contact 
dans  une  position  quelconque,  M  le  point  décrivant  dont  la 
position  primitive  était  I  ;  on  aura  BM  =  BI.  Par  le  point  M, 
faisons  passer  un  cercle  de  rayon  OA  tangent  au  cercle  O. 
Il  suffira  pour  cela  de  mener  le  rayon  OB'  parallèle  à  AM  et 
de  prendre  OA-  s=  AB  =  AM.  Il  en  résultera 

A'B  =  OA  =  AM. 

Le  cercle  décrit  du  centre  A'  avec  un  rayon  égal  à  OA  pas- 
sera donc  par  M  et  sera  tangent  en  B'  au  cercle  O. 
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Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que  les  arcs  B'M,  B'I  sont 
égaux. 

En  effet,  puisque  la  figure  OAMA'  est  un  parallélogramme, 
les  angles  B'A'M,  MAM,  BOB  sont  égaux. 

Donc 

A'M  ■"  AB  ""  OB  ' 

Ajoutant  les  termes  des  deux  premiers  rapports  égaux,  on 
aura  encore  un  rapport  égal 


d'où  résulte 


et,  par  suite, 


B^M-f-BM 

OB       ' 

BB'  =  B'M  -f-  BM, 
B'M=:B'L 


Donc  le  point  M  appartient  à  l'épicycloïde  décrite  par  le 
cercle  A'  roulant  intérieurement  sur  le  cercle  O  en  sens 
contraire  du  cercle  A. 

Si  donc  M  est  un  point  lié  invariablement  aux  deux  cer- 
cles, le  cercle  A'  tournant  dans  O  sans  glisser  fera  rouler  le 
cercle  A  de  manière  que  les  arcs  IB,  IB',  égaux  respective- 
ment à  MB,  KIB',  soient  entre  eux  comme  les  rayons  AB, 
OA  *,  et,  par  conséquent,  les  vitesses  angulaires  des  centres 
A,  A'  autour  de  O  seront  proportionnelles  aux  rayons  de 
ces  cercles. 

a**  Supposons  maintenant  que  le  cercle  roulant  A  {fîg.  68) 
soit  extérieur  au  cercle  fixe  O. 

Soient  M  le  point  du  cercle  A  qui  décrit  l'épicycloïde, 
I  sa  position  primitive  sur  le  cercle  O,  B  le  point  de  contact 
des  cercles  A,  O  \  les  arcs  MB,  IB  seront  égaux. 

Menons  par  O  un  rayon  OB'  parallèle  à  AM^  prenons 
OA'  =  AM,  et  décrivons  un  cercle  de  A'  comme  centre  avec 
un  rayon  égal  à  A'B',  c'est-à-dire  égal  à  la  somme  des  rayons 

i3. 
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des  deux  cercles  donnes.  Ce  cercle  sera  tangent  en  B'  au 
cercle  O;  de  plus,  il  passera  par  M,  puisque  la  figure  MAOA' 
est  un  parallélogramme  et  que,  par  conséquent, 

A'M  =  OA  =  A'B'. 

Cela  posé,  les  angles  égaux  A,  A',  O,  ayant  des  mesures 
égales,  on  aura 

MB  _  BB^  _  MB^ 
AB""OB  ■"  A'B'' 

et  comme  le  dénominateur  du  dernier  rapport  est  la  sonmic 
de  ceux  des  deux  premiers,  il  s'ensuivra 

MB'  =  MB  +  BB'  =  IB  -f-  BB'. 

Donc  le  point  M  appartient  à  l'épicycloïde  décrite  par  un 
point  du  cercle  A'  qui  roulerait  sur  le  cercle  O,  du  même 
côté  que  le  cercle  A. 

On  reconnaît  facilement  que  les  vitesses  angulaires  des 
centres  A,  A^  sont  encore  proportionnelles  aux  rayons. 

Réciproquement,  si  A^  était  le  cercle  roulant  sur  le  cercle 
fixe  O  renfermé  dans  son  intérieur,  l'épicycloïde  engendrée 
par  un  point  de  ce  cercle  pourrait  être  engendrée  par  un 
point  du  cercle  extérieur  A,  ayant  un  rayon  égal  à  la  diffé- 
rence des  deux  autres,  et  roulant  sur  O  du  même  côté  que 
le  cercle  A'. 

On  peut  tirer  de  là  la  conséquence  générale  que  toute 
épicycloïde  peut  être  engendrée  par  le  roulement  de  deux 
cercles  de  rayons  différents  sur  un  même  cercle.  Les  rayons 
de  ces  deux  cercles  ont  une  somme  ou  une  différence  égale 
au  rayon  du  cercle  fixe,  et  le  point  de  contact  de  ces  cercles 
générateurs  avec  le  cercle  fixe  se  déplace  en  sens  contraire 
si  ces  deux  cercles  sont  intérieurs  l'un  à  l'autre,  et  dans  le 
même  sens  dans  le  cas  contraire. 
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Comment  tout  déplacement  continu,  sur  un  plan,  se 
ramène  au  roulement  d'une  courbe  sur  une  autre. 


156.  Euler  a  démontré  qu'une  figure  tracée  sur  la  surface 
d'une  sphère  pouvait  être  amenée  d'une  position  quelconque 
à  une  autre,  sur  cette  même  surface,  par  un  seul  mouve- 
ment de  rotation  autour  d'un  point  de  la  sphère  comme 
pôle. 

Cette  proposition,  indépendante  de  la  grandeur  du  rayon 
de  la  sphère,  s'applique  évidemment  au  plan,  et  d'ailleurs 
les  mêmes  raisonnements  peuvent  être  faits  directement 
dans  ce  cas  particulier.  On  peut  l'établir  très-simplement 
de  la  manière  suivante  : 

Soient  A,  Âi  {fig-  6g)  les  deux  positions  successives  d'un 
même  point  du  système  mobile  ^  on  amènerait  A  en  Ai  en 
donnant  à  l'ensemble  un  mouvement  de  translation  par  le- 
quel chaque  point  décrirait  une  droite  égale  et  parallèle  à 
AA] .  Il  suffira  donc,  après  cela,  de  laisser  le  point  A  fixe 
en  Al  et  de  faire  tourner  le  système  autour  de  ce  point  jus*- 
qu'à  ce  qu'un  second  point  arrive  à  la  position  qu'il  doit 
occuper.  Or  ces  deux  mouvements  successifs  peuvent  être 
exécutés  au  moyen  d'une  simple  rotation  autour  d'un  point 
fixe.  En  efiet,  menons  VAj  U  perpendiculaire  à  AA|,  et  par 
Al  deux  droites  faisant  avec  VU  des  angles  égaux  à  la  moi- 
tié de  l'angle  dont  le  système  a  dû  tourner;  inscrivons  entre 
ces  deux  droites  les  lignes  MM',  NN'  égales  et  parallèles 
à  AAi.  Il  est  facile  de  voir  qu'après  les  deux  mouvements 
de  translation  et  de  rotation  l'un  des  deux  points  M  ou  N, 
considéré  comme  lié  au  système,  est  revenu  à  sa  première 
position.  Car  si  la  rotation  porte  de  la  direction  AiN  vers 
AiN',  et,  par  conséquent.  Ai  M' vers  AiN',  il  est  évident 
que  le  point  M,  parvenu  en  M'  après  la  translation,  re- 
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viendra  en  M  après  une  rotation  représentée  par  Tangle 
M'Ai  M.  Et  si  la  rotation  était  en  sens  inverse,  le  point  N, 
amené  par  la  translation  en  N',  sera  ramené  en  N  par  la 
rotation. 

Il  existe  donc  un  point  du  système  qui  se  trouve  à  la  même 
place  quand  le  système  passe  d'une  position  à  l'autre,  et, 
par  conséquent,  ce  passage  peut  èlre  effectué  en  faisant 
tourner  le  système  autour  de  ce  point.  Il  est  facile  de  re- 
connaître que  Tangle  de  cette  rotation  unique  est  le  même 
que  celui  de  la  première.  En  effet,  supposons  que  M  soit  le 
centre  de  la  rotation  finale;  le  point  Â  venant  en  Â|,  Tangle 
de  rotation  sera  précisément  AMAi,  qui  est  égal  à  MA,  M', 
puisque,  AA,  étant  égal  et  parallèle  à  MM',  il  en  résulte  que 
AM  est  parallèle  à  A,  M. 

157.  Revenons  maintenant  au  mouvement  continu  d'une 
figure  sur  un  plan. 

Considérons  un  nombre  indéfiniment  croissant  de  posi- 
tions, infiniment  voisines,  du  système  entre  deux  quelcon- 
ques de  ses  positions  ;  on  pourrait  l'amener  de  chacune 
d'elles  à  la  suivante  par  une  simple  rotation  autour  d'un 
point  fixe.  Les  centres  successifs  sont  distants  les  uns  des 
autres  de  quantités  d'autant  plus  petites,  que  les  positions 
sont  plus  voisines^  et  en  les  joignant  par  des  droites  on 
forme  un  polygone  déterminé.  On  peut  maintenant  consi- 
dérer les  points  liés  au  système  mobile,  qui  viennent  suc- 
cessivement coïncider  avec  les  sommets  de  ce  polygone^  ils 
formeront  un  autre  polygone  déterminé,  mobile  avec  le  sys- 
tème, et  ayant  ses  côtés  successifs  respectivement  égaux  k 
ceux  du  polygone  fixe  sur  lesquels  ils  viendront  successive- 
ment s'appliquer.  On  peut  donc  faire  passer  le  système  par 
toutes  les  positions  intermédiaires  que  Ton  a  choisies,  en 
faisant  rouler  un  polygone  lié  avec  lui,  sur  un  autre  poly- 
gone fixe.  Concevons  maintenant  que  ces  positions  se  mul- 
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tiplient  indéfiniment,  on  se  rapproche  de  plus  en  plus  du 
mouvement  continu  en  question  ^  ces  deux  polygones  ten- 
dent vers  des  courbes  déterminées,  et  par  conséquent  le 
mouvement  donné,  quel  qu'il  soit,  peut  être  opéré  en  liant 
une  certaine  courbe  au  système  mobile,  en  en  construisant 
une  autre  qui  reste  fixe,  et  faisant  rouler  la  première  sur  la 
seconde  sans  glisser,  puisque  les  parties  de  polygone  qui 
s'enroulent  Tune  sur  l'autre  sont  constamment  égales.  Telle 
est  la  manière  la  plus  simple  de  se  représenter  le  mouve- 
ment continu  d'un  système  sur  un  plan  ^  elle  rentre  dans  le 
mouvement  de  roulette  que  les  géomètres  avaient  d'abord 
considérée. 

158,  Les  centres  des  rotations  très-petites,  ou  les  diffé- 
rents sommets  du  polygone  fixe,  tendent  vers  des  points 
limites  qui  sont  ceux  de  la  courbe  fixe,  et  que  l'on  nomme 
centres  instantanés  de  rotation;  et  l'on  dit,  en  employant 
le  langage  infinitésimal,  que  tout  mouvement  peut  être  con- 
sidéré comme  composé  d'une  infinité  de  mouvements  de 
rotation  autour  de  ces  centres  instantanés.  Mais  il  faut  tou-» 
jours  entendre  par  ce  langage,  que  nous  avons  tant  de  fois 
expliqué,  que  ce  mouvement  est  la  limite  d'une  suite  de 
mouvements  de  rotation  dont  le  nombre  croit  indéfiniment, 
et  qui  s'exécutent  successivement  autour  de  points  qui  se 
rapprochent  indéfiniment  des  centres  instantanés. 

Moyen  de  mener  la  tangente  à  la  trajectoire  d'un  point 
quelconque  du  système,  quand  on  connaît  les  tangentes 
aux  trajectoires  de  deux  points. 

159.  M.  Chasles  a  déduit  de  ces  considérations  un  moyen 
de  mener  la  tangente  à  la  trajectoire  d'un  quelconque  des 
points  du  système^  c'est-à-dire  à  la  courbe  qu'il  décrit, 
quand  on  sait  mener  les  tangentes  aux  trajectoires  de  deux 
de  ses  points.  Il  l'a  même  étendue  à  d'autres  cas,  comme 
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nous  le  verrons  tout  â  Theure.  En  effet,  nous  avons  vu  que, 
pour  avoir  la  normale  en  un  point  quelconque  d'une  de  ces 
courbes,  il  suffisait  de  joindre  ce  point  au  point  de  contact 
de  la  courbe  roulante  avec  la  courbe  fixe,  c'est-à-dire  au 
centre  instantané  de  rotation.  Si  donc  on  peut  mener  les 
tangentes  aux  trajectoires  de  deux  points  du  système,  aux 
points  correspondant  à  une  position  quelconque  de  ce  sys- 
tème, la  rencontre  des  normales  en  ces  points  fera  con- 
naître le  centre  instantané  ;  et  en  le  joignant  à  un  point 
quelconque  du  système  dans  cette  même  position,  on  aura 
la  normale  à  la  trajectoire  de  ce  point  :  la  tangente  s'en- 
suit. 

Exemple.  —  Supposons  qu'une  droite  de  longueur  con- 
stante se  meuve  de  manière  que  ses  extrémités  restent 
sur  deux  droites  données  ^  un  quelconque  de  ses  points  dé- 
crira une  ellipse  dont  la  normale  s'obtiendra  en  joignant  ce 
point  au  point  de  rencontre  des  perpendiculaires  aux  deux 
droites  menées  par  les  extrémités  de  la  droite  mobile  dans 
la  position  correspondant  au  point  que  l'on  considère. 

Si,  au  lieu  des  deux  droites  fixes,  on  avait  deux  courbes 
auxquelles  on  saurait  mener  les  tangentes,  il  n'y  aurait  pas 
plus  de  difficulté.  Dans  le  cas  où  ces  courbes  sont  des  cer- 
cles, la  courbe  décrite  par  un  point  de  la  droite  inscrite  est 
d'un  grand  usage  dans  les  applications  aux  machines. 

160.  Extension  de  cette  règle  au  cas  oà  une  droite  du 
système  est  tangente  à  une  courbe  fixe,  ou  passe  par  un 
point  fixe. 

Cette  règle  peut  être  étendue  au  cas  où  une  droite  du  sys- 
tème  se  mouvrait  tangentiellement  à  une  courbe  fixe  don- 
née^ cette  condition  peut  remplacer  la  connaissance  delà 
trajectoire  d'un  point. 

Il  est  inutile  de  parler  du  cas  où  la  droite  roulerait  sans 
glisser  sur  la  courbe,  parce  que  le  centre  instantané  ne  se- 


DES   QUÀHTITéS    COlf SIDÉRÉES    GOMME   LIMITES.  SOI 

* 

rait  antre  chose  que  son  point  de  contact  avec  cette  courbe; 
il  serait  donc  connu  et  le  problème  serait  résolu.  Il  suffit' 
donc  de  considérer  le  cas  où  les  longueurs  qui  s'enroulent 
Tune  sur  l'autre  sont  inégales,  et  où,  par  conséquent,  leurs 
parties  infiniment  petites  correspondantes  n'ont  pas  pour 
limite  de  leur  rapport  l'unité  j  de  sorte  que,  ces  parties  étant 
du  premier  ordre,  leur  diflférence  en  est  aussi.  Soient  UV, 
U'V  {fig'  70)  deux  positions,  infiniment  voisines,  de  la 
droite  du  système  qui  reste  tangente  à  la  courbe  fixe  SS'5 
M,  M' les  points  de  contact  correspondant  à  ces  deux  posi- 
tions. Lorsque  UV  se  déplace,  celui  de  ses  points  qui  était 
en  M  décrit  une  trajectoire  tangente  en  M  à  la  courbe  SS'. 
En  effet,  soit  Mi  sa  position  sur  U'V-,  la  différence  entre 
M'Mi  et  l'arc  MM'  est  par  bypotbèse  du  môme  ordre  que 
MM';  mais  puisque  l'angle  des  tangentes,  ainsi  que  M'Mi 
sont  des  infiniment  petits  du  même  ordre  que  MM',  ou  du 
premier  ordre,  la  distance  MMi  est  aussi  du  premier,  et  la 
perpendiculaire  abaissée  de  Mt  sur  MV  est  du  second-,  donc 
l'angle  M|  MV  avpour  limite  zéro;  c'est-à-dire  que  la  tan- 
gente en  M  à  la  courbe  que  décrit  ce  point  lié  à  la  droite  UV 
coïncide  avec  UV. 

Il  suit  de  là  que,  dans  une  quelconque  des  positions  de 
UV,  son  point  de  contact  M  peut  être  considéré  comme  se 
mouvant  sur  une  courbe  fixe  tangente  en  M  à  UV.  Donc 
on  aura  le  centre  instantané  de  rotation,  en  élevant  en  M 
mie  perpendiculaire  à  UV,  et  cherchant  son  point  de  ren- 
contre avec  la  normale  à  la  trajectoire  connue  d'un  autre 
point  du  système. 

Mais  si,  au  lieu  de  cette  trajectoire  d'un  autre  point,  on 
connaissait  une  seconde  courbe  à  laquelle  ime  seconde 
droite  du  système  serait  tangente,  on  se  retrouverait  dans 
le  même  cas  que  tout  à  l'heure  ;  et  en  élevant  une  perpen- 
diculaire à  cette  seconde  droite  en  son  point  de  contact,  on 
aurait  une  nouvelle  droite  renfermant  le  centre  instantané 


de  rotation,  qui  se  trouverait  ainsi  déterminé  ;  d'où  résul- 
teraient, comme  nous  l'avons  vu,  les  tangentes  aux  trajec- 
toires des  autres  points. 

161 .  Si  la  courbe  à  laquelle  la  droite  du  système  est  tan- 
gente se  réduisait  à  un  point,  c'est-à-dire  si  elle  était  assu- 
jettie à  passer  par  un  point  fixe,  il  suit  de  ce  qui  précède 
que,  en  élevant  en  ce  point  une  perpendiculaire  à  la  droite, 
on  aurait  une  ligne  passant  par  le  centre  instantané.  D'ail- 
leurs la  démonstration  directe  en  est  encore  plus  facile. 

Car  soient  A  [Jîg.  7 1)  le  point  fixe,  UV,  U'  V  deux  posi- 
tions infiniment  voisines  de  la  droite.  M' la  position  où  est 
venu  le  point  M  de  UV,  situé  d'abord  en  A;  MM'  sera  une 
sécante  du  lieu  décrit  par  ce  point  :  à  mesure  que  U' V  s'ap- 
procherait de  reprendre  la  position  UV,  le  point  M' tendrait 
vers  M  et  la  sécante  MM',  ou  U'V,  vers  UV5  cette  der- 
nière direction  est  donc  celle  de  la  tangente  au  lieu  décrit 
par  le  point  M  de  UV.  Donc  on  aura  encore  une  ligne  con- 
tenant le  centre  instantané  de  rotation,  en  menant  par  M, 
c'est-à-dire  par  A,  une  perpendiculaire  à  UV. 

Application  de  ces  différents  procédés. 

162.  I**  Conchoïde.  —  La  droite  AN.  {Jîg.  36)  passant 
par  le  point  fixe  A,  et  son  point  M  décrivant  la  droite  XY, 
on  aura  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  un  de  ses  points 
N,  en  élevant  en  A  une  perpendiculaire  à  AN,  et  en  M  une 
perpendiculaire  à  XY,  puis  joignant  N  à  leur  point  de  con- 
cours O. 

On  reconnaîtrait  facilement  que  cette  solution  plus 
simple  rentre  dans  celle  que  nous  avions  trouvée  par  une 
autre  voie. 

a®  Cyssoïde.  —  Nous  considérerons  le  mode  suivant  de 
génération  de  cette  courbe. 
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On  donne  deux  droites  rectangulaires  AC,  CZ  {/ig-  27); 
on  prend  dea^  longueurs  égales  CB,  BA,  et  Ton  fait  mouvoir 
un  angle  droit  AVU,  de  manière  que  VU  =  AC,  que  le 
point  U  se  meuve  sur  CZ,  et  que  le  côté  VA  passe  toujours 
par  le  point  fixe  A  :  le  milieu  M  de  UV  décrira  une  cys- 
soïde  commençant  en  B  et  ayant  pour  asymptote  la  paral- 
lèle à  CZ  à  une  distance  CB'  ==  CB. 

Cela  posé,  pour  mener  la  tangente  en  M,  il  suffira  d'éle- 
ver en  U  une  perpendiculaire  à  la  droite  CZ,  sur  laquelle 
se  meut  le  point  U  de  la  figure  mobile,  et  en  A  une  perpen- 
diculaire à  AV  5  le  point  de  rencontre  de  ces  droites  sera  le 
centre  instantané,  et,  en  le  joignant  en  M,  on  aura  la  nor- 
male à  la  cyssoïde, 

3®  udlngle  droit  dont  les  côtés  sont  tangents  à  une  ellipse, 
—  n  suffira  de  mener  des  perpendiculaires  aux  côtés  de 
l'angle,  en  chacun  des  points  de  contact,  et  de  joindre  leur 
point  de  rencontre  au  sommet  de  l'angle  mobile,*  on  aura 
ainsi  la  normale  au  lieu  décrit  par  ce  sommet.  Cette  nor- 
male sera  la  seconde  diagonale  d'un  rectangle  dont  l'autre 
sera  la  corde  de  contact  *,  elle  passera  donc  par  le  milieu  de 
cette  corde  et,  par  suite,  par  le  centre.  On  voit  donc  que 
toutes  les  normales  au  lieu  en  question  passent  par  le  centre 
de  l'ellipse;  donc  ce  lieu  est  un  cercle  concentrique  à  l'el- 
lipse. On  aura  son  rayon  en  prenant  les  côtés  de  l'angle 

parallèles  aux  axes;  on  trouvera  ainsi  ^a'  4-6',  en  dési- 
gnant les  demi-axes  par  a,  b. 

Ijea  mêmes  raisonnements  s'appliquent  immédiatement 
à  l'hyperbole,  mais  le  problème  n'est  pas  toujours  possible. 
Dans  le  cas  de  la  parabole,  toutes  les  normales  au  lieu  se- 
ront parallèles  à  l'axe;  par  conséquent,  ce  lieu  sera  une 
droite  perpendiculaire  à  Taxe  :  et  l'on  reconnaît  facilement 
que  c'est  la  directrice. 
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CHAPITRE  XXI. 

DES  COURBES  ENVELOPPES. 


163.  Considérons  une  courbe  dont  l'équation  renferme 
une  constante,  ou  paramètre,  à  laquelle  on  donne  une  série 
de  valeurs,  variant  d'une  manière  continue.  Pour  chacune 
de  ces  valeurs,  on  aura  une  courbe  déterminée.  Ces  courbes 
changeront  de  forme  et  de  position  ;  et,  si  leurs  points  lais- 
saient une  trace  sur  le  plan,  il  arriverait  généralement 
qu'il  y  aurait  une  partie  du  plan  sur  laquelle  ces  traces 
seraient  imprimées,  et  une  autre  partie  où  il  n'en  existerait 
pas.  La  séparation  de  ces  deux  parties  sera  une  ligne  avec 
laquelle  les  courbes  variables  auront  un  point  commmi, 
mais  qu'elles  ne  pourront  couper,  puisqu'alors  elles  péné- 
treraient dans  la  région  où  cependant  elles  n'ont  aucun 
point,  par  l'hypothèse  même.  Cette  ligne  de  séparation  est 
donc  tangente  à  toutes  ces  courbes,  et  on  la  nomme  leur 
enveloppe. 

Nous  avons  déjà  traité  un  cas  particulier  de  cette  ques- 
tion générale,  celui  où  la  ligne  mobile  est  droite  \  et  nous 
avons  démontré  que  si,  pour  chacune  des  positions  de  cette 
droite,  on  cherchait  la  limite  de  sa  rencontre  avec  la  droite 
infiniment  voisine,  on  obtenait  un  point  d'une  courbe  k  la- 
quelle ces  droites  sont  constamment  tangentes. 

n  s'agit  maintenant  de  généraliser  ces  considérations. 
Pour  cela,  considérons  une  quelconque  des  courbes  en  ques- 
tion et  deux  autres  infiniment  voisines,  l'une  précédant, 
l'autre  suivant  la  première  \  et  supposons  que  celle-ci  soit 
coupée  par  chacune  des  deux  autres,  ce  qui  peut  très-bien 


DES   QUANTITÉS   CONSIDÉRÉES    COMME   LIMITES.  205 

ne  pas  arriver.  Joignons  ces  deux  points  de  rencontre  infi- 
niment voisins  par  une  droite  :  ce  sera  une  sécante  à  la 
courbe,  d'autant  plus  voisine  de  la  tangente  que  les  courbes 
seront  plus  rapprocbées. 

En  agissant  de  la  même  manière  pour  toutes  les  courbes 
infiniment  voisines,  dans  toute  l'étendue  des  valeurs  du 
paramètre  pour  lesquelles  les  courbes  infiniment  voisines 
se  coupent,  on  construira  un  polygone  à  côtés  infiniment 
petits  et  auquel  les  courbes  variables  tendront  de  plus  en 
plus  à  être  tangentes,  à  mesure  que  l'on  considérera  un 
plus  grand  nombre  de  courbes  intermédiaires.  De  sorte  que 
la  limite  vers  laquelle  tend  le  lieu  de  ces  points  de  ren- 
contre est  une  courbe  tangente  à  toutes  les  proposées  ;  et, 
sur  cbacune  de  celles-ci,  on  aura  le  point  appartenant  i 
l'enveloppe,  en  cberchant  la  limite  de  son  point  de  ren- 
contre avec  une  autre  qui  s'en  rapproche  indéfiniment.  Le 
problème  est  donc  ramené  à  la  recherche  de  la  limite  d'un 
point,  après  quoi  il  rentrera  dans  les  questions  ordinaires 
de  lieux  géométriques.  Le  calcul  de 'cette  limite  peut  être 
indiqué  d'une  manière  générale. 

Soit 

(i)  ¥(x,y,a)  =  o 

l'équation  d'une  quelconque  des  courbes,  a  désignant  le 
paramètre  variable.  Une  courbe  infiniment  voisine  corres- 
pondra à  un  accroissement  infiniment  petit  h  de  a,  et  aura 
pour  équation 

(2)  F(j:,  X»  û-+-^)  =  o. 

Les  valeurs  de  x  et^,  tirées  de  ces  deux  équations,  ten- 
dront vers  les  coordonnées  du  point  limite  à  mesure  que 
l'on  j  fera  tendre  h  vers  zéro.  C'est  ce  que  Ton  pourra  efiec- 
tuer  dans  chaque  cas  particulier^  mais  il  est  possible  de 
ramener  ce  calcul  à  une  considération  générale. 
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Remarquons  d'abord  que,  puisque  nous  désignons  par  le 
même  signe  F  les  fonctions  qui  expriment  les  deux  mem* 
bres  de  ces  équations,  nous  supposons  que  ces  fonctions 
ont  une  forme  unique,  que,  par  exemple,  il  ne  s'y  trouve 
pas  de  radicaux  affectés  de  double  signe  ;  car  il  faudrait  alors 
s'assurer  si,  pour  le  point  de  rencontre,  les  signes  doivent 
être  pris  de  la  même  manière,  sans  quoi  la  fonction  ne  se- 
rait pas  la  même  dans  les  deux  équations.  Pour  éviter  ces 
difficultés,  nous  admettrons  que  la  forme  de  l'équation  don- 
née a  été  modifiée,  s'il  l'a  fallu,  de  manière  à  devenir 
unique. 

Retranchant  les  équations  (i),  (a),  on  aura  une  équa- 
tion qu'on  pourra  substituer  a  (2)  sans  changer  les  solutions 
communes  ;  on  peut  encore  diviser  par  A,  et  les  coordon- 
nées du  point  de  rencontre  des  deux  courbes  infiniment 
voisines  seront  données  par  l'équation  (1)  et  la  suivante  : 

(3)  ^ =  0. 

On  aura  donc  les  coordonnées  du  point  limite  en  cher* 
chant  les  solutions  communes  à  l'équation  (i)  et  à  celle 
dont  le  premier  membre  serait  la  limite  vers  laquelle  tend 
celui  de  l'équation  (3)  lorsque  h  tend  vers  zéro,  c'est-à- 
dire  la  dérivée  de  F  (or,  ^,  a)  par  rapport  à  a. 

Ainsi,  pour  chaque  position  de  la  courbe  mobile,  le  point 
de  la  courbe  enveloppe  sera  déterminé  par  les  équations 

F(j:,r,  a)  =  o,     F(a)  =  o, 

et  si  l'on  veut  le  lieu  de  ces  points,  il  suffit  d'éliminer  a 
entre  ces  deux  équations. 

Remarquons  que  si,  dans  une  de  ces  positions,  la  courbe 
n'est  pas  coupée  par  les  voisines,  cela  annoncera  qu'elle 
n'aura  aucun  point  commun  avec  l'enveloppe.  Dans  ce  cas, 
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cette  dernière  courbe  ne  sera  tangente  qu'aux  courbes  cor- 
respondant aux  valeurs  de  a  comprises  entre  certaines 
limites,  comme  nous  en  citerons  des  exemples. 

164.  Applications,  —  i^  Soient  deux  droites  parallèles 
BU,  B'U'  ^fig'  73)  coupées  par  une  troisième  BB',  et  une 
droite  MM'  qui  se  meut  de  manière  que  Ton  ait  toujours 

trouver  l'enveloppe  de  ces  droites.  Prenons  pour  origine  le 
milieu  A  de  BB',  pour  axes  la  droite  ABX  et  une  parallèle 
à  BM,  et  faisons  BB'  =  2a. 

En  prenant  pour  équation  de  M'M 

on  devra  avoir,  entre  a,  S,  la  condition 
d'où 

et  l'équation  de  la  droite  sera 

Pour  faire  disparaître  la  double  forme,  on  l'écrira  ainsi 

{jr  —  axy  :=.  a^o}  -f-  m% 
ou 

y^ — aaarj  H- a'(ar* — a') — m*  =  o. 

Egalant  à  zéro  la  dérivée  par  rapport  à  a,  il  vient 

en  éliminant  a  entre  cette  équation  et  la  précédente,  on 
aura  pour  équation  de  l'enveloppe 

^1^1  ^_  m*x'  =  m*  a*. 
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On  peut  remarquer  que  si  Tëquation  de  la  droite  avait  ëté 
résolue  par  rapport  à  a,  ce  qui  aurait  donné  un  double 
signe,  le  calcul  devenait  illusoire,  et  l'on  se  trouvait  dans  le 
cas  dont  il  a  été  parié  en  général. 

2^  Supposons  maintenant  un  cercle  variable  ayant  pour 
équation 

(i)  j5-H(x— a)»  =  /îUï, 

a  étant  le  paramètre  variable. 

Faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  premier  membre, 
et  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  a,  ou  encore  prenant 
les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à  a,  on  trouve 

(2)  — 2j: -+- 2a  —  mz=zo* 

Éliminant  a  entre  (i)  et  (2),  on  a  pour  équation  de  l'enve- 
loppe 

'«" 

4 

parabole  qui  a  pour  axe  la  droite  sur  laquelle  se  meut  le 
centre  du  cercle.  Son  sommet  C  (fig-  74)  est  à  une  distance 

AC  =  -7->  et  les  points  B,  B'  où  elle  coupe  l'axe  des  y  ont 

pour  ordonnées  ±  —  • 

Cette  question  offre  un  exemple  du  cas  où  toutes  les 
courbes  mobiles  ne  sont  pas  touchées  par  l'enveloppe.  En 
effet,  les  équations  (i),  (2)  donnent  pour  coordonnées  du 
point  limite  de  l'intersection  des  deux  cercles 


X 


=  "- î'  r  =  ±y/m(«— I) 


Ainsi,  pour  toutes  les  valeurs  de  a  moindres  que  -7-  >  les 

4 
cercles  successifs  ne  se  coupent  pas;  ils  sont  intérieurs  l'un 
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a  raatre.  Pour  a  =  -7-9  on  a 

4 

m 

ce  qui  donne  le  poinl  C.  Les  valeurs  plus  grandes  de  a,  jus- 
qu'à Tinfini,  donneront  tous  les  points  de  la  parabole. 

Caustiques» 

• 

165.  Lorsque  des  rayons  de  lumière  ou  de  chaleur,  éma- 
nés d'un  même  point  dans  toutes  les  directions  situées  dans 
un  même  plan,  sont  réfléchis  à  leur  point  de  rencontre  avec 
une  courbe  située  dans  ce  plan,  de  manière  que  les  anglé^ 
des  rayons  incidents  et  réfléchie  avec  la  normale  à  cette 
courbe  soient  égaux,  l'enveloppe  des  rayons  réfléchis  se 
nomme  caustique  par  réflexion,  relativement  à  cette  courbe 
et  au  foyer  de  chaleur  ou  de  lumière. 

Si  les  rayons  étaient  réfractés  au  point  où  ils  rencontrent 
la  courbe,  l'enveloppe  se  nommerait  caustique  par  réfrac^ 
lion.  Ces  courbes  ont  dans  la  Physique  une  utilité  dont  nous 
ne  parlerons  pas  ici.  Pour  les  obtenir,  on  cherchera,  sur 
un  rayon  réfléchi  ou  réfracté  quelconque,  la  limite  de  son 
point  de  rencontre  avec  un  rayon  inflniment  voisin,  puis  le 
lieu  des  points  ainsi  trouvés.  Ce  point  limite  peut  être  trouvé 
parle  calcul,  en  cherchant  l'équation  générale  des  rayons 
réfléchis  ou  réfractés  -,  on  peut  aussi  le  trouver  souvent  plus 
simplement  par  des  considérations  géométriques  :  nous 
allons  en  donner,  quelques  exemples,  en  nous  bornant  aux 
caustiques  par  réflexion. 

Considérons  d'abord  généralement  la  question  pour  une 
courbe  quelconque. 

Supposons  qu'un  rayon  de  lumière  parte  d'un  point 
donné  A  (fig>  75)  et  se  réfléchisse  en  B  sur  une  courbe  don- 
née, en  faisant  avec  la  normale  BV  un  angle  VBX  =  ABV. 

Cale,  inf,  i7.  —  I.  l  ^ 
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Considérons  un  autre  rayon  infiniment  voisin,  partant 
de  A  et  se  réfléchissant  en  M  sur  la  courbe.  Ce  rayon  ré- 
fléchi rencontre  le  premier  en  X. 

Cela  posé,  on  demande  la  limite  Âi  du  point  X,  lorsque 
M  se  rapproche  indéfiniment  de  B. 

On  suppose  connue,  d'après  la  nature  de  la  courbe,  la 
limite  m  du  rapport  de  T  angle  0  des  deux  normales  à  l'an- 
gle A  correspondant. 

Les  deux  triangles  MHX,  6H0,  ayant  un  angle  égal  H, 
donneront,  en  désignant  par  a,  a'  les  deux  angles  d'inci- 
dence successifs, 

X  — 0_cOBH  — HMX=:a~a'; 

les  deux  triangles  BAK,  MOK  donneront  de  même 

0  —  A  =  a  —  a', 
d'où 

X  — 0  =  0  — A     ou     X-f-A=i:20. 

« 

On  aura  maintenant  les  deux  proportions  suivantes  : 

MX  :  MI  :  :  sini  :  sinX,     BA  :  BI  :  :  sini  :  sin  A, 

d'où 

MX^  MI ,      ^sînX 

BÂ'BÎ'*     '^ÏdA' 

MI 
Or  on  reconnaît  facilement  que  la  limite  du  rapport  -^ 

est  l'unité,  parce  que,  dans  le  triangle  BIM,  les  deux  an- 
gles B  et  M  ont  une  même  limite  finie.  Donc 

,.     MX       ,.     sinA      ,.     A       ,.  A  « 

lim  -—-:-  ■=:  hm  -r-^rr  =:  lim  ~  =  lim 


BA  sinX  X  aO  —  A      2/n — i 

Donc  enfin,  en  observant  que  MX  et  BX  ont  même  limite 
Al  B,  on  aura 

am  —I 
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La  limite  m  peut  s'exprimer  au  moyen  du  rayon  de 
courbure  R  et  de  l'angle  d'incidence  a.  En  effet,  on  peut 
prendre 

et 

^"^ÂB~      AB     ' 

donc 

,.0                    AB  ,   „  AB.Rcosa 

lim  -  =  m  = et     Ai  B  = 


A  Rcosa      ^'     "'  aAB  —  Rcosa 


doù 


si  AB  =:  iao  , 


AB   '    A.B       Rcosa' 
Rcosa 


A,B  = 


2 


jipplications. 

166.  I  °  Cercle,  —  Un  faisceau  de  rayons  parallèles  situés 
dans  le  plan  d'un  cercle  O  {fig-  76)  est  réfléchi  par  la  cir- 
conférence de  ce  cercle  \  on  demande  la  limite  du  point  X 
où  le  rayon  PM,  après  s'être  réfléchi  suivant  MV,  est  ren- 
contré par  le  rayon  réfléchi  infiniment  voisin  NX. 

Cette  question  rentre  dans  la  précédente,  en  supposant 
A  =  o. 

On  aura  donc  d'abord 

X  =  20; 

le  triangle  1VINX  donnera  ensuite 

NX      __  MN 
sin]NMX""sinX* 

Passant  à  la  limite,  et  observant  que  NX  a  même  limite 
que  MX,  et  que  l'angle  NMX  a  pour  limite  le  complément 

.4. 


3ia  LITEB   I. 

de  a,  le  premier  membre  deviendra 

limMX 

COSoe 

Quant  au  second  membre,  on  pourra,  sans  •  changer  sa 
limite,  remplacer  la  corde  MN  par  l'arc  qui  est  le  prodait 
du  rayon  du  cercle  par  Tangle  O;  remplaçant  ensuite  X  par 
2O,  et  substituant  l'angle  infiniment  petit  à  son  sinus,  on 

trouvera  —  pour  limite  du  second  membre. 

On  conclut  de  là 

1.    ,,^       MOcosa       MP 
IimMX  = =  —  • 

Cherchons  maintenant  le  lieu  des  points  X,  c'est-à-dire 
la  caustique. 

Soient  CC  {Jig'  77)  le  diamètre  parallèle  aux  rayons,  et 
H'PH  un  rayon  incident  quelconque^  on  aura  le  rayon  ré- 
fléchi en  faisant  l'angle  OHHi  =  OHH'. 

On  a  vu  précédemment  que  le  point  M  de  la  caustique 
s'obtenait  en  prenant 

HP 
HM=:HI  = 

a 

Soit  jV  le  milieu  de  HO,  la  ligne  NI  sera  parallèle  à  PO; 
donc  l'angle  I  et,  par  suite,  l'angle  M  seront  droits;  et,  par 
conséquent,  le  cercle  décrit  sur  HN  comme  diamètre  pas- 
sera par  I  et  M.  Les  deux  angles  MHN,  AON  seront  égaux 
•ntre  eux,  comme  étant  l'un  et  l'autre  égaux  à  IHN. 

OC 
Or,  si  l'on  décrit  du  centre  O  avec  un  rayon  OA  =  — ■ 

un  cercle  qui  sera  tangent  au  cercle  HMN,  l'angle  au  centre 

AON  aura  pour  mesure   —  >   et  l'angle  MHN  inscrit  dans 
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Je  cercle  dont  le  diamètre  est  égal  à  AN  aura  pour  me- 

MN 
sure  ---• 
AO 

On  aura  donc  égalité  entre  les  arcs  MN,  AN,  puisque  les 
deux  angles  sont  égaux. 

D'où  il  résulte  que  le  point  M  de  la  caustique  appartient 
à  l'épicycloïde  décrite  à  partir  de  l'origine  A  par  un  cercle 
dont  le  rayon  est  le  quart  de  celui  du  cercle  donné,  roulant 
sur  un  cercle  concentrique  au  cercle  donné,  et  d'un  rayon 
moitié  moindre. 

a®  Caustique  par  réflexion  d'une  spirale  logarith" 
fnique,  en  supposant  le  point  lumineux  au  pôle. 

Soient  M,  M'  {fig-  7^)  deux  points  infiniment  voisins 
pris  sur  la  spirale;  MO,  M'O  les  normales;  AM,  AM'  deux 
rayons  incidents,  et  MX^  M'X  ces  mêmes  rayons  après  la 
réflexion. 

n  faut  d'abord  trouver  la  limite  du  point  X  quand  M' tend 
vers  M. 

Les  angles,  des  rayons  vecteurs  avec  la  normale  étant 
constants,  d'après  la  nature  de  la  courbe,  et  l'angle  de  ré- 
flexion étant  égal  à  celui  d'incidence,  on  reconnaît  immé- 
diatement que  les  trois  angles  A,  O,  X  sont  égaux. 

Donc  les  cinq  points  M',  M,  A,  O,  X  sont  sur  un  même 
cercle.  La  limite  de  ce  cercle  est  celui  qui  passerait  par  les 
deux  points  A,  M,  et  aurait  en  M  la  même  tangente  que  la 
courbe.  Traçant  donc  ce  cercle,  le  point  I,  où  il  coupera 
le  rayon  réfléchi,  sera  un  point  de  la  caustique. 

Si  l'on  veut.connaitre  le  lieu  des  points  I,  il  suffira  de  re- 
marquer que  le  triangle  AMI  est  isoscèle,  puisque  les  cordes 
MA,  MI,  symétriques  par  rapport  au  diamètre  MO',  sont 
égales,  et  que  l'angle  AMI  est  constant;  donc  le  rapport  de 
AI  à  AM  est  constant,  ainsi  que  l'angle  lAM. 

Donc  les  points  I  appartiennent  à  une  spirale  identique 
&  la  proposée,  et  que  l'on  fera  coïncider  avec  elle  en  la  fai- 
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sant  tourner  autour  du  pôle,  jusqu'à  ce  qu'un  quelconque 
de  ses  points  vienne  s'appliquer  sur  la  spirale  donnée. 

De  l'enveloppe  d'une  courbe  déforme  inuariable  liée  à 
une  courbe  qui  roule  sur  une  autre, 

167.  Soient  HMK  (fig-  79)  la  courbe  enveloppée,  M  le 
point  où  elle  touche  l'enveloppe  UV;  H'M'K'  la  première 
courbe  dans  tine  position  infiniment  voisine,  M' le  point  où 
elle  touche  l'enveloppe.  Les  points  de  contact  de  la  courbe 
mobile  et  de  UV  se  déplacent  d'une  manière  continue  sur 
cette  courbe  mobile^  de  sorte  que  le  point  M  de  HK  est  si- 
tué sur  H'K'  a  une  distance  infiniment  petite  de  M'.  Ce  point 
est  donc  à  une  distance  infiniment  petite  du  second  ordre 
de  UV,  puisque  la  courbe  H'K'  est  tangente  à  UV  en  M'. 

D'où  il  résulte  que  le  lieu  décrit  par  le  point  M  de  la 
courbe  mobile  est  tangent  en  M  à  U  V,  et  par  conséquent  à 
HK. 

Ce  qui  donne  le  théorème  suivant  : 

Les  points  où  une  courbe  mobile  ins^ariable  touche  son 
eni^eloppe,  dans  une  quelconque  de  ses  positions,  sont  ceux 
qui  décrii^ent  des  trajectoires  tangentes  à  la  courbe  mo- 
bile dans  la  position  que  Von  considère. 

Or  la  trajectoire  d'un  point  lié  à  la  courbe  roulante  a 
sa  tangente  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  le  point 
que  l'on  considère  au  centre  instantané  de  rotation,  et  ce 
centre  est  le  point  de  contact  de  la  courbe  roulante  avec  la 
courbe  fixe. 

Donc,  enfin,  pour  une  position  quelconque  de  la  courbe 
mobile,  on  aura  les  points  où  elle  touche  l'enveloppe,  en 
abaissant  du  point  de  contact  de  la  courbe  roulante  toutes 
les  normales  possibles  sur  la  courbe  mobile. 

Exemple.  —  Un  cercle  dont  le  centre  est  Qf  {fig-  80) 
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roule  sur  un  cercle  fixe  dont  le  centre  est  O  \  trouver  Fen- 
veloppe  d'un  diamètre  déterminé  du  premier. 

Soient  CG  une  position  quelconque  du  diamètre  en  ques- 
tion, et  B  le  point  du  cercle  O,  avec  lequel  le  point.  C  a 
coïncidé;  les  arcs  AB  et  AC  seront  égaux. 

Pour  avoir  le  point  de  CC  qui  appartient  k  son  enve- 
loppe^ il  faut  abaisser  du  point  de  contact  A  des  deux 
cercles  une  perpendiculaire  Ai  sur  CC  :  I  sera  le  point 
cherché. 

Or,  si  l'on  décrit  un  cercle  sur  AO'  comme  diamètre,  il 
passera  par  I,  et  Tangle  AOI  considéré  successivement 
comme  inscrit  dans  ce  cercle,  et  comme  ayant  son  sommet 
au  centre  du  cercle  roulant,  aura  pour  mesure 

arc  AI  arcAG 

Donc  Parc  AI  est  égal  à  AG  et  par  suite  à  AB,  Le  point  I 
appartient  donc  à  i'épicycloïde  décrite  par  le  cercle  de  dia- 
mètre AO',  roulant  sur  le  cercle  fixe.  Cette  épicycloïde  est 
donc  Tenveloppe  cherchée. 

Autre  exemple.  —  Considérons  maintenant  l'enveloppe 
d'une  droite  de  longueur  constante  dont  leb  extrémités  sont 
assujetties  à  rester  sur  deux  courbes  données;  on  aura  le 
}K)int  appartenant  à  l'enveloppe  en  menant  d'abord  les 
normales  aux  deux  courbes  aux  extrémités  de  la  droite  : 
leur  point  de  rencontre  sera  le  centre  instantané,  et  il  suf- 
fira d'abaisser  de  ce  point  une  perpendiculaire  sur  la  droite 
inscrite  pour  avoir  le  point  de  la  courbe  enveloppe. 

En  appliquant  cette  construction  au  cas  où  les  deux 
courbes  se  réduisent  à  des  droites  perpendiculaires,  on  re- 
tombe sur  un  résultat  précédemment  obtenu. 
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Rayon  de  courbure  de  Venifeloppe  d' une  courbe  de  forme 
im^ariable  liée  à  une  courbe  qui  roule  sur  une  autre, 

168.  Soient  la  courbe  U'V  (fig.  8i)  roulant  sur  CV, 
HK  la  courbe  liée  à  U'V,  et  H'K'  son  enveloppe.  Soient  A 
le  point  de  contact  de  UV,  U'V  dans  une  position  quel- 
conque^ O,  O'  les  centres  de  courbure  de  ces  deux  lignes; 
R,  R^  leurs  rayons  de  courbure;  n  la  longueur  de  la  nor- 
male AM  abaissée  de  A  sur  HK;  f  l'angle  qu'elle  fait  ayec 
la  normale  commune  OA'O. 

D'après  ce  qui  précède,  le  point  M  appartient  â  l'euTe- 
loppe  de  HK.  Pour  avoir  un  point  de  cette  même  courbe 
infiniment  voisin  de  M,  prenons  sur  UV,  \i'\'  deux  arcs 
égaux  infiniment  petits  AN,  AN',  que  nous  désignerons  par 
co,  et  abaissons  de  N'  une  normale  N'B'  sur  HK.  Lorsque, 
dans  le  roulement  de  U' V,  N'  sera  venu  coïncider  avec  N, 
le  point  B'  de  HK  sera  devenu  le  point  de  Tenveloppe, 
puisque  N'B'  sera  alors  la  normale  abaissée  sur  HK  du  point 
de  contact  N  des  deux  courbes  UV,  U' V.  Soit  B  la  position 
que  B'  aura  prise  ainsi,  BN  sera  la  normale  commune  i 
Tenveloppée  et  à  H'K';  le  point  X,  où  elle  rencontre  la  nor- 
male infiniment  voisine,  a  pour  limite  le  centre  de  courbure 
de  l'enveloppe,  et  nous  le  considérons  dans  nos  calculs 
comme  étant  ce  point  même. 

De  même  nous  considérerons  le  point  de  rencontre  I  des 
deux  normales  à  HK  aux  points  infiniment  voisins  M,  B', 
comme  étant  le  centre  de  courbure  de  HK,  et  nous  ferons 

Cela  posé,  lorsque  le  point  N  sera  devenu  le  point  de 
contact,  le  système  mobile  aura  tourné  d'une  quantité 
angulaire  égale  â  l'angle  que  faisaient  les  deux  tangentes 
eu  N,  N',  lorsque  A  était  le  point  de  contact.  Cet  angle,  qui 
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est  le  même  que  celui  des  normales  NO,  N'0\  est  égal  à  la 

somme  des  angles,  O,  O'  ou  à  -  -f-  --,  • 

Mais,  d'une  autre  part,  la  ligne  N'B'I  étant  venue  coïn- 
cider avec  BNX,  la  quantité  dont  le  système  a  tourné  doit 
être  égale  à  la  somme  des  angles  I,  X  ;  d'où  il  résulte 

0-^0'=:I-+-X. 
Il 

Pour  évaluer  les  angles  I,  X,  on  abaissera  de  A  des  per- 
pendiculaires sur  IN'  et  BX;  elles  auront  pour  valeur 
0)  cos^,  et  Ton  aura,  par  conséquent, 


0»  COS  9 

I  =:  '-  1 

ri 


Xz=: 


61  COS  9 

0  —  n 


d'où  résultera  l'équation 


ta        6>  eACOS9        6>COS(p 

15"  "*"  i^  ="  ^qr^  "^  TUT* 


R       R' 


ou 

(4) 


g  +  ^  =  COSÇ  (^  +  p-i;^) 


ce  qui  détermine  p  au  moyen  de  R,  R',  p',  n,  c[». 

On  voit  donc  que  le  rayon  de  courbure  en  un  point 
quelconque  de  l'enveloppe  ne  dépend  que  des  rayons  de 
courbure  des  ^rois  courbes  UV^  U'V,  HK,  et  non  de  ces 
courbes  mêmes  ^  de  sorte  que,  pour  cette  détermination, 
on  pourrait  les  remplacer  par  leurs  cercles  osculateurs, 
correspondant  à  la  position  quelconque  que  l'on  consi- 
dère. 

169.  On  retomberait  dans  le  cas  primitivement  examiné 
si  l'on  supposait  que  le  rayon  de  courbure  p'iiil  constamment 
nul,  parce  que  la  courbe  HK  se  réduirait  alors  à  un  point. 
On  voit,  en  effet,  que  l'équation  (4)  coïncide  avec  l'équa- 
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lîon  (i)  lorsque  Ton  fait  p'=  o.  La  première  question  n'est 
donc  qu'un  cas  particulier  de  la  seconde,  et  l'équation  géné- 
rale (4)  renferme  la  solution  de  l'une  et  de  l'autre-,  on 
pourra  donc  se  borner  à  conserver  cette  dernière  formule. 

Exemple.  —  Appliquons  la  formule  (4)  ati  cas  déjà  exa- 
miné, où  les  courbes  UV,  U'V  sont  des  cercles,  et  HK  un 
diamètre  de  ce  dernier. 

Il  faut  alors  supposer  R,  R'  constants  et  p'  =  oo  ,  ce  qui 
réduit  d'abord  la  formule  (3)  à  la  suivante 

I  I    COStf 

d'où 

CCS» 

*^  II 


R      R' 


Exprimant  cosf  au  moyen  de  ti,  d'après  la  relation  évidente 
n  =  R'cosf ,  il  vient 

/i(2R-f-R') 


P  = 


R-l-  R' 


En  comparant  cette  valeur  à  la  formule  générale  (3)  rela- 
tive aux  épicycloïdes,  on  reconnaît,  comme  cela  devait 
être,  que  p  est  le  rayon  de  courbure  d'une  épicycloïde  décrite 

R' 
par  un  point  d'un  cercle  de  rayon  —  roulant  sur  un  cercle 

de  rayon  R.  • 

Mesure  du  glissement  de  la  courbe  mobile  sur  son 

enveloppe. 

170.  Si  l'arc  MB  pouvait  être  égal  à  MB',  la  courbe  HK 
roulerait  sans  glisser  sur  H'K'.  Cela  n'est  pas  possible, 
parce  que  le  système  mobile  devrait  alors  tourner  autour 
du  point  de  contact  M  supposé  immobile,  ce  qui  ne  peut 
être,  puisque  le  point  A  Test  lui-même.  Car  les  vitesses 
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de  tons  les  points  seraient  nulles,  si  celles  de  deux  points 
Tétaient;  et  si  toutes  les  vitesses  étaient  nulles  à  chaque 
instant,  le  système  serait  constamment  dans  la  même  posi- 
tion. 

Noos  allons  d'ailleurs  reconnaître  que  le  calcul  donne 
des  valeurs  essentiellement  différentes  pour  MB  et  MB'.  En 
effet,  on  a 

«tn  ^»  PWCOS®  ,,_,  -,  û'wCOS9 

'  p  —  n  p  -i-  n   ' 

donc 


MB 


et,  en  vertu  de  Téquation  (4), 

MB  —  MB'=:  ''«(s  -*-  g?)  =  «f^  -+-  ^')- 

C'est  ainsi  que  M.  Savary,  après  avoir  établi  la  for- 
mule (4)  dans  ses  feuilles  sur  les  engrenages,  a  donné  le 
calcul  de  Tare  de  glissement  dont  la  considération  est  in- 
dispensable dans  la  théorie  des  machines. 

ni.  Mais  nous  allons  montrer  comment  il  est  possible 
de  calculer  cet  arc  de  glissement  sans  introduire  les  rayons 
de  courbure  des  deux  courbes  qui  glissent  Tune  sur  Tautre, 
et,  par  conséquent,  sans  avoir  besoin  de  connaître  la  for- 
mule (4). 

En  effet,  avant  de  calculer  cette  formule,  nous  avons 
fait  voir  que  si  Ton  prenait  deux  arcs  infiniment  petits 
égaux  AN,  AN'  sur  UN,  U'V;  que  de  N'  on  abaissât  une 
normale  N'B'  sur  HK,  et  de  N  une  normale  NB  sur  H'K', 
le  point  B'  de  la  courbe  mobile  venait  prendre  la  position 
B,  lorsque  N'  coïncidait  avec  N. 

Or  les  arcs  MB',  MB  étant  tangents,  le  point  B'  peut  être 
considéré  comme  appartenant  à  Tare  MB,  en  négligeant  les 


I 
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infiniment  petits  du  second  ordre.  Donc  on  peut  prendre 
M'B  pour  la  différence  MB  —  MB',  ou  Tare  de  glissement. 
Mais  B^B  peut  aussi  être  regarde  comme  un  arc  de  cercle 
décrit  du  centre  A  avec  le  rayon  n,  pendant  que  le  système 
tourne  de  l'angle  0+0'  pour  arriver  à  sa  seconde  position. 
Donc 

MB  -  MB'=:  /f  (O  -t-  0')z=z  /!«>  ^I  -f.  ^y 
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CHAPITRE  XXII. 

CERCLE  OSCULATEUR. 


172.  De  même  qu'il  a  été  intéressant  de  chercher  la 
limite  de  )a  direction  suivant  laquelle  on  passe  d'un  point 
d'une  courbe  à  un  autre  infiniment  voisin,  et  que  nous 
avons  appelée  la  direction  même  de  la  courbe  en  ce  point, 
de  même  il  est  naturel  de  chercher  le  cercle,  c'est-à-dire  la 
ligne  la  plus  simple  après  la  droite,  qui  serait  la  limite  de 
ceux  qui,  ayant  un  point  donné  commun  avec  une  courbe, 
ont  encore  dans  le  voisinage  autant  de  points  communs 
avec  elle  que  le  comporte  la  nature  du  cercle.  De  là  ce 
problème  : 

Trouver  la  limite  des  cercles  qui  passent  par  un  point 
donné  d^une  courbe,  et  par  deux  autres  points  de  la  même 
courbe,  infiniment  voisins  du  premier. 

Ce  cercle  limite  se  nomme  cercle  osculateur. 
Soient  M  (fig*  82  )  un  point  d'une  courbe  quelconque  :  N, 
P  deux  autres  de  ses  points  infiniment  voisins  du  premier  \ 
faisons  passer  un  cercle  par  ces  trois  points.  On  sait  que 
dans  tout  cercle  un  arc  est  égal  au  produit  du  diamètre  par 
l'angle  inscrit  opposé  :  d'après  cela,  en  désignant  par  r  le 
rayon  du  cercle  qui  passe  par  les  points  M,  N,  P,  on  aura, 
en  désignant  l'arc  de  cercle  par  MP,  et  observant  que 
l'angle  inscrit  est  égal  à  Tangle  extérieur  N, 

MP 

2/'=  -rr-> 
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et  Ton  pourrait  encore  prendre  le  rapport  de  la  corde  au 
sinus  de  N. 

Mais  nous  avons  vu  que  l'angle  extérieur  N  est  ëgal  à  la 
moitié  de  la  courbure  w  de  l'arc  MP  de  la  courbe,  en  né- 
gligeant une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  cet 
angle  ;  et  d'ailleurs  le  rapport  de  l'arc  de  cercle  MP  k  Tare 
de  la  courbe  a  pour  limite  l'unité,  puisque  leur  corde  est 

MP 
la  même.  La  limite  de  —  est  donc  la  même  que  celle  de 

7  arc  MP  désignant  l'arc  de  la  courbe  donnée. 

2 

Si  donc  on  représente  par  R  la  limite  de  r,  ou  le  rayon 
du  cercle  osculateur,  on  aura 

^       ,.     arcMP 
R  =  lim j 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  le  rayon  du  cercle  de  courbure. 
Il  est  d'ailleurs  évident  que  ce  cercle  est  tangent  k  la  courbe 
en  M,  puisque  la  limite  de  la  direction  MN  sera  une  tan- 
gente commune. 

Le  cercle  osculateur  se  confond  donc  av^ec  le  cercle  de 
courbure. 

Remarque.  —  Nous  devohs  faire  ici  une  observation  im- 
portante. Les  raisonnements  précédents  n'imposent  aucune 
condition  à  la  position  du  point  N  entre  M  et  P^  elle  peut 
diviser  l'arc  MP  en  deux  parties  du  même  ordre  ou  d'un 
ordre  diiTérent^  l'angle  extérieur  pouvant  toujours  être 
remplacé  par  la  moitié  de  la  courbure  de  l'arc  MP,  on 
arrivera  toujours  au  même  résultat.  On  pourrait,  par  con- 
séquent, faire  coïncider  M  et  N,  c'est-à-dire  mener  un 
cercle  tangent  en  M  à  la  courbe  et  passant  par  le  point 
infiniment  voisin  P,  et  Ton  trouverait  le  même  cercle 
limite. 
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C'est  d'aîUeurs  ce  que  l'on  peut  reconnaître  directement*, 
il  suflSra  de  remplacer  Tangle  N  par  celui  de  la  tangente 
en  M  avec  la  corde  MP  :  le  diamètre  du  cercle  variable  sera 
le  rapport  de  Tare  de  cercle  MP  à  cet  angle,  qui  peut  être 
remplacé  par  la  moitié  de  la  courbure  de  Tare  MP  de  la 
courbe.  On  trousse  donc  encore  même  limite  pour  le  cercle 
tangent  en  ^  à  la  courbe,  et  passant  par  un  autre  point 
de  la  courbe  infiniment  voisin  du  premier. 

173.  On  peut  donner  pour  le  rayon  du  cercle  oscula- 
teur  une  formule  dépendant  des  accroissements  de  Tor- 
(lonnée  et  de  Tare  de  la  courbe,  correspondant  à  ceux  de 
l'abscisse. 

Les  deux  points  infiniment  voisins  du  premier  pouvant 
être  pris  d'une  manière  quelconque  sans  changer  le  résul- 
tat, nous  supposerons  qu'ils  correspondent  à  deux  accrois- 
sements successifs  égaux  de  T abscisse.  Soient  A  la  valeur 
d'un  de  ces  accroissements  \  l  l'accroissement  correspondant 
de  l'arec  h  l'accroissement  correspondant  àcj\ki  l'accrois- 
sement de  cet  accroissement  quand  on  y  change  x  etix-^h^ 
soient  M,  M',  M"  (fig-  83)  les  trois  points  de  la  courbe, 
0  le  centre  du  cercle  qu'ils  déterminent,  R  son  rayon, 
MH,  M' H'  les  accroissements  correspondants  /i,  k  des  coor- 
données rectangulaires  de  M 5  M'H,  M''H'  les  accroisse- 
ments de  ces  mêmes  coordonnées  à  partir  de  M',  de  sorte 
que,  d'après  ce  qui  précède,  on  ait  M'H'=  A,  SM^zsA*!. 
L'accroissement  /  de  l'arc,  à  partir  de  M,  pourra  être  rem- 
placé par  la  corde  MM',  ou  son  égale  M'S,  dans  les  rapports 
dont  on  cherchera  les  limites. 

Dans  les  deux  triangles  OIM^'',  MM'H  dont  les  angles 
tendent  vers  les  mêmes  limites,  les  rapports  des  côtés  ont 
les  mêmes  linjites;  et,  comme  nous  le  savons,  nous  pourrons 
sans  inconvénient  les  regarder  comme  égaux  :  les  calculs 
seront  plus  simples  et  les  résultats  ne  seront  pas  altérés  ; 
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nous  écrirons  donc  la  relation 

M'I       MH  M"I      h 


ou 


R        MM'  R         / 

Les  deux  sécantes  SL,  SM  donneront  la  proportion 

SL_SM^  9.M"I  4-/,  _  / 

SM'^SM"     ^"  2/         "X 

Éliminant  M^'I,  il  vient 

R  =  - 


}} 


hk\ + iii 

2 


Observant  que  le  second  terme  du  dénominateur  est  infini- 
ment petit  par  rapport  au  premier,  on  aura,  pour  la  limite 
de  R  ou  pour  l'expression  du  rayon  de  courbure, 


lim 


hk] 
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Nous  avons  établi  dans  ce  Livre  les  principes  fondamen- 
taux de  la  méthode  des  limites.  Nous  avons  montré  com- 
ment les  anciens  avaient  introduit  la  notion  des  limites,  et 
Tusage  qu'ils  en  faisaient  pour  ramener  la  mesiu*e  de  cer- 
taines grandeurs  à  celle  d'autres  grandeurs  plus  simples; 
comment  les  modernes  avaient  rendu  plus  facile  le  passage 
de  la  relation  des  variables  à  celle  de  leurs  limites,  ou  des 
(piantités  proposées.  Nous  avons  fait  voir  comment  Archi- 
mède  avait  considéré  les  grandeurs  comme  linjites^  soit  de 
séries,  soit  de  sommes  de  quantités  infiniment  petites,  et  nous 
avons  donné  des  exemples  variés  de  ces  procédés.  Nous 
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avons  considéré  ensuite  l'emploi  que  les  modernes  seuls  ont 
fait  des  iniSniment  petits  comice  termes  de  rapports,  et  nous 
avons  montré  comment  ils  j  ont  été  conduits  naturellement 
par  le  problème  des  tangentes,  qulls  ont  envisagé  sous  un 
autre  point  de  vue  que  les  anciens.  Mais  nous  avons  fait 
voir  par  divers  exemples  que  les  limites  des  rapports  d'in- 
finiment petits  se  présentaient  dans  bien  d'autres  recher- 
ches que  celles  des  tangentes. 

Nous  avons  fait  ressortir  l'avantage  que  présente  l'emploi 
des  infiniment  petits  dans  les  limites  de  sommes  ou  de  rap- 
ports, et  qui  consiste  en  ce  qu'on  peut  leur  substituer  des 
quantités  infiniment  petites  inégales,  mais  qui  n'en  diffè- 
rent que  d'une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à 
elles-mêmes.  Ce  principe  facilite  beaucoup  les  calculs  en  ce 
qu'il  permet  de  négliger  des  quantités  dont  l'expression  se- 
rait quelquefois  très-compliquée  et  entièrement  inutile  pour 
la  détermination  du  résultat  que  l'on  a  en  vue. 

Dans  les  applications  que  nous  avons  faites  des  infini- 
ment petits  à  l'étude  des  théories  géométriques  et  mécani- 
ques, ces  quantités  se  sont  souvent  présentées  comme  les 
accroissements  correspondants  de  variables  liées  entre  elles 
par  des  relations  connues.  Nous  sommes  parvenus  à  la  dé- 
termination des  limites  des  sommes  ou  des  rapports  de  ces 
quantités  par  des  procédés  indiqués  par  la  nature  de  la 
question,  mais  qui  ne  se  rattachaient  pas  à  des  méthodes 
générales.  Nous  allons  actuellement  nous  occuper  spéciale- 
ment de  ces  méthodes  générales,  dont  l'utilité  doit  être  beau- 
coup mieux  sentie,  d'après  toutes  les  applications  que  nous 
savons  qu'elles  auront. 


Cale.  in/.  />.  —  I.  l5 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DES  DÉRIVÉES,  DES  DIFFÉRENCES  ET  DES  DIFFÉRENTIELLES 
DES  FONCTIONS  D'UNE  SEULE  VARUBLE.  NOTATIONS. 


174.  Nous  avons  démontré  (n®  69)  que  le  rapport  des 
accroissements  infiniment  petits  correspondants  d'une  fonc- 
tion et  de  la  variable  dont  elle  dépend  tend  en  général  vers 
une  limite  déterminée,  et  nous  avons  nommé  cette  limite 
dérwée  de  la  fonction  par  rapport  à  la  variable  indepen-r 
dante. 

L'accroissement  positif  ou  négatif  d'une  variable  quel- 
conque^ dépendante  ou  indépendante,  se  nonune  la  diffé- 
rence  de  cette  variable,  et  se  désigne  par  la  caractéristique 
A  suivie  de  la  lettre  qui  représente  la  variable. 

Ainsi  ùkx^  àj^  Az,...  représentent  les  différences  ou 
accroissements  des  variables  :r,  j^,  z,. . . . 

La  dérivée  d'une  fonction  se  désigne,  conune  nous  Ta- 

vons  déjà  dit,  par  la  lettre  même  qui  désigne  cette  fonction 

affectée  d'un  accent  :  de  sorte  que  les  dérivées  par  rapport 

'  à  X  des  fonctions  F(j:),  f{x)^  ^(«^îv  •  •  s'écriront  ainsi 


i5. 


228  LIVKB   II. 

OU  encore 

DF(x),     D/(ar),     D^(  *), .... 

Ainsi,  d'après  la  notation  des  différences,  si  l'on  désigne 
une  fonction  quelconque  F(j:)  par  y^  on  aura,  en  suppo- 
sant que  ùx  et  Ay  tendent  vers  zéro, 

et,  par  conséquent,  en  représentant  par  a  une  certaine 
quantité  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  Ax, 

175.  Cette  dernière  expression  nous  fait  voir  que  l'ac- 
croissement infiniment  petit  d'une  fonction  quelconque 
peut  être  considéré  conune  composé  de  deux  parties,  dont 
Tune  a£ix  est  infiniment  petite  par  rapport  à  l'autre,  qui 
est  F'(x)  Aor.  Or  nous  savons  que  les  limites  des  sommes 
ou  des  rapports  d'infiniment  petits  ne  sont  pas  altérées 
lorsqu'on  remplace  ces  infiniment  petits  par  d'autres,  qui 
en  diffèrent  de  quantités  infiniment  petites  par  rapport  à 
eux.  Donc,  toutes  les  fois  que  Ajr  entrera^dans  un  calcul 
comme  terme  d'un  rapport  ou  d'une  somme  dont  on  cher- 
chera la  limite,  on  pourra  le  remplacer  par  F'(j:)  Ar, 
c'est-à-dire  par  le  produit  de  la  dérivée  de  jr  par  l'accrois- 
sement infiniment  petit  de  la  variable  indépendante  x. 

On  donne  le  nom  de  différentielles  à  ces  quantités  que 
Ton  peut  substituer  aux  diûférences  infiniment  petites  des 
fonctions.  Elles  sont  plus  simples,  puisqu'on  néglige  dans 
celles-ci  le  terme  a  Ax  qui  est  presque  toujours  excessive- 
ment compliqué.  Ce  sont  même  les  plus  simples  quantités 
que  l'on  puisse  considérer  au  lieu  de  l'accroissement  de  la 
fonction  correspondant  à  l'accroissement  arbitraire  Ar, 
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puisque  c'est  le  simple  produit  de  ce  Ùlx  par  une  fonction 
où  Ax  n'entre  pas. 

Les  différentielles,  ces  quantités  infiniment  petites,  plus 
simples,  que  l'on  peut  substituer  aux  différences  elles- 
mêmes,  se  désignent  par  la  caractéristique  d^  au  lieu  de  A, 
et  comme  elles  ne  sont  autre  chose  que  le  produit  de  la 
dérivée  de  la  fonction  par  l'accroissement  de  la  variable,  on 
aura 

dx  =  ^'{x)eix     ou     ^~F(x); 

ùiX 

la  différentielle  est  donc  une  quantité  dont  le  rapport  à 
Taccroissement  de  la  variable  est  égal  à  la  limite  du  rap- 
port de  la  différence  de  la  fonction  à  ce  même  accroisse- 
ment. On  voit  que  la  recherche  de  la  dérivée  ou  celle  de 
la  différentielle  d'une  fonction  sont  une  seule  et  même 
question. 

176.  Si  Ton  suppose  que  la  fonction  y  soit  x  lui-même, 
on  aura 

by  -=.  Aor,     F' (x)  zrr  I ,     et     dy=i  Ajp. 

Ainsi  la  différentielle  de  la  fonction  y^  qui  dans  ce  cas 
est  X,  est  identique  à  Ao:,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

dxz=:  Ax; 

et,  comme  il  est  plus  naturel  d'employer  une  seule  caracté- 
ristique quand  cela  est  possible,  toutes  les  fois  qu'il  s'agira 
de  différentielle  de  fonctions  de  x,  nous  représenterons  l'ac- 
croissement de  X  par  dx\  et,  lorsqu'il  s'agira  des  accroisse- 
ments exacts  désignés  par  la  caractéristique  A,  nous  repré- 
senterons l'accroissement  de  x  par  Aor. 

Remaeque.  —  Si,  dans  une  même  question,  on  a  à  con- 
sidérer une  variable  indépendante  x  et  plusieurs  fonctions 
y  y  z,  u,  f^,...  de  cette  variable}  que  l'on  représente  par 
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ùty^  l^j  ùm^  ZW,.».  les  accrusseaittafts  de  ces  fonction a^ 
correspondant  à  un  même  accroissement  ùar  de  x  9  et  par 
djTy  ds^  duy  <2i^...  leurs  diâBireBtieUes  eoirespondanL  à 
raeer^isaemeiit  ^  ou  dx  de  x^  toutM  ces  difiérenuèlles 
serons  dans  des  rapporta  ooastants  mrec  dx  et,  par  ccmsé- 
quent,  les  unes  avec  les  autres^  k  mesure  (pie  dx  tendra 
i«r&  zéro.  Ces  rapports  constants  sercwt  évidemment  les 
,  limites  des  rapports  des  difTérences  correspondantes,  qui 
ne  diffèrent  des  différentielles  que  de  quantités  infiniment 
petites  par  rapport  à  elles-mêmes. 
Ainsi,  par  exemple,  on  aura 

dv        ,.     àff 
-7-  =  iim — f 

de  sorte  que  —  est  la  dérivée  de  %f  par  rapport  k  y^  quelle 

que  soit  la  variable  commune  par  rapport  à  laquelle  on  ait 
pris  les  différentielles  dif  et  dj.  Ce  qu'on  peut  encore  ex- 
primer d'une  autre  manière  en  observant  que  —  est  le  rap- 
port de  —  à  ^î  et  l'on  obtient  cette  proposition  :  que  la  dé- 
rivée d'une  variable  i^  par  rapport  à  une  autre  variaèlejr 
est  égale  au  rapport  des  dérivées  de  \^  et  y  par  rapport  à 
une  même  variable  quelconque  x^  dont  elles  peui^ent  être 
considérées  comme  dépendantes. 

Des  fonctions  simples,  des  Jonctions  de  fonctions 
et  des  fonctions  composées. 

477.  La  manière  dont  une  quantité  peut  dépendre  d'une 

autre  est  susceptible  d'une  variété  indéfinie.  Parmi  toutes 

le«  formes  possibles  de  fonctions,  on  mi  a  cboisi  un  certain 

•  nembre  trèsJimité,  auxquelles  on  est  convenu  de  chercher 

k  ramener  toutes  les  autres.  Elle»  sont  telles,  que,  soit  par 
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I9»  premières  opéruiiooA  de  rAHthiaeiiqwe)  sui(  «u  moyen 
d«a  Tal>lQ$  consimiie^  d'avimoe»  on  peut»  avec  un  degré  suf* 
fixant  d'ii^proKimation,  obtenir  leur»  v«kur9  correspon* 
dant  à  des  valeurs  numériques  queloonqiie»  de  U  variable 
dont  elles  dépendent. 

Ces  fonctions,  que  Ton  désigne  sous  le  nom  de  fonctions 
simples,  sont  les  suivantes,  dans  lesquelles  a  désigne  une 
quantité  indépendante  de  la  variable  x  :  a  -t  x^  a  —  Xy  ox, 

-  j  X*  (/Il  étant  un  nombre  réel  quelconque),  a*,  siux,  cq$x^ 

tangx,  cotx,  sécx,  coséox  \  et  les  fonctions  inverses  logx, 
arcsinx,arccosa:,  are  tango:,  arc  cota:,  arcsécx,  arccosécx. 

Une  fonction  quelconque  de  x  peut  être  soumise  aux 
opérations  qui  conaititiuent  unp  nouvelle  fonction;  on  a 
alors  une  fonction  d'une  fonction  de  x.  En  la  considérant 
elle-même  comme  une  variable,  on  peut  encore  la  soumettre 
aux  opérations  qui  constituent  une  nouvelle  fonction,  et 
ainsi  de  suite.  Les  fonctions  obtenues  de  cette  manière  se 
nomment,  en  général,  des  fonctions  de  fonctions. 

Lorsqu'une  fonction  dépend  de  plusieurs  fonctions  de  x, 
on  la  uonime  une  fonction  composée  de  x^  et  c'est  le  cas 
le  plus  général  des  fonctions  explicites,  c'est-à-dire  de  celles 
qui  sont  l'indication  d'opérations  qu'on  sait  eUectuer. 

Dans  tous  les  cas,  lorsque  deux  fonctions,  renfermant  un 
nombre  quelconque  de  vaviables  dépendantes  d'une  seule, 
sont  toujours  égales,  quelque  valeur  qu'on  donne  à  cette 
variable,  il  est  clair  que  leurs  accroissements  correspon- 
dants sont  toujours  égaux,  et  que,  par  conséquent,  leurs  dé- 
rivées par  rapport  à  cette  variable  le  sont  aussi,  ain;si  que 
leurs  différentielles. 

D'où  il  résulte  que,  quand  une  équation  a  lieu  pour 
toute  valeur  de  la  v^triable  indépendante,  les  dérivées  ou 
les  différentielles  de  ses  deux  membres  par  rapport  à  cette 
variable  sont  égales,  quelque  valeur  qu'on  lui  dorme* 
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Nous  allons  faire  connaître  les  principes  an  moyen  des- 
quels la  détermination  des  différentielles  ou  des  dérivées  de 
toutes  ces  fonctions  se  ramène  à  celles  des  différentielles  ou 
des  dérivées  des  fonctions  simples. 

Différentiation  des  fonctions  de  fonctions. 

178.  Considérons  une  fonction  u  de  x,  déterminée  par 
la  suite  d'équations 

et  clierchons  sa  dérivée  par  rapport  à  or,  ou  la  limite  du 
rapport  —•  »  dont  les  deux  termes  tendent  vers  zéro,  opéra- 
tion qu'on  appelle  différentiation.  Soient  Au,  A^,  A^  les 
accroissements  de  u,  z,  y^  correspondant  à  l'accroissement 
Ax  de  a:  ^  on  aura  identiquement 

Afi       Au  Az  à^y 
àx      as  ày  àx 

d'où,  en  observant  que  la  limite  d'un  produit  est  le  produit 

des  limites 

Donc  la  déri^fée  de  u  par  rapport  à  x  est  le  produit  des 
dérivées  de  u  par  rapport  à  z^de  z  par  rapport  à  y^  et  de 
y  par  rapport  à  x. 

Si  l'on  représente  la  dérivée  de  u  par  rapport  à  x  par  le 
rapport  des  différentielles,  on  aura 

OU 
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C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  la  diffërentiation 
des  fonctions  de  fonctions.  Il  a  lieu  ëvidemment,  quel  que 
soit  le  nombre  des  fonctions  accumulées  \  et  il  ramène  à  la 
simple  diffërentiation  de  chacune  de  ces  fonctions,  consi- 
dérée isolément. 

Remarque.  —  Si  /  et  z  sont  des  fonctions  de  x  et  qu'où 
ait  Téquation 

les  deux  fonctions  f  et  (p  étant  égales,  quel  que  soit  Xj  ont 
même  dérivée  par  rapport  kx\  on  a  donc 

on 

dz  et  dj  étant  les  différentielles  et  non  les  accroissements 
exacts  de  z  et  7"  correspondant  à  l'accroissement  indépen- 
dant donné  à  x^  de  sorte  que  l'on  n'aurait  pas 


Diffërentiation  des  fonctions  in^^erses. 

179.  Si  l'on  désigne  une  fonction  F  (or)  par  j^,  c'est-à- 
dire  si  l'on  pose 

et  qu'en  résolvant  par  rapport  à  x  on  en  tire 

on  dit  que  les  fonctions  F  et  f  sont  inverses  l'une  à  l'autre. 

Cela  posé,  ces  deux  équations  étant  les  mêmes  sous  une 

forme  différente,  elles  donneront  les  mêmes  accroissements 

correspondants  pour  x  et  j.  Soient  Ax,  J^y  ces  accroisse- 
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ments,  on  aura 


F(:r)r:::liin^  =  lim        ' 


d'où  il  résulte  que,  pour  avoir  la  dérivée  d^une  fonction 
F{x)  Inverse  de  la  fonction  9(x},  dont  on  sait  trouver  la 
dérivée,  il  suffira  de  prendre  la  réciproque  de  la  fonction 
dérivée  (f\  et  de  placer  sous  ce  signe  la  fonction  proposée 
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CHAPITRE  IL 

EXPRESSION  DE  L'ACCROISSEMENT  INFINIMENT  PETIT  D'UN'E 
FONCTION  DE  PLUSIEURS  VARIABLES  DÉPENDANTES  OU 
INDÉPENDANTES. 


180.  Considérons  une  fonction  jr  qui  dépende  de  deux 
variables  u,  i^y  et  soit 

Si  l'on  donne  à  u  et  (^  des  accroissements  infiniment  petits 
Au,  âku  dépendants  ou  indépendants  Tun  de  l'autre,  sui- 
vant que  tt  et  i'  le  seront  eux-mêmes,  Taccroissement  cor- 
respondant de  jr  sera 

àX  =  T{u-\-  Xu^  p-h  At')  —  F(m,  p) 

et  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

Ar  =  F(tf  -+-  Atf,  f )  —  F(k,  v) 

-+-  F(«  -H  A»>  P  -+-  At')  —  F(m  4-  Air,  p). 

Les  deux  premiers  termes  peuvent  s'écrire  ainsi 

F(tt4- Atf,  p).— F(a»p) 


Au 


Ar/. 


Le  coefficient  de  Au  ne  diffère  que  d'une  quantité  infini- 
ment petite  de  la  dérivée  F  (u,  (^)  par  rapport  à  u,  (^  étant 
omsidéré  comme  constant.  Soit  F|  (a,  i^)  cette  dérivée,  que 
Ton  appelle  dérivée  partielle  de  F(u,  i^)ovidejr  par  rap^ 
port  k  u  \  l'expression  précédente  pourra  se  mettre  sous  la 
forme 

[F,{a,  p)  -ha]Aii, 

OL  désignant  une  quantité  qui  devient  nulle  avec  au. 
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La  seconde  partie  peut  se  mettre  sous  la  forme 

F(a  -h  Att,  P-\-  ^p)  —  F(ii  -f- Aa,  v) 


àv 


àv. 


Le  coefficient  de  A»^  ne  différera  de  la  dérivée  de 
F  (  u  +  Au,  u)  par  rapport  à  v  considéré  comme  seule  va- 
riable que  d'une  quantité  S  qui  deviendra  nulle  avec  At/. 
Soit  Ft(u,  i^)  la  dérivée  partielle  de  F(ii,  i^)  par  rapport 
à  ^  ^  on  pourra  donc  mettre  la  seconde  partie  de  ^A^  sous 

la  forme 

[F,  (  « -4- An,  •»)  H-p]Ap, 

j3  devenant  nul  avec  A»^. 

Mais  F,  (u  -f-  Au,  u)  ne  diffère  de  Fi(m,  u)  que  d'une 
quantité  qui  deviendra  nulle  avec  Ai/  ^  l'ajoutant  avec  ^,  et 
en  désignant  leur  somme  par  a'^  la  seconde  partie  de  A;' 

aura  pour  valeur 

[F,(a,  p)-+-a']Ai'; 

et  par  conséquent,  en  réunissant  les  deux  parties  de  A^^, 

A^  =:  [F,  (tt,  r)  -t-  a]Att  H-  [F3(if,  p)  +  a']^v., 

Or  a  Au,  étant  infiniment  petit  par  rapport  à  la  première 
partie,  Test  par  rapport  à  Ay  lui-même;  et  il  en  est  de 
même  de  a^  A(^,  que  Au  et  At^  soient  dépendants  ou  indé- 
pendants l'un  de  l'autre.  Donc,  en  désignant  par  (ù  une 
quantité  infiniment  petite  par  rapport  a  A^,  on  aura 

A^r=F,(tt,  v)^u  -4-F,(tt,  p)Ap  -h». 

On  représente  les  dérivées  partielles  Fi  (u,  f^),  F|(u,  t/)  par 

dT(ujp)    dF(u,p)         dr   dr         •    m /•       i  •  i 

— \. — i, — .,  ou  -f-î  -f-  ;  mais  u  faut  bien  se  rappeler 

dti  dp  du,    dp  ^*' 

que  ces  deux  dj  sont  différents  et  représentent  les  différen- 
tielles de  j^  relatives  à  la  variation  d'une  seule  des  quantités 
u,  1^  :  on  les  nomme  les  différentielles  partielles  de  y  par 
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rapport  k  u  on  k  u.  Euler  avait  proposé  d'écrire  ainsi  ces 

dérivées  partielles  :  (-j-jf  (  ^  )  '  ^  *  supprimé,  depuis, 

ces  parenthèses,  parce  qu'avec  un  peu  d'attention  toute 
méprise  est  impossible.  L'équation  précédente  s'écrira  alors 
de  cette  manière 

dr  dy 

Ar  =  -f-  Aa  +  -r-  Ay  4-  w  ; 
du  dv 

et  il  bon  de  se  rappeler  que  <ù  se  compose  d'abord  d'une 
partie  qui,  divisée  par  Au,  devient  encore  nulle  quand  on 
y  fait  Au  =  o,  et  d'une  autre  partie  qui,  après  avoir  été  di- 
visée par  A(^,  contient  des  termes  qui  deviennent  nuls,  les 
uns  quand  on  y  fait  Au  c=  o,  et  les  autres  quand  on  y  fait 
Ai/=  o. 

On  aurait  des  résultats  analogues  pour  un  nombre  quel- 
conque de  variables  u,  (^, . . . ,  soit  entièrement  indépen- 
dantes, soit  dépendantes  les  unes  des  autres,  ou  d'autres 
variables  quelconques. 

Différentiation  des  fonctions  composées. 

181.  Soient 
et 

y  sera  alors  une  fonction  composée  relativement  à  x. 

Pour  avoir  sa  dérivée,  on  remarquera  que,  d'après  ce  qui 
précède,  on  a,  en  supposant  les  accroissements  infiniment 

petits, 

dy  dy  dy 

Ar  =  -r-  Att  +  -T-  Ap  -f-  ~  AfP  H- . . .  4-  û), 
du  d9  div 

(ù  étant  infiniment  petit  par  rapport  à  A^* 
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Divisant  par  £ix  et  passant  aux  limites,  on  obtient 

df djr  du       dy  dp        dy  d«v 

dx       du  dx       dv  dx       dw  dx 

I 

expression  dans  laquelle  il  ne  Êint  pas  osblier  que  ^>  -^ 

-j-  sont  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  j^.  Si  x  entrait 
explicitement  dans  F(u,  t^,  ^v-))  P^^  exemple  si  u  n'é- 
tait autre  chose  que  x^  —  deviendrait  ~-  et  serait  la  déri- 
vée partielle  de  la  fonction  par  rapport  a  x  \  tandis  que  le 

dy 

-j-  du  premier  membre  est  la  dérivée  totale  de  la  fonction 

dans  laquelle  on  fait  varier  toutes  les  quantités  dépendantes 
de  X.  On  ne  se  méprendra  jamais  sur  le  sens  de  ces  nota- 
tions :  c'était  pour  éviter  toute  crainte  à  ce  sujet  qu'Euler 
avait  proposé,  comme  nous  Tavons  dit,  de  mettre  entre 
deux  parenthèses  les  dérivées  partielles  *,  mais  on  a  renoncé 
à  cette  précaution. 

L'équation  ci-dessus  donne,  en  multipliant  les   deux 
membres  par  dx^ 


du  dv .  dw 


dx  =  ^du-^-^dP'i^  -^dw-^...^ 


que  Ton  écrit  quelquefois  ainsi 

djr  =11  dajr  H-  d^y.  -f-  d^f  -4-  .  . . . 

On  peut  donc  énoncer  ainsi  le  principe  de  la  diiTérentîation 
des  fonctions  composées  : 

La  différentielle  d' une  fonction  composée  est  égale  à  la 
somme  de  ses  différentielles  partielles,  relatii^es  à  chacune 
des  variables  qui  y  entrent  explicitement. 

Quant  aux  différentielles  du^  d%f^,..  de  ces  demiiires, 
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elles  se  rapportent  tontes  à  la  différentielle  dx  de  la  va- 
riable unique  dont  elles  dépendent. 

188.  Théorime  des  fonctions  homogènes.  —  La  diffé- 
rentiation  des  fonctions  composées  donne  la  démonstration 
d'un  théorème  remarquable  sur  les  fonctions  homogènes. 
On  dit  qu'une  fonction  de  plusieurs  variables  est  homogène 
et  du  degré  m  lorsque,  en  multipliant  chaque  variable 
par  une  indéterminée  f,  la  fonction  se  trouve  multipliée 
par  £*". 

Cela  posé,  soient  u  =  F  (a:,  J'^  z^.. .}  une  fonction  homo- 
gène et  du  degré  /w,  et  ç(x,  y,  ^v-Oî  ^'(•^î  Xî  ^v  ••)?••  • 
ses  dérivées  partielles  par  ^rapport  à  ^)  J'vî  ^^  aura, 
d'après  la  définition  précédente, 

(i)  F(fa:,  tf,  fs,.  .  .)  r=  t^F(x,x,  z). 

Différentiant  les  deux  memlires  par  rapport  à  la  variable  t 
seulement,  il  vient 

faisant  t  =  i  dans  cette  identité,  on  aura  la  suivante 

,  .  du  du  du 

C'est  en  cela  que  consiste  le  théorème  des  fonctions  homo^ 
gènes. 
On  peut  remarquer  que,  si  dans  l'identité  (i)  on  suppose 


t  =  -,  on  obtient 


— rz:  r 

x^ 


Ainsi  une  fonction  homogène  de  degré  tti,  divisée  par  la 
puissance  m  d'une  des  variables,  ne  dépend  plus  que  des 
rapports  des  autres  variables  à  la  première. 
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Différentielle  d'une  somme,  d'un  produit  ou  d'un  quotient. 

183.  La  règle  précédente,  appliquée  à  une  somme  de 
termes,  montre  que  la  diiTérentielle  d'une  pareille  fonction 
est  la  somme  des  différentielles  de  chacun  de  ses  termes,  ce 
qui  était  d'ailleurs  évident  de  soi-même. 

Si  Ton  suppose  maintenant  y  =  u\^w. . .,  la  même  règlo 
donnera,  en  observant  qu'en  général  d[AF{x)]  =  A.dF{x)^ 
si  A  est  un  coefficient  constant, 

djr  =  «w. , .  du  -h  utv, . .  <fp  -h  ««'. . .  d(v  4- .  .  . , 

ou 

-                        (du       dv       dw  \ 

dr  =  uvw,  ..  ( 1 1 h...).... 

Soit  encore  y  =z-^^  d'où  »^  =  m.  En  prenant  les  diflFéren- 
tielles  des  deux  membres,  on  aura 

ydv  +  vdy^  =  du^ 


doù 


du       ydv        du       udv 

V  p  p  1^    ' 


ce  que  l'on  peut  écrire  ainsi 

vdu  —  udv 


djr^ 


P» 


Ces  trois  règles  sont  d'un  usage  très-fréquent. 

Comment  la  différentiation  de  toute  fonction  explicite 
se  ramène  à  celle  des  fonctions  simples. 

184.  Considérons  maintenant  une  fonction  explicite 
quelconque  de  x  :  elle  indique  une  suite  d'opérations  à 
elfectuer,  dès  que  l'on  aura  choisi  arbitrairement  une  va- 
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leur  numérique  pour  x.  Celle  de  ces  opérations  qui  doit  se 
faire  la  dernière,  et  dont  le  résultat  est  la  valeur  de  la  fonc- 
tion, porte  soit  sur  une  seule,  soit  sur  deux  quantités  va- 
riables avec  x\  dans  ce  dernier  cas,  la  dérivée  de  cette  fonc- 
tion se  ramène,  par  le  théorème  des  fonctions  composées, 
au  cas  où  une  seule  des  deux  quantités  serait  variable,  et 
alors  on  n'a  plus  à  considérer  qu'une  fonction  simple.  Si 
donc  on  savait  trouver  les  dérivées  de  toutes  les  fonctions 
simples,  on  saurait  trouver  celle  de  la  fonction  proposée, 
au  moyen  des  dérivées  des  quantités  sur  lesquelles  doit 
s*exécuter  la  dernière  opération.  La  question  est  donc  ra- 
menée à  déterminer  ces  dérivées,  qui  sont  celles  de  fonctions 
moins  compliquées  que  la  proposée,  et  qui  se  ramèneront 
semblablement  à  d'autres  fonctions  encore  moins  com- 
pliquées, jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  des  fonctions 
simples. 

Tout  se  réduit  donc  à  la  différentiation  de  ces  dernières, 
et  c'est  de  quoi  nous  allons  nous  occuper  présentement. 


CateuIinf.D.^X.  l6 
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CHAPITRE  III. 

DIFFÊRENTUTION  DES  FONCTIONS  SDfPIJBS. 


185.  Différentielle  de  logx.  —  Soit  j^  =  logx;  ce  loga- 
rithme étant  pris  dans  une  base  quelconcjue  a,  on  aura 

àjr  m  log(x  -4-  ^Jc)  —  logx  —  log  (  IH J  » 

et,  par  suite, 

Posons  —  =:  a.  et  substituons  dans  le  second  membre,  il 
vient 

Ar     log(i-hx) 

I 

Or  on  sait  que,  lorsque  a  tend  vers  zéro  {voir  la  note  III  â 
la  fin),  — ^^ ^  tend  vers  loge,  e  désignant  la  base  du  sys- 
tème de  Néper.  Donc  la  limite  de  —  est  —S-, 
On  peut  donc  écrire 

•^1  dy       \oae  ,        \oae  , 

DlogJ:=:r  3^  =  -2-,       OU      rf/  =  -H«^a?. 
dx  X  X 

Si  Ton  observe  que  loge  =r  p ,  1  désignant  les  logarithmes 
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népériens,  on  pourra  écrire 


dx         dy I 


~^la       dx       x\a 


si  a  =  e,  on  auraj^  =  \x^ 


dx       dy I 

X        dx      X 


• 


Dans  le  cas  où  a  =  lo,  le  module  loge  a  pour  valeur 
loge  =r  0,434^94^ 

186.  Différentielle  de  a'.  —  Soit  maintenant  la  fonction 
inverse  y  =  a*.  D'après  la  règle  donnée  en  général  pour 
les  fonctions  inverses,  et  dont  on  pourrait  refaire  la  dé- 
monstration sur  chaque  cas  particulier,  on  aura 

dx       loge       loge  ' 

et,  par  suite, 

dy  =:a*\adx. 

On  pourrait  aussi  trouver  directement  la  différentielle  de 
a',  et  en  déduire  celle  de  la  fonction  inverse  log  j:.  En  effet, 
si  Ton  a  j^  =  a',  on  aura 

ày  =  a*+^—  tt*=  a*{a^'—  i); 
d'où 

Ar  a*'  —  I 

àx  tix 

Tout  se  réduit  donc   à  trouver  la  limite  de »  ou, 

Ao: 

fl*  — —  I 

pour  plus  de  commodité,  de j  a  tendant  vers  zéro. 

Posons 

a«—  1  =  6,     d'où     0^=2  I  H-  §, 

16. 
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il  faudra  trouver  la  limite  de  ~;  pour  cela  on  remplacera  a 

par  sa  valeur  en  6,  donnée  par  l'équation  précédente,  d'où 

Ton  tire 

alfl=:l(i-f-e); 
il  en  résulte 

^■"1(14-6)      ' 
d'où  lim  -  =:  la,  et,  par  conséquent, 

dx  -^ 

187.  Différentielle  de  or*.  —  Soit^  =  x*;  on  aura,  en 
prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  dans  la  base  e, 

\y  =  mXx; 

prenant  maintenant  les  différentielles  des  deux  membres, 
il  vient 

-^=:m  —  9      d'où     dr=z^-^da:» 
y  X  X 

Remplaçante^  par  x*,  on  aura,  quel  que  soit  m, 

dy 
dy  •=.  maf^^^  dx^      -7- =:injf*~'. 

dx 

Si  7  et  x  n'étaient  pas  positifs,  les  logarithmes  seraient 
imaginaires  \  on  évitera  cette  difficulté  en  élevant  au  carré 
les  deux  membres  de  l'équation  j^  =  x*,  ce  qui  donne 

et,  prenant  les  logarithmes, 

Différentiant  les  deux  membres,  il  vient 

d[r')_d[x-)^ 
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et,  comme  on  reconnaît  facilement  que  l'on  a 

cette  équation  deviendra 

dy       mdx 


et,  par  suite, 


dr 
dy '=imaf*~^ dx     et     -J- =/»«*""*, 

dx 

comme  dans  le  premier  cas . 

Dans  le  cas  particulier  de  m  =  —  i ,  on  trouve 

I dx 

X  x* 

Si  m  s=-,  on  a 

a 

dx 

d^x  =  — p« 

On  peut  parvenir  directement  à  la  dérivée  ou  à  la  diffé- 
rentielle de  x*.  En  effet,  cette  dérivée  est  la  limite  de 


(x  +  Ax)--^     oade     *- 


àx  Lx 

posant 

àx 

on  aura  à  trouver  la  limite  de 


quand  a  tend  vers  zéro.  Posons  (i  -f-  a)"*—  i  =  6;  la  ques- 
lion  revient  à  trouver  x*"*  lim  -•  Pour  avoir  cette  limite  il 

a 
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faut  exprimer  a  et  6  au  moyen  de  Tëquation  de  transfor- 
mation, qui  donne  m/(i  -+-  «).=  /(i  -h  6). 

Mais  on  sait  que,  dans  la  recherche  des  limites  de  rap- 
ports, on  peut  remplacer  /(i  +  ^)  par  2,  quel  que  soit  Tin- 
uniment  petit  z  -,  donc 

a  /(H-a) 

et  la  dérivée  de  af  est  mx^^^.  Ainsi 

Rehaeqvb. —  La  limite  de-  étant  m,  on  a  -  :=  m(i+  u), 
(ù  tendant  vers  zéro  avec  a.  Ou  aura  donc,  quel  que  soit  m, 

: '- =rm(i-4-«)     ou     (I -f-a)*=  I -4-/na(i -h«»), 

et  Ton  pourra  remplir  (i  -h  a)* —  i  par  ma  sans  altérer  les 
limites  des  rapports. 

488.  Différentielles  de  sinx^  tangx^  sécx.  —  Les  lignes 
trigonométriques  étant  des  fonctions  de  Tare  correspon- 
dant {voir,  dans  les  applications  géométriques,  l'article  sur 
la  longueur  des  lignes  courbes),  nous  pouvons  chercher 
lexpression  de  leurs  différentielles  correspondant  à  celle 
de  l'arc.  Dans  tous  ces  calculs  nous  supposerons  que  le 
rayon  soit  pris  pour  unité. 

1°  Soit  d'abord 

X  =z  sin  jr, 
il  en  résultera 

Ajr  z=  sin(x  -h  Ax)  —  sin*  =  2  sin  —  cos  Ix-^ )  ; 

d'où 

.    Ax 

sm  — 

Ar  2  /  Ajk\ 

I  -^  1= — COSlJrH )• 

Ax  A.r  \  2  / 
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Or,  lorsqu'un  arc  tend  vers  zéro,  le  rapport  du  sinus  à  Tare 
tend  vers  l'unité,  ainsi  que  le  rapport  de  la  tangente  à  l'arc, 
ou  du  sinus  à  la  tangente^  donc 

sm  — 
lim =  1  : 

2 

la  limite  du  second  membre  est  donc  cos  j:. 
On  a  donc 

dr 

-j-  =  cosx,     ou     D  sinx  =  cosjs; 

dx 

on  en  déduit 

djr  =  cosxdx^ 
ou 

dsmxzrz  cosxtLcm 

2^  Soit  maintenant  j^  =  tangx^  on  aura 

tang:r  -f-  tangÀx  tangÂjr(i  -f-  tang'x) 

^        I  —  tangxtaogAx  i  —  tangxtangAx 

d'où 

A/ tangAx        I  -4-  tang*.r 

Ax  Ax       1  —  tangxtungAx* 


et  passant  aux  limites. 


ainsi 


4x  *  .  ,  I 

-f-  m  I  -f-  tang*x  =  sec'x  =  — —  ; 
dx  cos'x 


^  I 

D  ungx  =  — --  , 


cob'x 

et,  par  suite, 

^         ,  dx 

dy=:d  tangx 


cos*x 
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On  arriTeraît  au  même  résultat  en  considérant  que  tangx 


smx 


égale  — ;— 9  et  appliquant  la  règle  pour  différentier  les  frac- 

COS  M? 

tions. 

Soit  enfin  y  =  sécx  = ;  on  aura,  par  la  règle  des 

006' 

fractions, 

dcosx      ûnxthc  . 

dY^= : —  = : —  =  taDff  X  ^ecxdx  : 

cos*x         cos'x  " 

ainsi  d  séc x  =:  tangx  sécor^ar,  et  D  sécx  =  tango?  sécx« 
On  y  parviendra  encore  en  observant  que 

A^  = ; T— T > 

cos(j:  -h  Ajp)        COSX 

et  développant  les  calculs  comme  dans  les  cas  précédents. 

3®  Différentielles    de  cosXj  cotx^  cosécx.   —  0)nsi- 
dérons  maintenant  les  mêmes  fonctions  du  complément 

X  deTarcor. 

a 

Observons  pour  cela  que  l'on  aura  en  général,  en  regar- 
dant   X  comme  une  fonction  de  x^  et  appliquant  la  règle 

des  fonctions  de  fonctions, 

Ainsi,  pour  les  trois  fonctions  cosx,  cotx,  cosécx,  qui  ne 

sont  autres  que  sin(  -  —  x)j  tangf x\y  sécf  -  — x|> 

il  faudra  prendre  les   dérivées  des  fonctions  respectives 

sinx,  tangx,  sécx,  y  changer  x  en x,  puis  multiplier 

par  —  dx.  On  trouvera  ainsi 

dx 

dcosx  =  —  sinxdx^     dcolx  = : , 

sm'x 

^cosécx  =  —  cotx  cosécxdlr, 
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et 

Dcosjr=: — sin^,     Dcotx= :— r-) 

D  cosécx  =  —  cotjr  coséc:e. 

189.  Différentielles  des  fonctions  trigonométriques  in- 
i^rses.  —  Nous  avons  vu  que,  pour  obtenir  la  dérivée  d'une 
fonction  j^  de  a:,  il  suffisait  de  diviser  l'unité  par  la  dérivée 
de  la  fonction  inverse,  dans  laquelle  on  mettrait^  pour  va- 
riable. 

D'après  cela^  si  l'on  considère  les  fonctions  arcsinx, 
arctango:,  arc  sécx,  arccosx,  arccotx,  arccosécx,  qui  ont 
respectivement  pour  inverses 

sÎDâ?,    tangx,     sécx,     cosjr,     cotx,     coséc4p, 

on  trouvera 

dx  dx 

pour     jr  =  arc  smar,         df  = = 


dx 
pour     X  =  arc  tangjr,      djr  =  co&^ydx  = j> 

dx  dx 

pour     y  =  arc  séc  jr,        dy  = 


tangjsec/       xyjx^—i 

dx  dx 

pour      y  =  arc  cosx,         4r  = '- —  = m 

dx 
pour     y  =  arc  cotx,        dy  •=  —  sin'or^  =  — 


dx  dx 


pour      r  =  arccosécjî,     dy  =1 , . 

cot^  coscc/  X  \Jx^  —  I 

Il  est  inutile  d'écrire  les  valeurs  des  dérivées.  U  faut  bien 
remarquer  que  les  radicaux  qui  se  sont  introduits  dans  ces 
formules  doivent  être  pris,  tantôt  avec  le  signe  +,  tantôt 
avec  le  signe  — ;  on  reconnaîtra  celui  que  l'on  doit  prendre, 
en  considérant  la  ligne, trigonométrique  qui  l'a  introduit. 
Les  trois  dernières  différentielles  sont  égales  aux  trois 
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premières,  en  faisant  abstraction  des  signes,  qui  peuvent 
Être  semblables  ou  dissemblables^  et  cela  tient  à  ce  que  la 
somme  ou  la  dilTérence  des  deux  arcs  correspondants  est 
une  constante. 

Les  signes  que  nous  avons  donnés  aux  radicaux  dans  ces 
formules  se  rapportent  au  cas  où  Tare  est  compris  entre  o 


et- 
a 


Les  différentielles  des  fonctions  trigonométriques,  ou 
fonctions  circulaires,  pourraient  encore  s'obtenir  par  des 
considérations  géométriques  fort  simples,  auxquelles  nous 
ne  nous  arrêterons  pas. 

■ 

190.  Le  tableau  suivant  renferme  les  différentielles  de 
toutes  les  fonctions  simples.  Nous  y  représentons  par  la 
lettre  caractéristique  L  les  logarithmes  dans  une  base  quel- 
conque^ et  par  1  ceux  qui  se  rapportent  à  la  base  de  Néper. 
Dans  les  fonctions  trigonométriques  inverses,  les  signes  des 

radicaux  supposent  Tare  compris  entre  o  et  -  • 


d  X*  S--  nx*  '  '  dx 
dhx 


,     dx 
Le  — 

X 


d\x=.-' 

da'zz 
de*^ 


dx 

X 

a'iadx 
e'dx 


dsinx  = 

dsécx  =. 
d  C08  j:  s=. 

dcoix  = 

d  cofléc  j:  s= 


:  cosxdx 
dx 

Unçx  %écxdx 

—  s'inxdx 

dx 
sïn*x 

■  —  ootx  coêécxiix 


d  arcmx  ■ 

</are  tangx  : 
daretécx 

d  arc  COBX  : 


dx 


^1  — jr» 
dx 

1-1- x" 

dx 
dx 


Jarccotx  =. — 


d  arc  eosécx  =  — 


dx 
dx 


X  ^X*—  I 


Il  est  bon  d'observer  que  ces  diiférentielles  des  fonctions 
simples  de  x  ne  supposent  nullement  que  x  soit  la  variable 
indépendante.  Elles  correspondent  bien  à  la  différentielle 
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djc-^  mais  celle-ci  peut  dépendre  de  celle  d'une  variable 
quelconque  dont  x  dépendrait,  comme  aussi  elle  peut  être 
entièrement  indépendante.  Ainsi  Ton  aurait 

d[F{x)f  =  «[F(ar)]"-' rfF(a:),. 
<fsin[F(a:)]=:cos[F(ar)]£/F(a:),.  .  .  . 

C'est  cette  même  considération  qui  nous  a  conduits  à  la  dif- 
férentiation  des  fonctions  de  fonctions. 

Différentielles  des  fonctions  implicites. 

i9i .  Si  par  fonction  implicite  on  entendait  toute  fonction 
dont  la  forme  n'est  point  donnée  explicitement,  mais  qui  est 
déterminée  complètement  par  les  données  de  la  question, 
on  se  jetterait  dans  une  trop  grande  généralité,  et  il  ne  scr 
rait  pas  possible  de  donner  des  règles  générales  pour  leur 
dilTérentiation.  Nous  renfermerons  seulement  sous  cette 
dénomination  les  fonctions  qui  sont  liées  aux  variables  dont 
elles  dépendent,  par  des  équations  dont  les  deux  membres 
sont  des  fonctions  explicites  de  toutes  ces  quantités. 

Nous  considérerons  d'abord  le  cas  où  l'on  a  une  seule 
éqtiation  \  ce  cas  se  subdivise  en  deux  autres,  suivant  que 
la  fonction  dépend  d'une  seule  ou  de  plusieurs  variables 
indépendantes.  • 

Soit  d'abord  la  fonction  y  déterminée  par  l'équation 

F(x,  jr)  =  o. 

Les  dérivées  par  rapport  à  x  des  deux  membres  de  cette 
équation  devant  être  identiques,  et  y  étant  une  fonction 
déterminée,  quoique  inconnue,  de  x,  nous  aurcms,  d'après 
la  règle  des  fonctions  composées, 

dY      dF  dr  dT  ^        d¥  ^ 

équation  qiu  détermine  la  dérivée  ou  la  diflérentielle  de  y^ 
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puisque  Toii  peut  former  les  dérivées  partielles  jT'  7*  ^® 
la  fonction  explicite  F(j:,  j^).  On  aura  ainsi 

£F  d¥ 

dr  dx        ,,  ,       .  dx   . 

—  = «      d  ou     dy  "=■ di, 

dx  dY'  -^  df 

dj  dy 

Ces  valeurs  de  la  différentielle  et  de  la  dérivée  de^  sont 
exprimées  au  moyen  de  x  et  ^  à  la  fois  ;  elles  ne  peuvent 
l'être  au  moyen  de  x  seul  que  quand  on  peut  résoudre  Té- 
quation  F(ar,^)  =  o  par  rapport  à  y  \  mais  néanmoins  ces 
formules  ne  laissent  pas  que  d'être  d'une  grande  utilité 
dans  le  cas  même  où  cette  résolution  est  impossible. 

19^  O>nsidérons  maintenant  m  —  i  équations  entre  m 
variables;  ce  qui  détermine  m  —  i  d'entre  elles  en  fonc- 
tions de  la  m'''^,  qui  sera  la  seule  variable  indépendante. 

Soient 

F(x,  J,  2,...)  — o, 

F,(x,7,z,...)=^o, 


F«-,{x, /,«,...)  =  o; 
on  trouvera,  en  différentiant  toutes  ces  équations, 
rfF  ^         ^F  ^         rfP  , 

•y  dx  -^  -y  dy  -{-  ^-  di  -^ . . ,  =zO^ 
dx  djr  dz 

d¥t  dYx  dY, 

— -—  dx  H -~  djr  H 7—  di  -h . . .  =  o, 

dx  djr  dz       , 

» 

— J —  dx  H ; —  djr  H ; —  rfz  -f- =0. 

dx  dj'  dz 

De  ces  m  —  1  équations  du  premier  degré  par  rapport  à  dj^ 
<2z,. . . ,  on  tirera  la  valeur  de  ces  m  —  i  inconnues  en  fonc- 
tion de  x,^,  z,. . .  et  dx  ;  ce  qui  était  l'objet  de  la  question. 


CALCUL    DES    DÉRIYÉES    ET   DES    DIFFÉRENTIELLES,    ETC.      ^53 


CHAPITRE  lY. 

EXPRESSION  REMARQUABLE  DU  RAPPORT  DES  ACCROISSEMENTS 
FINIS  DE  DEUX  FONCTIONS  D'UNE  MÊME  VARIABLE. 


i93.  Soient  F(j:),  f{x)  deux  fonctions  quelconques, 
et  x»,  X  deux  valeurs  arbitraires  de  jt;  X  surpassant  x^ 
d'une  quantité  finie  positive  h,  U  s'agit  de  trouver,  au 
moyen  des  dérivées  de  ces  fonctions,  une  expression  du  rap- 
port 

/(^.-f-A)-/(^.)     ''''     /(X)~/(arO' 

en  supposant  que  la  fonction  f{x)  soit  toujours  croissante 
ou  toujours  décroissante^  ou,  en  d'autres  termes,  que  sa 
dérivée  soit  constamment  de  même  signe,  pour  toutes  les 
valeurs  de  or  comprises  entre  x^  et  X.  Admettons,  pour 
fixer  les  idées,  que  f'{x)  soit  constamment  positive  entre 
ces  limites^  soient  A,  B  la  plus  grande  et  la  plus  petite  va- 

F'(.r") 

leur  que  prend  entre  ces  mêmes  limites  le  rapport  ^,'  '> 

que  nous  supposons  fonction  continue  de  j:  :  on  aura  con- 
stamment 

Multipliant  par/' ( x)  qui  est  positif,  on  aura  les  deux  inéga- 
lités suivantes,  qu'il  faudrait  changer  de  sens  siy*'(x)  était 

négatif, 

r(a:)<A/'W,     F(;r)>B/'(ar). 

Le  premier  membre  de  la  première  inégalité  est  la  dérivée 
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de  F(j:),  et  le  second  de  A/(j:),  et  par  conséquent  {n?  72) 
F(x)  croit  moins  rapidement  que  Af{x).  On  a  donc,  si 
h  est  positif 

F(X)  -  F(x,)  <A[/(X)]  -At,)], 

et  divisant  par /(X)  — f{x»)i  ff^à  est  positif,  par  hypo- 
thèse, 

F(X)-F(x.) 

On  trouverait  ce  même  résultat  si  h  était  négatif,  parce 
que  rayant-dernière  inégalité  changerait  de  sens }  mais,  en 
la  divisant  par  /(X)  — f(^o)^  qui  serait  alors  négatif,  elle 
changerait  une  seconde  fois.  L'inégalité  F'(j:)  >  ^f(j^) 
conduit  de  même,  dans  tous  les  cas,  à 

F(X)-F(.0^ 
/(X)-/(*.)-^ 

Donc,  puisque  le  rapport        '  est  continu  entre  Xo  et  X,  ce 

qui  arrivera  évidemment,  par  exemple,  si  F'(x)  et  f'{x) 
le  sont  séparément,  il  existera  une  ceitaine  valeur  de  x 
intermédiaire  entre  Xo  et  X,  telle  que  ce  rapport  deviendra 

égal  a  ^      '       y. — -j  qui  est  compris  entre  la  plus  grande 

et  la  plus  petite  valeur  que  prend  777— (•  Si  Ton  désigne 

cette  valeur  de  x  intermédiaire  par  Xo  H-  6A,  0  étant  une 
valeur  comprise  entre  o  et  -h  i  )  on  parviendra  à  la  formule 
suivante,  dont  nous  ferons  les  nombreuses  applications  : 

Si  Ton  avait  supposé /'(x)  constamment  négatif,  les  inéga- 
lités n'auraient  fait  que  changer  de  sens,  et  n'en  auraient 
pas  moins  conduit  à  cette  même  formule.  Il  faudra  bien  se 
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rappeler,  dans  les  applications  qu'on  en  fera,  qu'elle  sup- 
pose que  f{oc)  soit  constamment  de  même  signe  entre  x^ 

etx^-h  «,  et  que  le  rapport  -p- — ^  passe  par  toutes  les  va- 
leurs comprises  entre  sa  plus  grande  et  sa  plus  petite, 
quantd  x  passe  par  toutes  les  valeurs  comprises  entre  Xo  et 

Xo-h  A. 

194.  Nous  allons  déduire  de  l'équation  (i)  quelques  pro- 
positions qui  nous  seront  fort  utiles  par  la  suite. 

Si  l'on  avait,  pour  une  valeur  particulière  Xo  de  la  va- 
riable, F{Xfi)  =  o,  f{Xn)  =  o,  la  formule  (i)  deviendrait, 
en  posant  Oh  =  Ai,  /i|  étant  moindre  que  A, 

Si  l'on  avait,  en  outre,  F'(j:o)  =  o,y'(j:o)  =  o,  on  aurait 
semblablement,  en  représentant  par  F'''(j:),  f{x)  les  dé- 
rivées de  F' (or),  f'{x)  ou  les  secondes  dérivées  de  F(j:), 

/'(^•H-A.)'"/^(x.-4-A,)' 

h^  étant  moindre  que  Ai,  et  en  supposant  que  ^^       passe 

par  toutes  les  valeurs  entre  sa  plus  grande  et  sa  plus  petite, 
et  quey'^(j:)  soit  toujours  de  même  signe.  On  aura,  par 
suite. 

Si  l'on  avait  F'''(jro)  ==  o  et  f^{xo)  =  o,  on  obtiendrait 
une  formule  semblable  où  entreraient  les  dérivées  de  F''  {x) 
^tf"{x)  ou  les  troisièmes  dérivées  de  F( x),  f[x).  En  con- 
tinuant ainsi,  et  désignant,  en  général,  par  ^"*{x)  la  fonc- 
lion  qu'on  obtient  en  différentiant  successivement  m  fois  la 
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fonction  quelconque  f  (a:),  on  verra  que,  si  l'on  a  les  condi- 
tions 

F(x0=:O,      F(ar,)  =  0,...,       F— '(.r.)  =  o, 
/(x.)  =  0,      /'(x,)  =  0,...,     /— •(j?,)=:0, 

et  que  les  rapports  des  dérivées  de  même  ordre,  jusqu'à 
Tordre  n  inclusivement,  passent  par  toutes  les  valeurs  entre 
leur  plus  grande  et  leur  plus  petite^  ce  qui  aura  lieu  s% 
sont  continus,  et  qu'enfin  les  dérivées  de  f  soient  de  signes 
constants,  on  aura 

6  désignant  une  quantité  positive  moindre  que  l'unité. 

Si  toutes  les  conditions  précédentes  étaient  satisfaites^ 
excepté  F(xo)  =  o,  on  aurait 

198.  Comme  application  de  cette  dernière  formule,  sup- 
posons que  l'on  ait 

f{x)  =  (x  —  or,)-, 

et  que  la  fonction  F  (a:)  ait  toutes  ses  dérivées  continues 
jusqu'à  F*  (x)  inclusivement,  entre  x©  et  x^  -f-  A  ;  les  con- 
ditions /(x«)  =  o,  f\x^)  =  o,. . .,  /"-'(oTo)  =o  seront 
évidemment  satisfaites  \  de  plus  y^(x),. . .,  /"{x)  sont  de 
signes  constants  ;  et  en  supposant  toujours  que  l'on  tât 

l'équation  (3)  devient 

h*  1.2.3. .  ./i  ' 
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d'où 

(4)  F(*.  +  A)-F(*.)  =  -— Ç— -F"(*.+  eA). 

On  voit  que,  si  raccroissement  h  de  x  tendait  vers  zëro,  et 
que  F"(aro)  fût  fini,  raccroissement  de  F(j:),  pour  la  va- 
leur particulière  Xo,  serait  infiniment  petit  de  Tordre  n, 
celui  de  x  étant  du  premier. 

Si  Ton  a,  en  outre,  F(xo)  =  o,  la  formule  précédente 
devient 

(5)  F(x,  -+-  /i)  = F»(ar.  -+-  ÔA). 

A    •  ^  •    •    •  fm 

Si  x^  est  zéro,  cette  équation  se  change  en  la  suivante  : 

F(A)=: — ^ F-(9A), 

I  .2.  .  ./l 

et,  changeant  l'indéterminée  h  en  j:, 

(6)  F(^)  =  -^^F-(9x), 

a  •  ^  ■    •   •  /• 

en  admettant  les  conditions 

F(o)  =  0,     F'  (o)  =  o, . . . ,     F»-' (o)  =  o. 

On  peut  remarquer  qu'on  aurait  semblablement 

et  que,  par  conséquent,  dans  ce  cas,  F(x)  est  infiniment 
petit  par  rapport  àY'{x). 

Si  Ton  n'avait  pas  F(xo)  =  o,  on  obtiendrait,  au  lieu  de 
l'équation  (6), 

(7)  F(*)  -  F(o)  =  — ^  F-(e*). 

196.  Nous  déduirons  de  ce  qui  précède  un  corollaire  très- 

Cahulinf.  D.  -  l,  17 
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simple,  et  qui  nous  servira  par  la  suite.  Il  consiste  en  ce 

que,  SI  — ^  tend  vers  aero  en  même  temps  que  x,  et  que 

F(a:),  F"ar)..  ...,F*^x)  soient  continus  entre  o  et  a:,  la 

fraction pourra  se  mettre  sous  la  lorme  •  ld 

effet,  il  résulte  d'abord  de  l'hypothèse  que  Ton  doit  avoir 

F(o)=:o,     F'(o)  =  o,...,     F— •{o)  =  o; 

car  sans  cela  — '—^  serait  infini,  pour  x  =  o.  On  peut  donc 


appliquer  ici  la  formule  (6),  et  Ton  voit,  par  conséquent, 
que  SI  — -^  devient  nul  pour  x  =  o,  on  aura 

Y(.r)  F^rO.r) 


.7f*  l  .  2  .  .  .  /l 

197.  L'équation  (4)9  dans  laquelle  on  suppose  n=  ly 
devient,  en  remplaçant  par  x  la  quantité  arbitraire  x©, 

(8)  F{jî  -^  A)  —  F(x)  ^  AF' (.r  -\-  Bh). 

Elle  conduit  immédiatement  à  une  conséquence  déjà  obte* 
nue  précédemment,  savoir  :  qu'iV  ny  a  qu'une  expression 
indépendante  de  x  dont  la  dérivée  par  rapport  à  x  soit 
nulle  quel  que  soit  x. 

En  effet,  soit  F(x)  une  fonction  telle,  que  pour  toute 
valeur  de  x  on  ait  F^(j:)  =  o*,  Téquation  désignée  montre 
que,  quels  que  soient  x  elx-^  A,  on  aura 

F(jr-f-A)  — F(.r)=r=o, 

puisque  F'(a:-+-9A)  est  nul  par  hypothèse.  Donc 
F  (x)  =  F(x  4-  A),  et  par  conséquent  la  fonction  F  ( x),  a 
toujours  la  même  valeur,  quelle  que  soit  la  valeur  de  la  va- 
riable ;  elle  est  donc  constante  relativement  à  or,  ou,  en 
d'autres  termes,  elle  ne  dépend  pas  de  x. 
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D*où  résulte,  comme  nous  Tavons  déjà  dit,  que  deux 
fonctions  qui  ont  la  ménie  dérivée  par  rapport  à  une  même 
^variable,  ne  peuifent  différer  que  par  une  constante,  c'est- 
à-dire  par  une  quantité  indépendante  de  cette  variable.  En 
effet,  la  dérivée  de  la  différence  de  ces  deux  fonctions, 
étant  la  différence  de  leurs  dérivées,  est  nulle  d'elle-même,, 
d'après  Thypothèse;  donc  cette  différence  est  une  con- 
stante, comme  il  fallait  le  démontrer. 

198.  Nous  terminerons  par  cette  proposition  très-impor- 
tante, que  siY{x^j)  tend  vers  zéro  quel  que  soit  JC,  quand 
on  fait  tendre  y  vers  une  certaine  valeur  particulière  a, 
toutes  les  dériv^ées  de  F(x,j^)  par  rapport  à  x  tendront 
/lussi  vers  zéro,  en  même  temps  que  y  vers  a. 

En  effet,  pour  toute  valeur  de  x  et  de  A,  on  aura,  en  vertu 
de  Téquation  (8), 

(9)  F(.r  +  A,j-)-.F(ar,  jr)=AF'(x-f-Ô/2,^), 

la  dérivée  étant  prise  par  rapport  à  x,  et  supposée  continue 
et  déterminée  pour  toute  valeur  de  JC  et  j^. 

Or  les  deux  termes  du  premier  membre  deviennent  nuls 
pourj^  =  a-,  donc  F'(a:-i-  6A,  a)  =  o. 

Et  comme  x  et  h  sont  arbitraires,  on  peut  a6Srmer  que 
x-^Bh  peut  prendre  toutes  les  valeurs  possibles,  bien  qu'on 
ne  connaisse  pas  la  valeur  de  0\  car  x-^-Bh  est  toujours 
compris  entre  x  et  x  -h  A,  et  Ton  peut  faire  en  sorte  que 
jr  et  X  ^h  comprennent  toujours  entre  eux  une  valeur 
arbitraire  x'  et  s'en  rapprochent  indéfiniment;  d'où  il  sui' 
que  X  -\-  Bh  peut  s'approcher  indéfiniment  de  x\  et  que, 
par  conséquent,  F'(a:,  a)  est  nul,  quel  que  soit  jc,  si  ¥'[x^j) 
est  continue  par  rapport  k  x  e\.y. 

De  là  on  déduira  semblablement  que  V[x^  a)  est  nul 
quel  que  soit  x,  et  qu'il  en  est  de  même,  en  général,  de 
F"(x,  a).  Et  il  est  évident  qu'il  en  sera  de  même  pour  une 

*7- 
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fouction  F(jr,^,  ^v-  -)  ^^^  tend  vers  zéro,  quel  que  soitx, 
quand  y^  z,. . .  tendent  respectivement  vers  a,  i^. . .. 

199.  U  est  encore  utile  de  remarquer  que,  si  h  tend  vers 
zéro  et  j^  vers  a,  le  second  membre  de  Tëquation  (9)  sera 
infiniment  petit  par  rapport  à  A,  puisque  F'  (a:  -H  ÔA,  y) 
tendra  vers  zéro  \  donc  /a  différence  infiniment  petite  rela- 
tis^e  à  X  d' une  fonction  F(x,  y)  qui  est  infiniment  petite, 
quel  que  soit  x^  est  infiniment  petite  par  rapport  à  l'ac- 
croissement correspondant  de  x. 
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CHAPITRE  V. 

DIFFÉRENTIELLES  ET  DIFFÉRENCES  D'UN  ORDRE  QUELCONQUE 
DE  FONCTIONS  D'UNE  SEULE  VARIABLE. 


200.  La  différentielle  dy  d'une  fonction  j  de  x,  étant 
elle-même  une  fonction  de  x,  aura  aussi  sa  différentielle, 
et  ce  sera  une  quantité  dont  le  rapport  à  la  différentielle 
de  X  sera  égal  à  la  limite  du  rapport  de  raccroissement 
infiniment  petit  àe  dj  k  T accroissement  correspondant  de 
x.  Pour  plus  de  simplicité,  on  prendra  pour  la  différen- 
tielle de  x,  dans  cette  nouvelle  différentiation,  la  même 
valeur  que  dans  la  première  \  et,  en  général,  on  lui  conser- 
vera toujours  la  même  valeur  pour  toutes  les  différentia- 
tions  que  Ton  aura  à  effectuer^  c'est  ce  que  Ton  appelle 
prendre  dx  constant.  Nous  représenterons  la  différentielle 
de  djr  par  ddj  on  d^j^  et  nous  l'appellerons  la  différentielle 
seconde  de  y  par  rapport  à  x.  De  même  d^j  aura  une  dif- 
férentielle que  l'on  désignera  par  d^y^  et  qui  s'appellera  la 
différentielle  troisième  de  j-  ^  et  ainsi  de  suite. 

Il  faut  bien  se  garder  de  confondre  ces  indices  de  diffé- 
rentiation  avec  des  exposants  de  puissance.  Les  puissances 
successives  d'une  différentielle  dj  s'écriraient  de  la  manière 
suivante  : 

Rien  n'est  plus  facile  que  d'exprimer  les  différentielles  suc- 
cessives de  la  fonction  F  (a?)  désignée  par  j^,  au  moyen  de 
ses  dérivées. 

En  effet,  on  a  d'abord 

dx  —  ri^x)dx. 


a62l  LIVRE    II. 

Or  la  diiTërentielle  de  ¥{x)dy  sera  le  produit  de  dx  par 
sa  dérivée  par  rapporta  x,  laquelle  est  F^{x)dx^  puisque 
dx  est  indépendant  de  x.  On  aura  donc 


On  aura  de  même 
et  généralement 
ou 


dar 


=  F«{x); 


de  sorte  que  les  dérivées  successives  d'une  fonction  de  x 
peuvent  être  considérées  comme  les  rapports  des  difieren- 
tielles  de  même  ordre  de  cette  fonction  aux  puissances  du 
même  degré  de  dx. 

On  voit  par  là  qu'une  différentielle  d'un  ordre  n  quel- 
conque est  en  général  un  infiniment  petit  de  l'ordre  n, 
dx  étant  pris  pour  le  premier  ordre,  et  que  la  détermina- 
tion des  dérivées  successives  d'une  fonction  ne  diilere  pas 
de  celle  de  ses  différentielles. 

201.  Les  différentielles  successives  d'une  fonction  ont 
avec  les  différences  de  cette  fonction  des  rapports  qu'il  est 
essentiel  de  connaître. 

La  différence  ùy  de  la  fonction  y^  étant  elle-même  une 
fonction  de  x^  a  aussi  une  différence^  il  en  est  de  même  de 
aelle-ci,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Pour  former  ces  dif- 
férences successives  de  la  fonction  j^  on  suppose  que  l'on 
donne  constamment  kx\e  même  accroissement  ûx,  et  on 
les  désigne  de  la  manière  suivante  : 

Les  puissances  de  ù^y  seraient  désignées  comme  il  suit  : 

A/,      Aj%     A/»,.,.,     Ay«, 
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Or  la  proposition  que  nous  allons  démontrer  consiste  en  ce 

<jue  l'on  a  généralement  lim =  -^» 

En  effet,  on  a  d'abord 

g  =  F'(x)+«, 

iù  devenant  nul  quel  que  soit  x,  quand  on  fait  Ar  =  o. 
Prenons  maintenant  les  accroissements  que  subiront  ces 
deux  membres  lorsque  Ton  augmentera  encore  x  de  ùkX^  et 

divisons-les  par  ^x  ^  le  premier  donnera  ---—-  •   Quant  au 

second,  il  suffira  de  prendre  sa  dérivée  par  rapport  à  a:  et 
d'y  ajouter  une  quantité  qui  soit  infiniment  petite  en  même 
temps  que  ^x.  Mais  ci)  devenant  nul  avec  Ax,  quel  que  soit 
X,  sa  dérivée  deviendra  nulle  en  même  temps,  et  par  con- 
séquent le  second  membre  diffère  de  V"(x)  d'une  quantité 
qui  devient  nulle  avec  Ax.  En  la  désignant  par  cdi,  nous 
aurons 

en  prenant  encore  les  accroissements  des  deux  membres  de 
celte  identité,  relatifs  à  un  nouvel  accroissement  i^,  et 
les  divisant  par  Jlx^  on  obtiendrait  semblablemeni 


et  généralement 


=:F'(x)-^»„ 


=  F"(.r)H-«^,, 


^11-1  devenant  nul  avec  Ax. 

On  a  donc,  en  passant  aux  limites, 

comme  nous  l'avions  annoncé. 
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Il  suit  de  là  que  si  Ton  fait  tendre  Ar  vers  zéro,  en  pre- 

nant  dx  =  Aj:,  le  rapport  -~^  aura  pour  limite  l'unité,  et 

la  différentielle  de  V ordre  n  d' une  fonction  quelconque  de 
X  pourra  être  prise  pour  la  différence  du  même  ordre  de 
cette  fonction,  en  négligeant  une  quantité  infiniment 
petite  par  rapport  à  cette  différence* 

Celte  proposition  est  très-importante,  en  ce  qu'elle  per- 
met de  substituer  les  diilercntielles  d'ordre  quelconque  aux 
différences  infiniment  petites  de  même  ordre,  dont  l'expres- 
sion serait  beaucoup  plus  compliquée,  et  il  n'en  peut  résul- 
ter aucune  erreur  dans  les  calculs  où  l'on  ne  considère  que 
les  limites  des  rapports  ou  des  sommes. 

Remarque.  —  Lorsque  plusieurs  fonctions,  que  l'on  a 
à  considérer  dans  une  même  question^  dépendent  toutes 
d'une  seule  variable  x,  les  différences  premières  infiniment 
petites  sont  toutes  déterminées  par  ûx,  ou  par  une  quel- 
conque d'entre  elles  *,  ainsi  Ay  désignera  partout  le  même 
accroissement,   soit  qu'on   le    détermine  d'après  Az  ou 
d'après  la  valeur  correspondante  de  Zix,  en  supposant  tou- 
jours que  la  valeur  de  x  soit  la  même.  Mais  le  A^jr  n'aura 
pas  la  même  valeur  quand  il  exprimera  la  différence  de  j 
par  rapport  à  a:  ou  par  rapport  à  z.  En  effet,  dans  le  pre- 
mier cas,  il  faut  considérer  les  trois  valeurs  de  jr  correspon- 
dant à  x,  Jc-f-Ax,  x-f-aAx;  prendre  la  différence  de 
la  deuxième  à  la  première,  et  de  la  troisième  à  la  deuxième, 
puis  la  différence  de  ces  deux  diflérences.  Dans  le  second 
cas,  il  faudra  considérer  les  trois  valeurs  de  jr  qui  corres- 
pondent à  z,  z  -H  Az,   z  -H  2  ûz,  et   agir  de  la  même 
manière  sur  elles.  Or  les  deux  premières  sont  les  mêmes 
dans  les  deux  cas  -,  mais  la  troisième  est  différente,  parce 
qu'à  X  -h  aAx  ne  correspond  pas  z  H-  2  A«  :  il  s'en  tant 
d'une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  ùz^  et  que 
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l'on  n'a  pas  le  droit  de  négliger  par  rapport  aux  différences 
du  second  ordre. 

H  est  donc  nécessaire  de  distinguer  avec  soin  les  diffé- 
rences désignées  par  û*r,  dans  les  questions  où  Ton  ne, 
prendrait  pas  toujours  la  même  variable  indépendante.  Il 
en  serait  de  même  des  ordres  supérieurs. 

202.  Si  Ton  considère  en  particulier  les  fonctions 

j^n     log.r,     a',     sin.r,      cosor, 
on  trouvera 

«P'iogj:—  dzi.2.3..  .(/i  —  i)loge-^» 

d^  sin.r  z=:  sin  [  .r  -♦-  /î  -  j  ctc", 
«P»  cos.r  z=:  ces  1  .r  -f-  /:  -  I  dx^  ; 

et  il  est  bon  de  se  rappeler  que  le  second  membre  donne  la 
valeur  de  la  diûërence  infiniment  petite  de  Tordre  /i,  a  une 
quantité  près  infiniment  petite  par  rapport  à  cette  diffé- 
rence. 

Formule  pour  la  dérwée  ti'*"**  d'un  produit,  —  Soit 
p  =  u^,  u  et  (^  étant  deux  fonctions  de  x.  En  différentiant 
successivement,  on  trouve 

Dj  =  «Dp  H-  vBu^ 
D»^  =  «D'c  -f-  liDuBv  -4-  pD»!!, 

On  remarque  dans  ces  premières  formules  que  Tordre  des 
dérivées  de  à  u  est  zéro  pour  le  premier  terme,  et  va  en 
croissant  d'une  unité  d'un  terme  à  l'autre  jusqu'au  der- 
nier, où  il  est  le  même  que  celui  de  la  dérivée  de  jr.  L'in- 
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verse  a  lieu  pour  les  dérivées  de  i^  ;  et  les  coefficients  sont 
ceux  de  la  puissance  de  même  ordre  d'un  binôme. 

Or  il  est  facile  de  voir  que,  si  cette  loi  a  lieu  pour  D*^, 
elle  a  lieu  pour  D"+*j^  ^  elle  est  donc  générale.  On  peut 
donc  écrire  la  formule  suivante  : 

1.2 

ou 

d'^uv  et^v  du  rf"~'p  <f"ii 
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CHAPITRE  VI. 

DIFFÉRENTIELLES,  DÉRIVÉES  ET  DIFFÉRENCES  PARTIELLES 
DES  DIVERS  ORDRES,  DES  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VA- 
RIABLES INDÉPENDANTES.  DIFFÉRENCES  ET  DIFFÉREN- 
TIELLES TOTALES. 


203.  Une  fonction  de  deux  variables  indépendantes,  x 
et  y^  peut  être  différentiée  successivement  par  rapport  à 
cliacune  d'elles  partiellement,  et  Ton  peut  supposer  que  ces 
dilTérentiations  soient  en  nombre  quelconque  et  se  succè- 
dent d'une  manière  quelconque.  Le  nombre  de  ces  diifé- 
rentiations  constitué  V ordre  de  la  dilTérentielle,  de  la  diffé- 
rence ou  de  la  dérivée.  Il  n'y  a  rien  de  nouveau  à  aire  sur 
leur  formation,  puisque  l'on  n'a  à  considérer  à  chaque  opé- 
ration qu'une  seule  variable  indépendante.  Les  dérivées 
partielles  d'ordre  quelconque  s'exprimeront  au  moyen  des 
différentielles  correspondantes  d'une  manière  entièrement 
semblable  à  celle  que  nous  avons  trouvée  pour  les  fonctions 
d'une  seule  variable.  Elles  ont  aussi  les  mêmes  rapports 
avec  les  différences  partielles  correspondantes  ;  et  la  repro- 
duction identique  des  raisonnements  déjà  faits  dans  le  cas 
où  l'on  considère  toujours  la  même  variable,  conduit  im- 
médiatement à  ces  conséquences.  Nous  ne  croyons  cepen- 
dant pas  inutile  de  donner  quelques  développements  à  ce 
sujet. 

Désignons  généralement  par  Fj^^^",/*'"  (x,  y)  ou  par 

^^^^^..  M  le  résultat  de  m  dérivations  partielles  effectuées 
par  rapport  à  x  sur  la  fonction  u  =  F(j:,  j^),  suivies  de  n 
dérivations  partielles  du  résultat  par  rapport  kjr^  lesquelles 
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seront  elles-mêmes  suivies  de  p  dérivations  par  rapport 
kx\Ql  ainsi  de  suite. 

Désignons  de  même  par  rf^^.x^f  "m  le  résultat  obtenu  eu 
prenant  d'abord  la  diflerentielle  partielle  de  Tordre  m  de  u 
par  rapport  à  x,  puis  la  difTéreutielle  partielle  de  Tordre  n 
par  rapport  k  y  àe  Texpression  obtenue^  et  ainsi  de  suite. 

Et  enfin  représentons  par  ù!^^'*^^"u  le  résultat  obtenu  en 
prenant  d'une  manière  analogue  les  difTérences  au  lieu  des 
diiTérentielles.  Cela  posé,  on  aura  d'abord,  d'après  ce  que 
Ton  a  vu,  en  traitant  les  fonctions  d'une  seule  variable,  et 
faisant  usage  des  notations  que  nous  venons  d'indiquer, 

Considérant  maintenant^  comme  la  seule  variable,  et  pre- 
nant la  dillérenticlle  n**"**  des  deux  membres,  on  aura,  de  la 
même  manière. 

Prenant  maintenant  la  différentielle  partielle  d'ordre  p 
par  rapport  à  :r,  et  continuant  ainsi  indéfiniment,  on  ob- 
tiendra 

<3?x,jr,x  ..      tt-F,,^,^         {x,jr)dr'dx'dxP.  .  . 
~  Dx,  jr,x...      « dx^dj-^da^P .  .  . , 

ou 

d^-*-»-*-P'  u 

Les  dérivées  partielles  s'expriment  donc  au  moyen  des  dif- 
férentielles partielles  correspondantes  d'une  manière  ana- 
logue à  celle  qui  se  rapporte  aux  fonctions  d'une  seule  va- 
riable. 

Il  y  a  encore  évidemment  le  même  rapport  entre  ces  déri- 
vées et  les  diilérences  partielles  correspondantes.  En  effet 
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on  aura  d'abord,  d'après  ce  qui  a  été  démontré  pour  les 
fonctions  d'une  seule  variable, 

-^  =  F:(.r,^)  +  », 

a>  devenant  nul  en  même  temps  que  ùx.  Prenons  mainte- 
nant la  différence  /i'*"**  des  deux  membres  par  rapport  à  j^, 
et  divisons-la  par  Aj"  ;  il  faudra,  par  les  mêmes  raisons, 
prendre  la  dérivée  partielle  n""'  du  second  membre  par 
rapport  à  j^  et  y  ajouter  une  quantité  qui  devienne  nulle 
avec  ù^j".  Si,  de  plus,  on  observe  que,  &>  devenant  nul  avec 
Ar,  il  en  est  de  même  de  sa  dérivée  /i***"'  par  rapport  à  j^, 
on  en  conclura  l'égalité  suivante  : 

odi  devenant  nul  quand  on  suppose  que  Ax  et  ù^y  le  devien- 
nent tous  les  deux. 

Prenant  actuellement  la  différence  de  Tordre  p  des  deux 
membres  par  rapport  à  x,  la  divisant  par  Ar'*,  et  con- 
tinuant ainsi  indéfiniment,  on  obtiendra  la  formule  géné- 
rale 

ii^n  [^y» ^rP  _  ^  *'/''■••      ^     '•'^ 

e  devenant  nul  quand  Ax  et  A^  le  deviennent  tous  les 

deux. 

D'où  l'on  conclut  enfin,  comme  pour  les  fonctions  d'une 
seule  variable, 


\af" ts.Y'* ÙLcP .  . .  *./»'•••    ^      -"  ' 


^af'^j'^^P,  . . 


d.if^clj'^djcP,  .  .  *0-' 


•     «     • 
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et  il  en  serait  de  même  pour  un  nombre  quelconque  de  va- 
riables indépendantes. 

Les  notations  que  nous  venons  d'employer  peuvent  être 
simplifiées  au  moyen  d'une  proposition  fondamentale  que 
nous  allons  démontrer. 

204.  De  l'ordre  dans  lequel  se  succèdent  les  différent 
tiations.  —  Si  Ton  prend  les  différences  successives  d'une 
fonction  par  rapport  aux  diverses  variables  indépendantes 
qu'elle  renferme,  on  arrivera  toujours  au  même  résultat, 
dans  quelque  ordre  qu'on  effectue  ces  opérations,  pourvu 
qu'on  ne  change  pas  le  nombre  de  celles  qui  doivent  être 
faites  respectivement  par  rapport  à  chaque  variable. 

Soient,  en  effet,  x  et  j  deux  des  variables  dont  dépend 
une  fonction  u. 

Si  Ton  change  d'abord  a:  en  x  4-  Ajc,  u  devient 

u  H-  A,«; 

si  dans  cette  expression  on  change  ^  en  ^  -h  Aj^,  elle  de- 
vient 

Il -h  A,« -*-  Artt -I-  a'     tf, 

et  l'on  a  ainsi  ce  que  devient  u  quand  x  et  y  sont  changés 

enx-H  ùkX^j-h  Aj*. 

Or,  en  faisant  les  substitutions  en  ordre  inverse,  on  aura 

u  -h  ^fU  -4-  Axtt  -h  A     a, 

et  ce  résultat  doit  être  identique  au  précédent,  puisqu'il 
exprime  toujours  la  fonction  u  dans  laquelle  x  eX  y  sont 
changés  en  x  -f-  Aj:,  y  -+-  A^. 
Donc  on  a  identiquement 

A*  A» 

Si  maintenant  on  divise  les  deux  membres  par  ùkx£^y  et 


CALCUL    DES    DÉRIYÊES    ET   DES    DIFFÉRElfTIELLES,    ETC.     VtJ  l 

qu'on  passe  aux  limites  en  faisant  tendre  ùx  et  Ajr  vers 
zéro,  on  en  conclura,  par  ce  qui  précède, 

F',(*,r)=F;,.(-^,r), 

OU 


et,  par  conséquent, 


</*  ^tt  =  </^      £/• 


Si  l'on  prend  successivement  un  nombre  quelconque  de 
différences,  de  différentielles  ou  de  dérivées  partielles,  il  est 
facile  de  voir  que  Tordre  dans  lequel  on  les  prendra  est 
complètement  indifférent.  En  effet,  deux  de  ces  opérations 
successives  pouvant  être  changées  d'ordre,  on  pourra  faire 
arriver  au  premier  rang  celle  que  Ton  voudra,  en  la  faisant 
avancer  successivement  d'un  rang  vers  le  conunencement  ; 
on  amènera  ensuite  au  second  rang  celle  que  l'on  voudra 
des  autres,  et  enfin  on  les  placera  toutes  dans  un  ordre  quel- 
conque, sans  que  le  résultai  cesse  d'être  identiquement  le 
même.         ' 

D'après  cela,  on  pourra  supposer  que  toutes  les  différen- 
tiations  par  rapport  à  la  même  variable  soient  faites  consé- 
cutivemeut,  et  les  notations  précédentes  seront  simplifiées 
en  ce  qu'elles  ne  renfermeront  qu'une  seule  indication  pour 
chaque  variable  :  et  c'est  ce  que  nous  ferons  dorénavant. 

On  simplifie  encore  l'expression  des  dérivées  partielles 

en  écrivant  -^  au  lieu  de  /'^, —  y  parce  que  les  expo- 

sants de  dx  et  djr  suffisent  pour  indiquer  le  nombre  des 
différentiations  effectuées  par  rapport  k  chacune  des  va- 
riables X  eljr. 

Mais  si,  pour  avoir  la  différentielle  partielle  correspon- 
dante, on  faisait  la  multiplication  par  dx^dy^  en  suppri- 
mant le  dénominateur ,  on  obtiendrait  d"*'^"u^  expression 
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qui  ne  renfermerait  plus  aucune  trace  des  différentiations 
eiTectuées.  On  est  donc  obligé,  pour  que  la  notation  ait  un 
sens  déterminé,  de  conserver  le  dénominateur,  et  d'écrire 
ainsi  cette  différentielle, 

-T r—  dad^dy^, 

dafdj"  -^ 

Elle  serait  représentée  beaucoup  plus  simplement  par  la 

notation  déjà  employée,  d^ y'^u. 

Le  système  de  notation  de  Lagrangc  s'applique  aux  fonc- 
tions de  plusieurs  variables  -,  mais  nous  n'en  parlerons  pas, 
vu 'que  les  géomètres  n'en  font  pas  usage.  La  notation  de 
Leibnitz  a  prévalu,  parce  qu'elle  a  surtout  le  grand  avan- 
tage de  mettre  en  évidence  les  différences  infiniment  petites, 
dont  la  considération  est  si  utile  dans  toutes  les  recherches 
qui  dépendent  des  Mathématiques. 

Différentielles  totales  des  fonctions  de  ^variables 

indépendantes, 

205.  Soit 

xetjr  étant  indépendants  ;  nous  avons  vu  précédemment 

que  l'on  avait 

du  du 

au  —-.  -j-àx  H-  --  A/  -f-  «I, 
dx  dy 

tù  étant  infiniment  petit  par  rapport  à  Ax,  Ay^  Au,  quand 
Ax  et  ùy  tendent  vers  zéro. 

La  somme  des  deux  premiers  termes  jouit  donc,  par  rap- 
port à  l'accroissement  total  Au,  de  cette  propriété  remar- 
quable, d'être  égale  à  la  différence  elle-même,  à  une  quan- 
tité près  infiniment  petite  par  rapport  à  cette  différence. 
D'après  cela,  l'analogie  nous  conduit  à  donner  le  nom  de 
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diiTéreutielIe  totale  de  u  à  Texpression  suivante  : 

du   ,         du   , 

dx  et  dy  étant  des  quantités  indéterminées  et  indépen- 
dantes que  nous  nommerons  les  difierentielles  de  x  et  j. 
Elle  jouit  de  la  propriété  que,  lorsque  dx  et  dj  seront  con- 
sidérés comme  les  accroissements  infiniment  petits  donnés 
à  X  eX  j^  elle  pourra  être  prise  pour  l'accroissement  total 
de  u,  en  négligeant  une  quantité  infiniment  petite  par  rap- 
port à  cet  accroissement» 

Nous  désignerons  cette  différentielle  totale  par  du^  et  il 
faudra  bien  la  distinguer  des  du  partiels  qui  se  trouvent 
dans  le  second  membre  et  sont  différents  Tun  de  l'autre. 
Pour  éviter  toute  confusion,  on  devra  se  garder  de  suppri- 
mer les  facteurs  communs  dx  et  dy^  et  écrire 

du  du 

(I)  du  =  -d^^-dx. 

On  peut  encore  écrire 

du  :=  dgU  +  £^ir. 

Ces  considérations  s'appliquent  à  un  nombre  quelconque 
de  variables  indépendantes,  et  la  différentielle  totale  d'une 
fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes  sera  tou- 
jours la  somme  de  ses  différentielles  partielles  relatii^es  à 
chacune  de  ces  variables. 

Cherchons  maintenant  l'expression  des  différentielles 
successives  de  u.  Et  pour  cela  remarquons  d'abord  que  la 

différentielle  de  - — -j—  sera,  par  la  règle  qui  vient  d'être 

démontrée, 

d^P-^'u     .  d'^P-^^u    . 

dx  -\ dy  \ 

d.T^'dyP  dx^djP^'   "^  * 

CalcuUnf.  D.  —  l.  l8 
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elle  se  formerait  donc  en  multipliant  par  —  dx  -r-  t-  ^J 

i  expression  proposée -—^—ï  pourvu  qu'on  y  considérât 

l'indice  du  numérateur  comme  un  exposant,  et  qu'après  la 
multiplication  on  changeât  Texposant  des  numérateurs  en 
indices  de  différentiation.  D'après  cela,  si  l'on  part  de  la 
formule  (1)9  la  différentielle  du  second  membre  s'obtiendra 

en  le  multipliant  par  —  dx  +  —  dj^  et  faisant  le  change- 
ment des  exposants  en  indices.  Il  en  sera  de  même  pour  la 
différentielle  de  ce  résultat  \  et,  par  conséquent,  en  dési- 
gnant par  d'^u  là  diffisrentielle  totale  de  l'ordre  m  de  i£,  on 
aura  la  formule  symbolique 

d* u  T=  { --^ dx -^  —  djr\  :=z[dgU -\- dju)^^ 

en  entendant  toujours  que  les  exposants  des  du  dans  le  se- 
cond membre  seront  changés  en  indices  de  différentiation, 
ainsi  que  dans  le  troisième,  où  les  notations  a:,  y  resteront 
invariables.  On  peut  encore  l'écrire  ainsi  : 

Comparons  maintenant  d'^ak  la  différence  totale  ^"'u. 
Reprenons  pour  cela  la  formule 

du  du 

ûtt  =r  -r-  AjP  -t-  -7-  ûr  -h  W, 

dx  dy 

dans  laquelle  nous  supposons  Ax  et  ùy  infiniment  petits, 
et  donnons  à  x  et  ^  les  mêmes  accroissements  ûx,  A/. 

L'accroissement  de  -7-  calculé  semblablement  s'obtiendrait 

dr 

I  .   1.         du         du  ^  du  j. 

en  multipliant  —  par  —  ûx  -+-  —  ùjr^  et  ajoutant  une  quan- 

QX  tlX  ^J 

ité  infiniment  petite  par  rapp9rt  à  Ax  et  ùkj  \  il  en  serait 
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de  même  pour  l'accroissement  de  —  •  De  sorte  que  Tac- 

croissement  de  —  Aa:  •+-  —  ùy  sera  représenté  symboli- 
quement par  le  carré  de  cette  expression,  dans  lequel  on 
changera  les  exposants  de  du  en  indices,  plus  une  quantité 
infiniment  petite  par  rapport  aux  quantités  Ax*,  Ar  A^, 
A^*.  Or  nous  savons  que  o)  se  compose  de  termes  qui  ont 
en  facteurs,  les  uns  Ar,  les  autres  A^,  et  en  outre  d'autres 
facteurs  qui  deviennent  nuls  avec  Ax  et  ùy  ainsi  que 
leurs  dérivées  \  d'où  il  suit  que  l'accroissement  de  (ù  sera 
infiniment  petit  par  rapport  aux  mêmes  quantités  Ax*, 
ùkxùiy^  A^*.  On  a  donc  la  formule  symbolique 


[du  du      \ 


-f-  «S 


m'  étant  infiniment  petit  par  rapport  aux  quantités  Ax', 
AxA^,  A^*.  En  continuant  ainsi,  on  parviendrait  sans 
difficulté,  quel  que  fût  le  nombre  des  variables,  à  la  for- 
mule symbolique  générale 


[du  du       \'" 

u=z  (  —-  Ajp  -h  --  àr]  -f-  «. 

\^  djr        ] 


iù  étant  infiniment  petit  par  rapport  au  produit  de  m  fac- 
teurs Ax  ou  A^. 

On  a  donc  aussi  cette  autre  proposition  générale  : 

La  différentielle  totale  de  V  or  drém  d'une  fonction  d'un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes  dans  la- 
quelle on  prend  rfx,  rfy, . . .  égaux  aux  accroissements 
infiniment  petits  de  ces  variables  nje  diffère  de  la  diffé" 
rence  m'*""  correspondante  que  d'une  quantité  infiniment 
petite  par  rapport  à  elle-même. 

Remiuque  géhéralb.  —  Lorsque  l'on  cherchera  une  équa- 

i8. 
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tion  entre  les  différentielles  d'ordre  quelconque  de  fonc- 
tions quelconques,  et  que,  pour  y  parvenir,  il  sera  avan- 
tageux de  considérer  d'abord  des  différences  infiniment 
petites,  on  pourra  substituer  les  différentielles  aux  diffé- 
rences correspondantes,  et  négliger  toute  quantité  infini- 
ment petite  par  rapport  à  celles  entre  lesquelles  on  cberche 
la  relation^  car  si  Ton  divisait  Féquation  exacte  par  une 
des  différences,  élevée  à  une  puissance  convenable,  et  qu'on 
passât  à  la  limite,  les  rapports  des  différences  seraient  rem- 
placés par  ceux  des  différentielles,  et  Ton  aurait  l'équation 
même  à  laquelle  on  serait  parvenu  en  négligeant  des  quan- 
tités nécessaires  pour  l'exactitude  de  l'équation  entre  les 
difiérences,  mais  qui  disparaissent  de  l'équation  exacte 
entre  les  différentielles  considérées  comme  des  quantités 
infiniment  petites  ou  finies. 
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CHAPITRE  Y. 

DIFFÉRENTIELLES  TOTALES  DES  DIVERS  ORDRES  DES  FONC- 
TIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES  DÉPENDANTES. 


206.  Si  les  variables  x  et^,  qui  entrent  dans  la  fonction 
li,  étaient  elles-mêmes  des  fonctions  de  variables  indépen- 
dantes, les  différentielles  totales  de  u  changeraient  toutes 
de  forme,  excepté  celle  du  premier  ordre,  parce  que  les  fac- 
teurs dx^  dy  ne  seraient  plus  constants. 

Ainsi  la  dififérentielle  première  de  u  aurait  toujours  pour 

expression 

,         du  .         du   . 
duTz:^  —-dx->r  -r  dy. 
dx  dy 

Mais,  en  différentiant  cette  expression,  il  s'introduirait  les 
termes 

du  -,           flu  ^ 
—  d^x  A a-fs 

dx  dy     -^^ 

et  Ton  formerait  d}x^  d^y  en  fonction  des  variables  indé- 
pendantes et  de  leurs  différentielles,  d'après  les  formules 
précédentes.  On  aura  ainsi 

d^u  d^u     ,     _  d^u   _  ,       du   ^  ^«    « 

et  d^  u  jouira,  par  rapport  à  A*  u,  de  la  propriété  qui  a  été 
démontrée  indépendamment  de  la  forme  qui  pourrait  résul- 
ter de  variables  intermédiaires  entre  u  et  les  variables  in- 
dépendantes. 
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On  trouverait  de  même  les  diffërentielles  totales  des 
ordres  suivants,  et  pour  un  nombre  quelconque  de  va- 
riables supposées  dépendantes  d'autres  quelconques.  Si, 
parmi  ces  variables,  les  unes  étaient  dépendantes  et  les 
autres  indépendantes,  il  suffirait  de  supposer  nulles  les 
difTérentielles  de  ces  dernières,  qui  passeraient  de  premier 
ordre. 

Cas  particulier  oit  x  et  y  sont  des  fonctions  linéaires, — 
Si  x  et  j^  étaient  des  fonctions  linéaires  des  variables  indé- 
pendantes, dx  et  dy  seraient  constants,  quelles  que  fussent 
les  valeurs  des  variables  ^  on  aurait  donc 

d^x  =  o,     iPy  =  o,     «?x  =r  o, . . . , 

et,  par  conséquent,  on  retrouverait  la  formule  symbolique 


rf"tt-h  ( -T-^ -+- -;-^r)   =(</,«  4- ^'/W)"» 


(du    .         du 


qui  s'étendrait  à  un  nombre  quelconque  de  variables, 


Différentielles  des  dii^ers  ordres  des  fonctions  implicites. 

SOT.  Supposons  d'abord  la  fonction  implicite  u  dépen- 
dante des  variables  x  eljTy  et  déterminée  par  une  équation 
unique 

F(j?,r,  tt)=o; 
nous  aurons 

dF  ^        dF  ^        dF  ^ 

d'où  l'on  tirerait  du^  comme  nous  l'avons  déjà  vu. 

DiiTérentiant  encore  cette  équation  par  rapport  k  toutes 
les  variables,  et  observant  que  du  n'est  pas  constant,  S 
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g  vient 

d»F  d*F  ePF  d'Y 

^F  ^F  dF 

-h  2  -T — ;-  dœdu  -t-  a  -1 — T-  dydu  H-  -r—  d^u  =  o; 
drdu  df  du  du 

d'où  Ton  tirerait  d}u^  et  ainsi  de  suite.  On  agirait  de  la 
même  manière  pour  un  nombre  quelconque  de  variables 
indépendantes.  Si  u  ne  dépendait  que  d'une  variable  x, 

cette  équation  se  réduirait  à 

• 

d'F  d'F  d^F  dF 

—--  djT^  4-  2  -7 — r-  drdu  H — p—  du*  -h  -;-  tPu  =z  o. 

dx*  dxdu  du*  du 

208.  Si  Ton  avait  deux  équations,  il  y  aurait  deux  va- 
riables, fonctions  de  toutes  les  autres^  et  dans  ce  cas  on 
difléren lierait  successivement  chacune  des  équations,  en 
distinguant  bien  les  variables  dépendantes  des  indépen- 
dantes :  on  déterminerait  ainsi  les  difTérentielIes  secondes, 
troisièmes,  etc.,  des  deux  fonctions;  et  Ton  agirait  de  la 
même  manière  dans  le  cas  d'un  nombre  quelconque  d  équa- 
tions. 

Soient,  par  exemple,  les  deux  équations 

F(^»r»  «)  =  o, 
/(x,/,  tt)  =  o; 

y  élu  sont  des  fonctions  de  la  variable  indépendante  x. 
On  aura  d'abord  les  deux  équations 

^F  ,         dF  ^         dF  , 

-—  ^x  -f-  ~-  c?7  ^--.du  7=  o, 

dv  djr  du 

df  df  df 

djc  dx    -^         du  ' 

d'où  Ton  tirera  dy  et  du.  En  diiTérentiant  ces  deux  équa- 
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lions,  on  obtiendra 

tP¥  d'Y  d^F  d'Y 

dx^  dj*    ^  du}  dxdy 

d*Y  ePY  dY  dY 

-h  2  -r — ;- dxdu  -4-  2  -; — ;- djrdu  -f-  -;—  d'Y  4-  -—  tf*i<  =  o, 
dxdu  dydu  dy  du 

ojr  tf^*  </«'  dxdy 

d}f  d}f  df  df 

-f-  2  — -V  ^^J?^'"  -h  2  -7-~-  ^r ^«  4-  -7-  d'Y  -4-  —-£/»«  =  o, 
éilr^u  4^£ftt  dy  du 

m 

d'où  Ton  tirerait  d*  u  et  d*y^  puisque  djr  et  du  sont  connus. 
On  obtiendrait  ainsi  les  différentielles  de  tous  les  ordres  de 
jr  et  a. 
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CHAPITRE  VL 

CHANGEMENT  DE  VARIABLES. 


309.  Cas  d'une  seule  variable  indépendante.  —  Nous 
considérerons  d'abord  les  fonctions  d'une  seule  variable  in- 
dépendante \  et  l'objet  que  nous  allons  nous  proposer  est 
d'exprimer  toutes  les  dérivées  d'une  fonction  y  par  rapport 
à  une  variable  x  dont  elle  dépend,  au  moyen  des  dérivées 
successives  d'une  autre  fonction  u  par  rapport  à  une  varia- 
ble t,  regardée  comme  indépendante. 

Toutes  les  quantités  dépendent  d'une  seule  variable  : 
ainsi  Ton  a  trois  équations  entre  x^  y^  u,  t,  ou  deux  seule- 
ment, en  laissant  de  côté  celle  qui  exprimera  la  relation 
entre  x  et  j*.  On  voit  que,  en  vertu  de  ces  trois  équations,  ou 
peut  considérer  u  comme  une  fonction  de  t,  et  ce  sont  les 
dérivées  de  u  par  rapport  à  t  que  l'on  veut  faire  entrer  dans 
des  calculs  où  se  trouvent  les  dérivées  de^  par  rapport  à  or. 

Pour  cela  nous  allons  d'abord  exprimer  les  dérivées  de 
y  par  rapport  à  x,  en  fonction  des  dérivées  de  x  et  y  par 
rapport  à  une  même  variable  indépendante  t  dont  elles  se- 
raient regardées  comme  fonctions.  Ces  formules  seront  Jes 
mêmes,  quelle  que  soit  la  forme  particulière,  tant  de  l'é- 
quation entre  x  et^,  que  de  celle  qui  doit  lier  en  outre  x  et 
/  avec  t.  Nous  montrerons  ensuite  comment  les  dérivées  de 
X  ^X  y  par  rapport  à  t  peuvent  s'exprimer  au  moyen  de 
celles  que  l'on  veut  introduire,  qui  sont  celles  de  u  par  rap- 
port à  t.  Ce  dernier  calcul  dépend  des  équations  qui  lient 
X  ^\  y  avec  t  et  u,  et  peut-être  encore  avec  d'autres  va- 
riables*, et  le  nombre  des  équations  doit  toujours  être  tel. 
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qu'il  n  y  ait  qu'une  seule  variable  indépendante,  comme 
nous  l'avons  supposé. 

210.  Pour  exprimer  les  dérivées  de  y  par  rapport  à  x  au 
moyen  de  celles  de  or  et  j*  par  rapport  à  t,  nous  observe- 
rons que,  d'après  le  principe  des  fonctions  de  fonctions,  on 
aura 

^r — f^  ^ 

dx        dt  dx 


• 

dt         I 

ou,  puisque 

dx       dx 

dt 

dr 

df        dt 

dx       dx 

dt 

d*x 

Passons  maintenant  à  l'expression  de  -j-^-  Nous  différentîe- 

rons  pour  cela  les  deux  membres  de  cette  équation  par  rap- 
port à  x\  mais,  afin  de  n'introduire  dans  le  second  membre 
que  des  dérivées  par  rapport  à  t,  nous  le  difierentierons 

.  .    .  ^ 

d'abord  par  rapport  à  f,  puis  nous  multiplierons  par  -r;> 

ou  nous  diviserons  par  —  •  Nous  obtiendrons  ainsi 

é^y  dx       d^x  dy 
d}r       do  li^  di^^t 

\dt) 

De  même,  pour  obtenir  -7^9  nous  difierentierons  le  second 

membre  par  rapport  à  t,  puis  nous  diviserons  par  —  •  Et  en 

continuant  ainsi,  il  est  clair  que  l'on  aura  l'expression  de 
toutes  les  dérivées  de  j^  par  rapport  à  a:,  au  moyen  de  celles 
de  a:  et  j'  par  rapport  a  une  variable  quelconque  t,  dont  x 
ely  seraient  dépendants. 

On  peut,  au  lieu  de  dérivées  de  j:  et  /  par  rapport  i  t, 
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introduire  leurs  différentielles  ^  il  suffira  de  supprimer  le 
diviseur  A,  et  il  viendra 

ér*Y       d^rdx — d^xdy 

Ces  premières  formules  se  rapportent  au  changement  de  la 
variable  indépendante  seulement. 

Si  l'on  suppose  que  la  variable  t  soit  la  fonction  y  elle- 
même,  on  aura  les  dérivées  Aey  par  rapport  à  a:,  exprimées 
au  moyen  de  celles  de  x  par  rapport  à  y^  quelle  que  soit 
d'ailleurs  la  relation  entre  x  et  y.  Ces  formules  seront 

f^  — -i.       <^ J  __  __     ^7' 
da:       dx        cLc* 


dX 


(—Y 

\4r) 


21  i .  Considérons  maintenant  le  cas  général  où  l'on  au- 
rait, entre  m  variables  or,  j^,. . . ,  m,  t,  les  m —  a  équations 

/(^,r»--»«>  t)=LO, 


sans  compter  l'équation  qui  donne  y  en  fonction  de  x.  Si 
l'on  différentie  ces  m  —  2  équations  par  rapport  à  t^  on 

pourra  exprimer  —  >  ■—■  en  fonction  de  —  par  la  résolu- 
tion d'équations  du  premier  degré. 

Différentiant  de  nouveau  ces  équations,  on  introduira 
les  dérivées  secondes  par  rapport  à  t,  et  il  y  restera  des 
dérivées  premières  que  Ton  pourra  remplacer  par  leurs 
valeurs,  tirées  des  premières  équations.  On  pourra  donc 
encore,  par  la  résolution  d'éqiiations  du  premier  degré,  tirer 

,         ,  ,    d^x    d*r  ,    d^u       du 

les  valeurs  de  —  »  -—  au  moyen  de  'M^^'li* 

En  continuant  ainsi,  toutes  les  dérivées  de  x  et  de  ^  par 
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rapport  à  t  seront  exprimées  au  moyen  de  celles  de  u  par 

rapport  à  t;  et  comme  nous  avons  donné  les  formules  génë* 

1  .  •  dy    iPr  1     dx    éPx 

raies  qui  expriment  -^j  ;ri'*  '  '  ^^  moyen  de  -r-*  ■^'* •  '' 

dy    d}y  .,     ,  .  ,,  *.       ^    ^T 

"T»  -7T''  •  M  il  s  ensuit  que  1  on  connaîtra  -7-1  -r-,>*  •  •  au 

dt     dt^  ^  dx     dx* 

moyen  de  —  »  -f^y  •  ce  qui  était  l'objet  de  la  question. 

Si,  au  lieu  d'équations  finies,  on  avait  des  équations 
difTérentielles,  il  faudrait  toujours  chercher  à  en  déduire 

dr    d^x  dr    d^y  .     du    €Pu  ,, 

'T'*  -TT»  •  •  ■  '  -7-'  "TT*  ••  •  au  moyen  de  -7-»  -rr»'  •  •>  et  1  on 

dt     dt*  dt     dO  "  di     dO 

agirait  ensuite  comme  dans  le  cas  précédent. 
Supposons,  par  exemple,  l'équation 


(^)"- ($)■=■• 


■  •  • 


1»       •        dy   ^T  A 

et  proposons-nous  d  exprimer  —  »  -y-^  5  •  •  •   au  moyen  de 

eue  tmX 

dx    d^x  -  .  yj    ..  .   •  *  •  ^X    ^'/ 

—  5  -T-y  )  '  •  •  •  La  question  se  réduit  ici  a  exprimer  —  - 1  — -  > 

dx    d^x 
au  moyen  de  —  »  -t7»-  •  •• 

Or  on  aura  d'abord 


df  __      /        dx^ 


d^Y  • 

Pour  avoir  -^>  on  différentîera  l'équation  donnée,  et  il 
dP  ^  ' 


viendra 


d'où 


dx  d^x       dy  ePr 

Tt  dl*        dt*  dO  ""    ' 


dx  €px  dx  d}x 

d'y  _       Idi  lîô  _  Tt   dÔ 

"d^  "  dy      ~' 

di 


I  dr* 


CÀLCDL  DES  DÉAIVÉES  ET  DES  DIFFÉRENTIELLES,  ETC.  285 

Une  nouvelle  dilTérentiation  ferait  connaître  -rV»  et  ainsi 

de  suite. 

Ce  cas  est  celui  où  l'on  déterminera  unB  courbe  par  une 
équation  entre  l'arc  et  l'abscisse. 

212.  Cas  de  plusieurs  variables  indépendantes.  —  Con- 
sidérons maintenant  une  fonction  z  de  deux  variables  indé- 
pendantes X,  j^.Sa  forme  n'est  pas  connue,  et  l'on  ne  doit 
pas  avoir  besoin  d'en  faire  usage;  mais  on  doit  toujours 
raisonner  dans  l'hypothèse  qu'elle  existe. 

La  question  que  nous  nous  proposons  est  de  déterminer 
les  dérivées  partielles  de  tous  les  ordres,  de  z  par  rapport 
k  r  et  j^,  au  moyen  de  celles  d'une  autre  fonction  r  par 
rapport  à  deux  autres  variables  indépendantes  (f  et  6,  en 
supposant  qu'il  existe  trois  équations  entre  x,  j^,  z,  r,  cp,  0, 
savoir 

(  ï'(^»  J>  25,  9,  y,  r)  =  o,     F,  ( x,  j,  z,  e,  (p,  r)  =  o, 

de  sorte  que  quatre  quelconques  de  ces  six  variables  peuvent 
être  regardées  comme  fonctions  des  deux  autres,  qui  seront 
entièrement  arbitraires. 

Cela  posé,  difTérentions  successivement  r  par  rapport  à 
chacune  des  variables  x  et  ^,  la  seconde  étant  supposée 
constante-,  et  considérons  r  comme  dépendant  de  0  et  ^ ,  qui 
eux-mêmes  dépendent  dexeljr.  Nous  aurons  ainsi 

dr        dr  ilB        dr  d^        dr        dr  dQ        dr  dt» 
^^'  dx'^  dB  djB       d^  dx^      dy       dB  djr       d<f  dy 

Il  faut  maintenant  éliminer  de  ces  équations  les  dérivées 

dB    do    dr     d9     do     dr       ^  i  j.^^ 

—  ,--î-,  — ,  — ,  --i-,  -— ,  et  pour  cela  nous  oiflerentierons 

dx    dx    dx    dy    dj     dy  * 
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d'abord  les  équations  (i)  par  rapport  à  x\  d'où 

rfF  éW       dFd^       rfF  tfr       dF        d¥  dz  _ 
d^  dx        df   €Lk       dr   tix       dx         dz   dx  ' 

JF.  rfO       dY,d^       ^^       ^       ^^'  ^  _ 
d6  dx        d<f  dr        dr  dx        dx         dz  dx         ' 

dY^d^       dV»d^       dFtdr^       dF^       dF^dz  _ 
d^  dx        d^  dx        tir  dx        dx         dz  dx  ' 

d'où  nous  tirerons  -r^  -r-y  ^i  en  fonction  de  -r-  et  les 

€Le     dx     tix  dx 

reportant  dans  la  première  équation  (a),  nous  en.tirerons 

immédiatement  -r-  en  fonction  de  -^r-  »  -r-  • 

dx  d^    df 

Différentiant  de  même  les  équations  (i)  par  rapport  i  y 

et  faisant  usage  de  la  seconde  équation  (2),  on  obtiendra 

—  au  moyen  de  —  >  —5  ce  qui  était  l'objet  que  Ton  s  était 
proposé. 

On  conclurait  facilement  de   ^^  ';7X9  y  au  moyen  de 

a2        dx 

—  )  —  »  par  la  résolution  de  deux  équations  du  premier 

degré;  mais  on  pourrait  d'ailleurs  les  obtenir  directement 
en  suivant  une  marche  inverse.  ' 

On  passera  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  en 

diûerentiant  —  >  —  par  rapport  à  xeljr^  on  sera  ramené 

à  différentier  —  »  —  par  rapport  à  a:  et  ^  :  et  on  les  traitera 

comme  on  a  traité  r,  ce  qui  introduira  les  dérivées  du  se- 
cond ordre  de  r  par  rapport  à  9  et  f  • 

On  aura  eu  outre  à  différentier  -7-»  —^  -ry  -?•>  ce  qui 

dx    dx    dy    dj  ^ 

introduira  des  dérivées  partielles  du  second  ordre  de  z  par 

rapport  à  j?  et  j^,  dont  on  aura  ainsi  les  valeurs. 
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Il  est  facile  de  voir  que  cette  méthode  s'applique  à  un 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes,  et  s'étend 
aux  dérivées  de  toutes  les  autres. 

213.  Nous  examinerons,  en  particulier,  le  cas  d'une 
fonction  u  de  trois  variables  indépendantes  or,  ^,  z,  qui 
doivent  être  remplacées  par  trois  autres  variables  indépen- 
dantes r,  y,  9,  liées  à  ar,  j^,  z  par  trois  équations  connues; 
dans  ce  cas,  il  s'agira  d* exprimer  toujours  les  dérivées  par- 
tielles de  u  par  rapport  k  x^  y^  z  au  moyen  de  ses  dérivées 
partielles  par  rapport  à  r,  y,  ô.  Ce  problème  renferme  celui 
de  la  transformation  des  coordonnées  dans  des  équations 
aux  différentielles  partielles  où  la  variable  principale  est 
une  fonction  de  trois  coordonnées. 

Considérons  u  comme  fonction  de  0,  f ,  r,  et  ces  dernières 
comme  fonction  de  x^jr^z*^  et  différentions  u  partiellement 
par  rapport  à  or,  j",  z,  nous  aurons 


du       du  dB        du  d^       du  dr 
dx       dQ  dx       d^  dx       dr  dx 


(3) 


du 

du  dB        du  df        du  dr 
'  dB  djr    '   d(f  dy       dr  dy 

du 
dz" 

du  dB        du  d^        du  dr 
-               -4-      -f- 
dB  dz        d(f  dz        dr  dz 

Or,  au  moyen  des  trois  équations  entre  x,  ^,  z^  0,  ç,  r, 
on  peut  déterminer  les  dérivées  partielles 

^0        dB        dB        d^        d<f        d<f        dr        dr        dr 
dx       dy       dz       dx       djr        dz        dx       dy        dz 

et  par  conséquent  les  équations  (3)  donnent  les  valeurs 
des  dérivées  partielles  de  la  fonction  u  par  rapport  à  j?,  ^, 
z,  au  moyen  de  celles  de  la  même  fonction  par  rapport  à 

La  résolution  de   ces  trois  équations   ferait  connaître 
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du    du    du  ^     du    du    du  .  .     , 

— ,  — >  — j  au  moyen  de  — >  —  »  —5  mais  on  pourrait  les 

trouver  directement  par  une  marche  inverse  de  la  précé- 
dente. 

En  difTérentiant  les  équations  (3)  successivement  par 
rapport  à  x^  j^  z,  on  exprimerait  les  dérivées  du  second 
ordre  par  rapport  aux  variables  indépendantes  d'un  des 
systèmes,  au  moyen  des  dérivées  du  second  ordre  par  rap- 
port aux  variables  de  l'autre^  et  Ton  continuerait  ainsi  in- 
définiment. 

Ainsi,   par  exemple,  en   ditFérentiant  —  par  rapport 

à  X,  on  serait  ramené  à  former  les  dérivées  partielles  de 

du    du    du  ,  ,  1»        /•      • 

— >  —  j  —  par  rapport  a  x,  et  c  est  ce  que  1  on  ferait  en 

du    du    du  .     1»  1       1         .   ^ 

traitant -r-»  -r->  -7-  comme  on  avait  d  abord  traite  u,  ce 

d9     af     dr 

qui  introduirait  les  dérivées  du  second  ordre  de  u  par  rap- 
port à  0,  f ,  r,  tout  le  reste  étant  connu. 

214.  Appliquons  ce  procédé  à  une  transformation  qui  se 
présente  souvent  dans  les  questions  de  Mécanique  et  de 
Physique  mathématique. 

Soient  X,  j",  z  les  coordonnées  rectangles  d'un  point,  et 
r,  6,  (p  ses  coordonnées  polaires,  de  sorte  qu'on  ait  entre  ces 
six  variables  les  trois  équations 

zi=rcos8,    j^ -:  rsin0sin>j;,     j:  =  rsinO  cost|*; 

on  trouvera,  au  moyen  de  la  méthode  que  nous  venons 
d'exposer, 

du       du    .  ,         ducof^9cos^        du   sîn^* 

de       dr  ^        dO  r  d^  rsinÔ 

du       du   ....        du  cosÔ  siniL       du  cosiji 

-—  —  --  smO  sm+  +  ^r H-  37  — r-^^ 

dj       dr  d9  r  d^  /-smÔ 

du       du  du  sinO 

dz       dr  dQ     r 
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tl^u        d*u  .  ^^  ,    ,        ,        <f'M  cos*0sinitcos4i       ^'a  sin4>cos4» 

z= sin'O  sinui  cosu»  H : ^ ^ 

dxdy       dr^  ^       ^        dB*  r*  d^*  .r»sin»e 

d^u  sîndcos0sin\|fcos4'        d*u   /cos'il»  —  sin*4'\ 
■^  ^dfdr  r  *"  5f3ë  V  r  ) 

d^u   (cos'\[>  —  sîn'>|;)  cosO       du  sîn*0  sîn\(»  cos>|; 
d'^dB  r'sinO  dr  r 

du  cosBsm-^cos'if  (     .  I    \       du  (sw}"^  —  cos'>|>\ 

^M F5 i""'* -^  iî^j  "^ 5j;  \^      r'sin'S      j' 

€f'tt        </'tt  .    ^       ^        ,        rf*tt  sin9cos9cos4» 

-r-^  =  -r-r  smô  COsO  COs4» -yTT  ; - 

dxdz       dr^  ^        rfô*  r» 

d* u  (cos' 0  —  sin'  0)  cos \|>         ^  u   sin  4>  cos  0        £/'  k   sin^» 


dBdr                  r  d-^dr     rsinô           rfô^ip    r* 

£/tf  (sin'9  —  cos'O) cos4>  ^a  sinO  cosO  cos^^ 

d^u        d*u  .    ^       «  .    ,       «?*«  sin9cosÔsîn4» 

tfydz       dr*                       ^       d^'  r* 

d^u   (cos'Ô  —  sin'9)sin\|f  d^u  cos\[icosO        d^u  cosi|> 

^Orfr                   r  d^dr     rsinÔ      ""  éfôrf^Ji    r' 

du  (  sin'  9  —  cos'  0  )  sin  \|i  du  sin  0  cos  B  sin  *{> 


</ô  r*  dr  r 


j 


d^u       d^u  .  .^         ,        <f*ii  cos*0cos*4»       d^u  sm'>L 
-r-T  =  -7—  sin'ô  cos* J*  -f-  -— ^  +  -7- .-  - 

«f'tf  sinOcosO  cos'4f  d^u  sin^fcos^l; 

-^  2 - a ^^ — 

dBdr  r  d^dr         r 

d^u  sin>|;  cos>p       du  cos' 6  cos'^'  +  sin'\p 
rfOi/ij/    r'tangO        dr  r 

i/tf  /sin'^|l  —  2sin'0  cos'4»\  ^w  sinij;  cos\p 

■^50*^'  \  ;^dÏ9  J  +^5j;    r'sin'ô   ' 

Câ/c.  m/*  iE>.—  1.  19 
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d^u       d^u   .  .^   .  ..        </•«  cos'0sîn'4>       d^u    cos'4» 
d/^        dr^  ^        d9'  r«  ^4^»  r«sm9 

</^  u  sin  9  cos  0  sin* >|i  d*u   sin  \|f  cos \|f 

dBdr  r  d^^dr  r 

d^u   sin>|;cos>|i       du  /cos*ôsîn'4» -ï-cos*i|»^ 
5ô5j/    r*tangO 


€ftt  /cos*ô  sin' 4»  -ï-  cos*  A 
5^  V  r  j 

—  cos©  ( 1 — --^- î  )  —  2  —  -— ^ 


c/'tf       </*!<       .^       d^u  sin^B  d^u  sinOcosO       dusvo}^ 

rfz»  ~  dr^  d9^     r*  dBdr        r  dr     r 

du  sin  9  COS  9 

-h  a  — 


dQ        r' 
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CHAPITRE  m 

APPUCATIONS  ANALYTIQUBS  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


215.  Détermination  des  valeurs  particulières  des  fonc- 
tions qui  se  présentent  sous  les  formes  ->^>ooxo,  i", 

00  ®,  o^.  —  Lorsqu'une  fonction  est  le  quotient  de  deux  autres 
fonctions  de  x^  et  qu'une  valeur  particulière  de  x  rend  ces 
deux  dernières  nulles  ou  infinies,  la  valeur  de  la  première 

se  présente  sous  la  forme  -  ou  ^  >  et,  dans  oe  cas,  on  peut 

se  proposer  de  déterminer  la  valeur  vers  laquelle  converge 
la  fraction  donnée,  lorsque  x  tend  vers  cette  valeur  parti- 
culière :  c'est  cette  valeur  limite  que  Ton  désigne  souvent 
sous  le  nom  de  vraie  valeur  de  la  fraction  qui  se  présente 

sous  la  forme  indéterminée  -  ou  ^  • 

o       °^ 

F(*) 
Cherchons  d'abord  la  limite  de  .;   ;  lorsoue  x  tend  vers 

une  valeur  x^  telle,  que  l'on  ait 

F(j:.)=o,    /(xa)  =  o. 

Soit  h  une  quantité  tendant  vers  zéro  \  on  aura,  d'après  le 
nO  189, 

F(jr,Hr^)_F(g,-f-Q^), 

donc 

lim  -^  z=  hm  ttH' 

lorsque  x  tend  vers  Xo}  <it,  par  conséquent,  si  F'  (xo)  et 

»9- 
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f  {x^)  ne  sont  pas  nuls  ni  infinis,  la  limite  cherchée  sera 
Si  Ton  avait  encore 

la  limite  de   ^,)   \  serait  la  même  que  celle  de  ^^;  S  et 

ainsi  de  suite. 

Si  donc  toutes  les  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  exclusive- 
ment deviennent  nulles  pour  or  =  Xo,  la  limite  cherchée  sera 

celle  de  :  ;  et  si  F"  (xo)  et /^  (x^)  ne  sont  ni  nulles  ni 

infimes,  on  aura  pour  valeur  de  cette  limite 

F'(.r>) 

Si  l'une  de  ces  dernières  dérivées  est  encore  nulle,  la  limite 

■ 

sera  zéro  si  c'est  F*  {x^)  qui  est  nulle,  et  la  fonction  croîtra 
sans  limite  si  c'est/*"  (^o)- 

216.  Supposons  maintenant 

r(x.)=x  ,    /(jr.)=<»» 
d'où 


=  O,       rr, r  =  O. 


Fl'.)  '      /(*.) 


Remplaçant  ^:r—|  par  l'expression  identique  •^-i—^,  et  ap- 

:  .       ^ 

pliquant  à  cette  dernière  la  transformation  précédente,  on 

aura 

I  /'{^.^Bh) 

/[x.^h)'"       I  r(x,-heA) 

F(jr.-4-A)       F(xo-f-eA)» 


=[ 
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F  (x\ 
Nous  considérerons  d'abord  le  cas  où  ^;  :   tend  vers  une 

valeur  finie  A  différente  de  zéro.  L'équation  précédente 
dcmne  alors,  en  passant  aux  limites, 

A=:AMim-£i^,     d'où    A^limji^, 

ce  qui  donne  la  même  règle  que  dans  le  cas  où  Ton  a 

F{*.)  =  o,    /(x.)  =  o. 

Supposons  maintenant  que  ^  >  tende  vers  zéro.  En  y  ajou- 
tant une  quantité  constante  M,  on  formera  la  fraction 
— ^ — — — ^^ — -  dont  la  limite  sera  M  5  et,  par  conséquent, 

on  rentre  dans  le  cas  précédent.  H  faut  donc  prendre  les  dé- 
rivées des  deux  termes  et  y  faire  tendre  x  vers  Xo  *,  ce  qui 

A  1  1-  •♦  *"('.)-+- M/' («.)  F' for.)  ,  ^  ^ 
donne  pour  la  limite  — ^ — -j,- — J— î — -  ou  jr, h  M ,  et 

comme  cette  limite  est  M,  6n  aura  ^,     *:  =  o^  donc,  dans 

•  F  {x\ 

cas.  on  obtient  encore  la  limite  de  ^;   ;  en  cbercbant  celle 

Enfin,  si   .]  !  croit  indéfiniment,  •—--•  tendra  vers  zéro: 
il  en  sera  donc  de  même  de  -,\   ■  »  comme  nous  venons  de  le 

r(x) 

démontrer.  Donc  777—7  croit  indéfiniment.  Donc  enfin,  dans 

tous  les  cas,  on  trouve  la  même  limite  pour  jrj—i  crue  pour 
F(x) 


ce 
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La  règle  est  donc  la  même  pour  les  fractions  qoi  se  ré- 
duisent à  ^  que  pour  celles  qui  se  réduisent  à  — 

On  agirait  de  la  même  manière  sur  -tA — r  si  ses  deux 

.  .        .  «^^'^ 

termes  devenaient    encore   inGnis   pour  or  =  0:09  mais,  si 

toutes  les  dérivées  successives  le  devenaient,  cette  méthode 
ne  serait  plus  applicable;  et  ce  qu'il  y  a  souvent  de  mieux 
à  faire  dans  ce  cas,  c'est  de  remplacer  x  par  Xo-hhet  d'ef- 
fectuer les  réductions. 

Ainsi  soit,  par  exemple,  la  fraction 

J^a^—  xî  ' 

ses  deux  termes  deviennent  nuls  pour  x  =  x^^et  toutes  les 
dérivées  deviennent  infinies;  mais  si  Ton  pose  x  =  Xq  +A, 
elle  devient 


ou 


1 1 


supprimant  le  facteur  commun  A*,   il   reste  7' 

dont  la  limite  est  zéro  quand  h  tend  vers  zéro. 

217.  La  valeur  Xo,  étant  arbitraire,  peut  être  supposée 
aussi  grande  que  Ton  voudra,  et,  par  conséquent,  les  règles 
précédentes  s'appliquent  au  cas  où  Ton  a  Xo  =  00  ;  mais  la 
démonstration  directe  ne  pourrait  plus  se  faire  de  la  même 
manière  dans  ce  cas,  et  il  est  bon  de  l'examiner  à  part. 

Si  l'on  pose  a:  =  -9  on  aura 


/ 


G) 
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y  tendant  vers  zéro,  îl  n'y  aura  aucune  difficulté,  el  Ton 
aura,  par  la  démonstration  précédente, 

li.  !M  _  ii„  !l£lz = ii„  !44 . 

41)     4J)?    ^G) 

On  aura  donc  aussi 

X  croissant  indéfiniment. 

218.  Considérons  maintenant  le  produit 

F(.r)/(.r), 

et  supposons 

F(ar.)  =  QO,     /(ar.)==o; 

nous  aurons  identiquement 


FH 
ce  qui  ramène  au  premier  cas  \  et  l'on  trouve  alors 

limF(x)/(x)^-lim^^^:|^|    ^ 

Si  la  seconde  expression  rentre  dans  un  des  cas  exatoinéSy 
on  la  traitera  par  les  procédés  déjà  indiqués. 

219.  Qn  peut  encore  donner  une  autre  règle  pour  trou- 
ver la  limite  de  la  fraction 

> 

X 

dans  laquelle  on  suppose  x  infini. 
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En  effet,  h  étant  une  quantité  finie  quelconque,  on  a, 
quel  que  soit  x^ 

faisant  croître  x  indéfiniment,  le  second  membre  tend  vers 

F  (x) 
F'(oo  ),  qui  est  la  limite  de  la  fraction  »  d'après  une 

des  règles  précédentes.  Donc 

X  h 

et  si,  pour  plus  de  simplicité,  on  fait  A  =  i, 

Km  li^  =  Km  [F  {* +  1)  —  F  (or)]. 

X 

Ce  théorème  a  été  démontré  d'une  autre  manière  par 
M.  Cauchy,  dans  son  Cours  d* Analyse  algébrique. 

220.    Considérons  maintenant   vine   expression  de  la 
forme 

F{x)/C)} 
son  logarithme  est 

/(ar)logF(*), 

et  rentre  dans  une  expression  que  nous  avons  examinée. 
Si  donc  on  peut  déterminer  par  les  règles  précédentes  la 
vraie  valeur  de  ce  logarithme,  dans  le  cas  singulier  où  les 
fonctions  logF  (a:)  ttf(x)  seraient,  la  première  infinie  et 
l'autre  nulle,  on  en  conclura  immédiatement  celle  de  l'ex- 
pression proposée. 

Examinons  en  particulier  l'expression 
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dans  le  cas  de  j?  =  00  ,  et  supposant  F  (oo  )  =  oo  .  Le  loga- 
rithme de  cette  expression  est 


logF(3r) 


et  sa  limite  est  celle  de     .   .  >  que  Ton  peut  traiter  par  les 
règles  précédentes. 

Mais  si  Ton  applique  k  — — —  la  règle  particulière  du 
n^  219,  on  trouvera  que  sa  limite  est  la  même  que  celle  de 

logF(ar-+.i)  — logF(«),     ou     log      //V   ' 

Donc  la  limite  de  F  (x)'  est  la  même  que  celle  de  — '  '    , 

quand  x  devient  infini.  Cette  règle  avait  encore  été  démon- 
trée par  M.  Cauchy. 

Si  l'on  a  F  (00  )  =  o,  on  posera 

Mais  <f  (oo  )  =  00  ;  donc 

et 

LmF(x)^  =  hm    /  ,  =:lim — „,    .   ^ 

221.    L'application  de  ces  diverses   règles    conduit  k 
quelques   résultats  particuliers    qui  méritent  d'être  re- 
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marqués  : 

—  =  00     pour    X  =  OD      si  l'on  a     a  >  i , 

X 

\oax 

—^—  =z  o     pour     jr  =  00  , 

«  logar  =  o     pour     X  =  o, 
I 
jce^  =  00    pour     x  =  o, 
I 
x^  =  1     pour     X  =  00  , 

(Ax*"-!- Bx*-'-+-.  .  .-+-U)' =  1     pour    x  =  oo, 

x*=i     pour     x==o, 

I 
(cos/Tur)'' =  I     pour    jr  =  o, 

I 
(  I  H-  x)'  ==  e    pour    X  =  o. 


CALCUL    DES   DÉRIVÉES   ET   DBS    DIFFÉRENTIELLES,    ETC.    apf) 


CHAPITRE  VIIL 

DÉVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS. 


222.  Série  de  Tajlor.  —  La  série  que  nous  allons  faire 
connaître  a  pour  objet  de  développer  raccroissement  d'une 
fonction  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  rac- 
croissement correspondant  de  la  variable  dont  elle  dépend. 
Ce  sera  une  généralisation  de  la  formule  donnée  au  n°  71. 

Désignons  par  x  et  j:  +  A,  ou  par  a:  et  X  les  deux  valeurs 
quelconques  de  x  que  Ton  considère,  par  F  la  fonction  ; 
il  s'agit  de  développer  F(x  4-  h)  — F(j:),  ou  F  (X)  —  F  (x), 
suivant  les  puissances  de  la  différence  A  ou  X  —  x.  Nous 
donnerons  à  cet  effet  deux  formules  qui  différeront  par  la 
forme  du  reste  qui  complète  la  série,  et  pourront  être  utiles 
dans  des  cas  différents. 

Première  formule, —  Commençons  par  écrire  un  nombre 
quelconque  n  de  termes  déduits  suivant  la  même  loi  que  si 
la  fonction  était  entière  et  rationnelle^  et  désignons  par 
/(A)  la  fonction  de  ar  et  de  A,  qui,  ajoutée  à  ces  termes,  re- 
produit F  (a:  +  A)  :  nous  aurons,  sans  aucune  exception,  si 
les  fonctions  F,  F',. .,  F**""*  sont  continues, 

F  (a:  -+-  ^)  =  F(x)  4-  /iF'  (a:)  -+.  — F''{x)  -h. . . 

et  la  fonction  à  déterminer  eslf{h).  Les  dérivées  des  deux 
membres  par  rapport  à  A,  en  laissant  x  constant,  étant  né- 
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cessairement  identiques,  on  reconnaît  sans  peine  que  f[h) 
et  ses  {n —  i)  premières  dérivées  deriennent  nulles  pour 
A  =  o,  et  que 

/(-)  (A)  =F(»M* -+-*)• 

Donc,  d'après  une  formule  démontrée  précédemment,  on 
aura 

et,  par  suite, 

». 

F(a;  -+.  A)  =  F{x)  4-  ^F  (x)  -h —T"  [x)  H-. . . 

îll F—  (x)  4-  — î F-  (x  -4-  OA). 

1.2...  (/ï —  l)  ^  1.2.../? 

Cette  formule  donne  la  solution  de  la  question,  et  montre 
dans  quel  cas  elle  est  possible.  En  effet,  si  l'expression 

F«(jr  -4-  Oh) 


I  .  2  .  .  •  /l 


tend  vers  zéro  à  mesure  que  n  augmente,  F  (  a:  +  A)  est  la 
limite  de  la  série 

F(jt)  4-  AF'(x)  4- . . .  H z :  F—» (x)  4- . . . , 

^     *  ^     '  1.2...  (/l  —  l) 

et  l'on  peut  poser  la  formule  suivante,  qui  est  celle  de 
Taylor  : 

F(jr  4-  A)  =  F{x)  4-  hF^(x)  4-  —  F"(x)  h-^  .  .  • 

I  «  2 

(3)    ^  ^  • 

4 F-(.r)4-,... 

I  .  2  .  .  .  /2 

Mais  il  faut  bien  faire  attention  que,  d'après  la  formule 
sur  laquelle  est  fondée  cette  série,  elle  ne  peut  être  substi- 
tuée à  F{X'hh)  que  lorsque  F{x)  et  toutes  ses  dérivées 
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A" 

sont  continues  entre  x  et  x -h h.  et  que F"  (x  -i-Oh) 

'       ^       1.2.  .  ./t       ^  ' 

tend  vers  zéro  quand  n  croit  indéfiniment. 

La  fonction  F(x  +  A)  ne  peut  être  développée  suivant 
les  puissances  de  h  autrement  que  par  la  formule  (3)^  car 
deux  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  d'une  même  variable,  et  dont  les  sommes 
sont  égales,  quelle  que  soit  la  valeur  de  cette  variable,  sont 
les  mêmes,  terme  pour  terme. 

223.  Il  est  facile  de  reconnaître  que  le  terme 


1 .a. .  .A 


qui  donne  la  valeur  exacte  du  reste  de  la  série,  après  les  n 
premiers  termes,  tend  vers  zéro  toutes  les  fois  que  F"  (or) 
reste  fini,  lorsque  n  augmente  indéfiniment;  et  pour  cela 

h* 
il  suffit  de  faire  voir  que tend  vers  zéro  quel  que 

soit  h.  En  effet,  quand  n  aura  dépassé  la  valeur  de  A,  et 

qu'on  l'augmentera  indéfiniment,  l'expression sera 

I  «Scé*   fi 

multipliée  par  les  fractions  >  »•••>    qui   dimi- 

^  '^  71-4-1/1-1-2  * 

nuent  de  plus  en  plus.  Mais  quand  même  elles  resteraient 
égales  à  la  première,  qui  est  plus  petite  que  l'unité,  on  sait 
que  le  produit  aurait  pour  limite  zéro.  Donc  il  en  est  de 

même  de quand  n  croîtra  indéfiniment:  et  la  série 

i  .2.  .  ./i  ^ 

de  Taylor  peut  être  employée  lorsque  F(x)  et  toutes  ses 

dérivées  sont  continues  et  finies  entre  x  et  x  -^  h. 

Limites  de  l'erreur.  —  La  formule  (a)  a  l'avantage  de 

donner  des  limites  de  l'erreur  commise  en  s'arrêtant  à  un 

terme  quelconque  de  la  série  de  Taylor.  En  effet,  si  l'on 
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prend  les  n  premiers  termes,  la  quantité  exacte  qu'il  fau- 
drait y  ajouter  pour  obtenir  F  (  j:  •+■  A)  est 

A" 

F-(jr4-ôA). 


I  .2.  .  ./Z 


Si  donc  on  désigne  par  A  et  B  la  plus  petite  et  la  plus  grande 
valeur  que  prend  F"(jc)  quand  x  passe  par  toutes  les  va- 
leurs, de  j;  à  jc  -h  A,  l'erreur  commise  en  prenant  les  n 

'  premiers  termes  de  la  série  sera  plus  grande  que 

1    t  2  m   m  m  fi 

et  plus  petite  que • 

224.  La  formule 

F(*  -hh)  =  F(ar)  +  AF'(x)  H-  —  F-(x)  -f- .  .  , 

I  •  2 

A" 


I  .2.  .  ./Z 


n'exige  aucune  condition  relative  aux  dérivées  d'un  ordre 
supérieur  au  tz'*"**.  Ces  dernières  pourraient  être  disconti- 
nues dans  l'intervalle  de  x  à  j:  +  A,  sans  que  la  formule 
cessât  d'être  exacte.  Ainsi  ce  développement  peut  être 
exact  quand  on  l'arrête  à  un  certain  terme,  et  devenir 
inexact  si  on  voulait  le  pousser  au  delà. 
Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait 


m  +  £ 


m  étant  un  nombre  entier  positif,  et  "^  compris  entre  o  et  i . 

Si  Ton  considère  pour  x  la  valeur  particulière  j?„,  les  déri- 
vées seront  finies  jusqu'à  F''(j:o)  inclusivement,  en  sup- 
posant que  celles  de  f{x)  et  f  (a:)  le  soient^  mais  au  delà 
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elles  deviendront  infinies.  Le  développement  ne  devra  donc 

être  poussé  que  jusqu'au  terme .F*""*  {x^)  tout 

au  plus  ;  et  il  pourra  être  complété  au  moyen  d'un  terme 
renfermant  la  dérivée  suivante. 

225.  Développement  de  F(x).  —  Si,  dans  la  formule  (a), 
on  -fait  j?  =  o,  et  qu'on  remplace  ensuite  la  letti;e  h  par  la 
lettre  x,  on  obtient 

(  Y{x)  =  F(0)  -h  :rF'  (b)  •+  -^  ^"{0)  4-  .  .  . 

+ -. :F"-Uo)Hh F«  0x). 

1.2.  .  .(/I  —  l)  ^  1.2...» 

On  peut  ainsi  développer  une  fonction  de  x  suivant  les 

puissances  de  x^  pourvu  que  cette  fonction  et  ses  dérivées 

jusqu'à  Tordre  n  soient  continues  entre  o  et  x.  Si,  à  mesure 

A" 
que  n  augmente  indéfiniment,  l'expression F"  (0a:) 

I  •  2  •  .  •  // 

tend  vers  zéro,  la  fonction  F  (a:)  pourra  être  exprimée  par 
la  formule 

(5)  F(x)  =  F(o)  +  xF'(o)  +  -^  F-' (G)  + .  . .  ; 

c'est-à-dire  que  la  limite  de  la  somme  des  termes  du  second 
membre  est  F(x).  Cette  dernière  formule  est  celle  de  Ma- 
claurin. 

Si  on  l'avait  obtenue  avant  celle  de  Taylor,  on  en  dé- 
duirait celle-ci  en  considérant  F(a:  -t- A)  comme  une  fonc- 
tion de  h  et  la  développant  par  la  formule  de  Maclaurin. 

Formule  plus  générale  pour  le  développement  de  F  {x). 
—  On  peut  encore  développer  F(x)  d'après  la  formule  de 
Taylor,  en  remplaçant  x  par  Xo4-(j:  —  Xn)\  on  trouve 
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ainsi,  d'après  l'équation  (2), 

-f- i— -=^  F-[x, -+- e(x  -  x.)], 
1.2. .  ./i      "^  ■*^ 

et  Ton  peut  toujours  choisir  j:^,  de  telle  sorte  que  F(aro), 
F'(â:o}v  . .  ne  soient  pas  infinies.  Mais  cela  ne  suffira  pas, 
et  il  faudra  toujours  s'assurer  que  le  reste  de  la  série,  dont 
nous  connaissons  l'expression,  a  pour  limite  zéro. 

Autre  formule.  —  Enfin  la  série  de  Taylor  conduit  à 
une  autre  forme  de  développement  peu  employée,  due  à 
Bemoulli.  Si  l'on  suppose  h=z  —  x,  elle  devient 

F(o)  =  F(x)  -.  xF(*)  +  —  F"(x) ^  F-'(x)  +. .., 

^  ^  '        1.2        ^    '         I .2.3        ^    ' 

d'où 

(7)    ï'(x)  =  F(o)-*-xF(x)--^F''{x)4-^F-(x).... 

Les  coefficients  des  différentes  puissances  de  x  sont  eux- 
mêmes  des  fonctions  de  a:  ^  de  sorte  que  l'on  ne  trouve  pas 
dans  ce  développement  le  principal  avantage  que  l'on 
cherche,  qui  est  de  remplacer  la  fonction  par  un  polynôme 
entier  et  rationnel.  On  s'assurerait  de  son  exactitude  comme 
dans  les  formules  précédentes. 

226.  Il  faut  bien  se  garder  de  croire  que  les  séries  de 
Taylor  et  de  Maclaurin  puissent  être  employées  toutes  les 
fois  qu'elles  sont  convergentes  ;  car  elles  pourraient  conver- 
ger vers  d'autres  limites  que  les  fonctions  qu'elles  devraient 
représenter. 

Ainsi,  par  exemple,  la  fonction  e  ''  devient  nulle, 
ainsi  que  toutes  ses  dérivées,  pour  x  =  o,  et  cependant 
elle  n'est  pas  identiquement  nulle.  Il  suit  de  la  que  si  F(x) 
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est  une  fonction  développable  par  la  série  de  Maclaurîn, 

T 

F  (or)  -f-  e  **,  développée  par  la  même  formule,  donnera 
lieu  à  une  série  convergente,  mais  qui  représentera  F  (a:), 
et  sera,  par  conséquent,  inexacte. 

L'exactitude  du  développement  ne  peut  jamais  être  éta- 
blie que  par  la  considération  de  l'expression  qui  en  com- 
plète la  valeur  après  un  non)l>re  quelconque  de  termes. 

227.  Autre  développement  différant  du  premier  par 
la  forme  du  reste. 

Dans  le  n^  217,  nous  avons  déterminé  le  restey*(A),  qui 
complète  exactement  le  développement  de  F(â:  +  h)  dans 
l'équation  (i),  en  différentiant  les  deux  membres  de  cette 
équation  par  rapport  à  la  dernière  valeur  a:  +  A  ou  X  en 
laissant  constante  la  première  x.  Nous  allons  maintenant 
chercher  une  autre  expression  de  ce  même  reste  en  partant 
de  la  même  équation  (i)^  et  différentiant  ses  deux  membres 
par  rapport  à  la  première  valeur  x  supposée  variable,  et 
considérant  la  dernière  X  ou  a:  -h  A  comme  constante.  Dans 
ce  cas,  le  second  membre  renfermerait  deux  variables  x^  /i, 
liées  par  la  condition  x  +  A  ==  X.  Pour  n'en  laisser  qu'une 
seule  en  évidence,  nous  remplacerons  h  par  X  —  j:,  et 
Téquation  (i)  prendra  la  forme  suivante,  où  cp(x)  repré- 
sente le  reste  complémentaire  qui  dépend  de  la  variable  ac> 
tuelle  X  et  de  quantités  constantes. 


F(X)  =  Yix)  +  (2L_fl  F  {x)  ^  ^^"""^'^^  Y'{x), . . 
(8)    {  _     '- 

Difiérentiant  une  seule  fois  les  deux  membres  par  rapport 
à  a:  en  laissant  X  constante,  on  trouve,  toute  réduction 

Cale,  inf,  D,  —  !•  20 
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faite, 

i.a. .  .(/i  —  i)      ^    '       T  \  / 

Cette  équation  détermine  la  dérivée  par  rapport  k  xàe 
la  fonction  inconnue  ^(x)  \  sa  valeur  est 

d'où  l'on  peut  déduire  une  expression  de  9(x),  en  appli- 
quant la  formule  (6).  En  y  supposant  ts  =  i,  et  désignant 
par  z  une  valeur  quelconque,  on  en  tirera 

prenant,  pour  simplifier,  z  =  X,  et  observant  que 
f  (X)  =  o,  on  obtiendra 

y(a:)  =  (x-.x)t'[x-i-e(«  — X)], 

et,  remettant  pour  f  '  l'expression  (  9  ) ,  dans  laquelle  on  rem- 
placera la  variable  x  par  X'+-0(x  —  X),il  viendra 

1 . 2. . . ^/i  —  ly 


1 .2. . .(«  —  1) 

et,  posant  i  —  6=  Q\ 

^^     '  1.2., .(«—!)        ^  ' 

La  formule  (8)  devient  donc,  en  remplaçant  X  par  x-^h 
et  supprimant  l'accent  de  6', 

F{«  -f-  A)  =  F(«)  H-  AF'(a:)  +  —  F*'(^)  +. . . 

1.2 

(lo)  <  H F*-'(a:) 

I  a...(n — ij      '  ' 
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Cette  formule  ne  diffère  de  (a)  que  par  la  forme  dn 
reste;  elle  pourra  être  utile  dans  les  cas  où  l'autre  serait 
insuffisante  :  nous  en  donnerons  des  exemples. 

En  y  faisant  x  =  o,  puis  en  remplaçait  la  variable  h  p« 
X,  l'équation  (lo)  donne 

F(x)  =  F(o)  +«F'(o)  +  — F'(o)  -H. . . 

+ -, ;F»-(o)+— i^— — !— -F«(0*). 

1.2...  (//  —  i)  1.2...  (/t — 1)      ^ 

Mous  allons  maintenant  donner  quelques  applications  de 
ces  formules. 

228.  Applications.  —  i"  Soit  F{x)  =  a',  on  aura 

F(o)  =  i,     F  (o)  =  !«...,     F«(o)  =  l«a, 
et,  par  suite, 

£i*=  H-xlaH h.  ..H \ «•'. 

1.2  1.2.  ..A 1  1.2.      .71 

Le  reste a**  tendant  vers  zéro,  à  mesure  que  n  auc- 

mente,  la  série  indéfinie  a  pour  somme  af. 
Q?  Soient 

¥(x)=z\(i-hx),     F(x)=:(i-f.ar)-, 
F''(j:)  =  —  (i  -f-*)-»,     F»(x)  =  dz I  .a. . .(«  —  i)(n-ar)-% 

d'où  il  résulte 

F(o)  =  o,  F'(o)  =  i,  F*(o)  =  — 1,...,  F"(o)  =  iti.2...(/i  — 1)> 

et,  par  conséquent, 

1(i-4-j:)  =  x h-ô 7-4-...zh  —  (l-f-  Oa:)-". 

La  série  serait  composée  de  termes  indéfiniment  croissants 

10  • 
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si  Ton  supposait  x^i^  parce  que  la  limite  du  rapport  d*im 
terme  au  précédent  est  J7,  lorsque  leurs  exposants  augmen- 
tent indéfiniment  {"voirk  la  fin  la  Note  sur  les  séries).  H 
suffit  donc  de  s'assurer  si  le  reste  tend  vers  zéro  quand  on  a 
a:  <^  I  ^  et  pour  cela  il  faut  distinguer  deux  cas.  Si  x  est  po- 
sitif, on  a —  <  I  si  X  <^  1 5  et  par  conséquent  le  reste 

tend  vers  zéro,  et  la  série  converge  vers  l(i  -h  a:) . 

Si  X  est  négatif  et  qu'on  le  représente  par  —  z,  le  reste 

— ^  ne  se  présente  pas  sous  une  forme  propre  à  faire 

reconnaître  s'il  tend  vers  zéro,  parce  que  Ton  n'aperçoit 
pas  lequel  est  le  plus  grand  des  deux  termes  de  la  fraction 

r-  •  Mais  si  Ton  prend  la  seconde  forme  que  nous  avons 

indiquée  pour  le  reste,  on  trouvera  pour  le  cas  actuel 

— ^ »  ou,  abstraction  faite  du  signe, 


( 


z— -Oz\"-'       z 


i  —  OzJ         1  —  03 


Or  la  fraction ^  est  moindre  que  l'unité  si  z<^i]  donc 

I  —  vZ 

le  reste  tend  vers  zéro,  et  la  série  représente  l(n-  x).  Cette 
série  peut  donc  être  employée  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  H- 1  et  —  i . 

On  peut  obtenir  des  séries  plus  convergentes  que  la  pré- 
cédente  et  plus  applicables  au  calcul  des  logarithmes. 

Si  dans  la  formule 

l(i  +a?)  =  x ^-~,.  •. 

2  O 


on  change  a:  en  —  x,  on  obtient 


l(i  —  «)  =  —  X —  --  —  _.j...j 


-  —  ** 
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et,  en  retranchant  la  seconde  de  la  première, 


Posant 


,  i-f- X  /  OP*        «»  \ 

1  —  «  r  a  j  -H  I 

U  vient 

i(^)=i(r-+-i)-ir 

Pi  i  I  1 

L27-4-I       6{ijr-hi)^       5(2jH-i)*  J 

Cette  série  très*convergente  donne  la  différence  des  loga- 
rithmes de  deux  nombres  entiers  consécutifs,  et  fait  con- 
naître, par  conséquent,  les  logarithmes  de  tous  les  nombres 
entiers  depuis  l'unité. 

Connaissant  les  logarithmes  dans  la  base  e,  on  les  ob- 
tiendrait dans  toute  autre  base,  en  les  divisant  par  le  loga- 
rithme de  la  nouvelle  base  pris  dans  la  base  e. 

Nous  ferons  connaître  plus  tard  des  procédés  plus  com- 
modes pour  la  construction  des  Tables  de  logarithmes. 

3^  Soit  maintenant 

F(«)  =  (i-h«)-, 
on  aura 

F'(ar)  =  iii(i-+-ar)^»,..., 

F*(«)=rm(in  -—  i).  ..(m  — /i-f-  i)(i  4-a')'"^, 

et,  par  suite, 

m(m — i)   . 


I  .2 

m(m  —  i). .  .(m  —  ii-4-  i) 
1 .2,  •  ./i 


j:*(i  -4-0*)'"  ". 


Pour  que  la  série  indéfinie  représente  (i  +  x)*,  il  est  d'à- 
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bord  nécessaire  qu'elle  soit  convergente.  Or  le  rapport  da 

terme  de  rang  p  au  précédent  est ^ x^  et  tend  vers 

— X  à  mesure  que  p  augmente;  donc  la  série  n'est  pas  con- 
vergente si  X  est  en  dehors  des  limites  + 1  et  —  i .  H  suffit 
donc  de  reconnaître  si  le  reste  tend  vers  zéro  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  ces  limites. 

Ce  reste  peut  se  décomposer  dans  les  deux  facteurs 

— ^ ■ î^ «"     et     ( I  H-  Gx)"-». 

1  .2.  ..  /i 

JjC  premier  tend  vers  zéro,  parce  que,  si  n  augmente  d'une 

unité,  il  se  trouve  multiplié  par a:,  qui  s'approche  de 

plus  en  plus  de  —  x  dont  la  valeur  absolue  est  moindre  que 

l'unité:  et  quant  au  second  facteur  ^ — ?  si  l'on  sup- 

pose  d'abord  x  positif,  il  tend  aussi  vers  zéro,  à  moins  que 
6  ne  s'approche  indéfiniment  de  zéro  \  mais,  dans  tous  les 
cas,  ce  facteur  reste  plus  petit  que  l'unité,  et,  par  consé- 
quent, le  reste  de  la  série  tend  vers  zéro.  Donc  elle  repré- 
sente (i  H-  x)"  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 

0  et  H- 1 . 

Mais  si  x  est  négatif,  rien  ne  prouve  que  le  second  fac- 
teur ne  croîtra  pas  indéfiniment  avec  /i,  et  cela  arrivera 
même  certainement,  à  moins  que  6  ne  tende  vers  zéro;  car 
l'expression  (i  +  Ox)"  tendrait  vers  zéro   si  la   fraction 

1  +  Ojk:  ne  s'approchait  pas  indéfiniment  de  l'unité.  Il  faut 
alors  avoir  recours  à  la  seconde  forme  du  reste,  qui  est 

i,a...(ii  — i) 

¥       i»    -.         mim  —  i)...(m  —  /i-Hi)**   ^     j  _ 

Le  facteur   — ^ —  tend  encore  vers 

i.a...ii  —  I 
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-Léro'j  l'autre  facteur,  en  remplaçant  x  par  —  z, 


'■  -  ••)■-  {ieh)" 


Or  on  a  ■  -<  i ,  puisque  z<^i  :  donc  ( )  ten- 
dra vers  zéro,  à  moins  que  0  ne  tende  vers  zéro  ;  et  dans  ce 
cas  même  cette  expression  est  toujours  moindre  que  l'unité. 
Donc  le  reste  de  la  série  tend  vers  zéro,  et,  par  conséquent, 
celle-ci  peut  être  employée  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  H-  i  et  —  i . 
4®  En  prenant  successivement 

F(x)  =  sinjr,     F  (a:)  =  cosor, 

on  est  conduit  aux  séries  suivantes  qui  sont  exactes,  quel 
que  soit  x, 

1.2.3         1.2.3.4*^         I  .2.3.4*^*t>.7 

COS.T  '—^  I  -—  -H  «)     .  *■"  o    /    ^   /•  "»    .  •  •  • 

1.2  1.2.3.4  1.2.3.4*0-O 

E31es  supposent  le  rayon  égal  à  l'unité,  c'est-à-dire  que  x 
désigne  le  rapport  de  l'arc  au  rayon  du  cercle^  et  sinor, 
coso:  désignent  les  rapports  des  lignes  auxquelles  elles  cor- 
respondent, à  ce  même  rayon  :  dans  le  cas  où  il  serait  dé- 
signé par  R,  on  remplacerait  dans  les  seconds  membres  x 

par  ^9  R  étant  le  rayon  ^  et  dans  les  premiers  sinx  et  cos  j: 

sin  jc  cos  jc 
par  -«">-«-"•  Quelque  grand  que  soit  x,  les  termes  finis- 
sent par  aller  constanmient  en  diminuant,  et  comme  ils 
sont  alternativement  positifs  ou  négatifs,  l'erreur  commise 
en  arrêtant  la  série  à  un  terme  quelconque  est  moindre  que 
le  suivant. 

5^  Considérons  maintenant  des  fonctions  de  x-hhj  et 
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soit  d'abord  F(ar)  =  x*  •,  on  trouvera,  quel  que  soit  m, 


i.a 

m(m  —  i). .  .m —  /i  -t-  a 
1  .2. .  .(/i  —  I) 


■»A^ 


^m...(m-7»-i-»)  _^^ 

1.2. ../l  ^ 

Le  rapport  du  terme  de  rang  p  au  précédent  est — 1 

et  tend  vers quand  p  augmente  indéfiniment^  la  série 

ne  sera  donc  convergente  que  si  Ton  a  A<[a:,  abstraction 
faite  des  signes.  Quant  au  reste,  on  reconnaîtra,  comme 
dans  le  cas  de  (i  +  x)*",  que  si  h  est  compris  entre  +x 
et  —  a:,  il  tend  vers  zéro  ^  et  la  série  représente  par  consé- 
quent {x  -4-  A)"". 
6®  Soit  encore 

d'où 

r(a:)  =  !^v..,   F-(x)  =  ±i.2...(«-i)!^-, 

on  trouvera 
log(«  +  A)=log*-4.1og.g-A+...±jj^^-^.]. 

La  convergence  de  la  série  exige  encore  A  <^a:;  dans  ce  cas, 
on  reconnaîtra,  comme  dans  le  cas  de  log(i  +  a:),  que  le 
reste  tend  vers  zéro,  à  mesure  que  n  augmente,  et  que,  par 
conséquent,  loj^(a:  +  A)  peut  se  développer  par  la  formule 
de  Taylor,  lorsque  h  est  compris  entre  H- j?  et  —  x. 

On  déduirait  le  développement  de  log(x  •+■  A)  de  celui 
de  log(i  -h  or),  en  observant  que 

log(x  -f-  A)  —  logx  =log  { ï  ■+■  -  ) 5 
et  de  même  on  aurait  déduit  le  développement  de  (x  h-  A)" 
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de  celui  de  f  i  -+-  x)*,  en  observant  que 

On  développerait  aussi  a*^^^  en  remarquant  que 

a*+*—  a^z=a*  (a*—  i), 
et  il  resterait  à  développera^  par  la  formule  donnée  ci-dessus. 

229.  Extension  de  la  formule  de  Tajrlor  aux  fonctions 
de  plusieurs  variables.  —  Proposons-nous  maintenant  de 
développer  F{x  +  k^jr  ^k)  suivant  les  puissances  de  h 
et  A,  F(x^j')  étant  une  fonction  donnée.  Pour  cela  nous 
considérerons  d'abord  la  fonction  F(x  H-  A«,  ^  -hÂt),  et 
nous  la  développerons  suivant  les  puissances  de  t  par  la 
formule  de  Maclaurin  :  il  suffira  ensuite  de  faire  t  =  i  pour 
avoir  le  développement  cherché.  Or,  pour  avoir  les  coeffi* 
cients  des  différentes  puissances  de  t,  il  faut  prendre  les 
dérivées  successives  de  F(a:  H-  Af,  y  -h  At)  par  rapport  à  t, 
puis  y  faire  t=o.  On  trouvera  par  la  règle  des  fonctions 
composées  de  fonctions  linéaires,  en  entendant  que,  dans 
toutes  les  dérivées  partielles  de  F(x,  j^),on  remplace  x  eljr 
par  X  -^  kt^jr  -hktj 

dF       d¥  ^      dF  ^ 

dt        dx  dy 

d^Y       d^F  ^.  rf«F    ^ ,       rf«F  ,. 

dO         da^  djdx  dy^      ' 


d^F       rf»F  ,  £/"F      ,     ,  ,  rf»F  , 

dt"        «te»  daf^^dy^  dy"" 

Si  Ton  fait  f = o  dans  toutes  ces  dérivées  partielles,  elles  de- 
viennent  celles  de  la  fonction  même  F(a:,  y).  On  aura  donc 


F{x-^ht,y^ht)  =  F{,x,y)  ^  (^^  "^  ^  ^) 


rH-... 


/•      /</"F  ,  d^F  ,  \ 
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pourvu  que  toutes  les  dérivées  partielles,  jusqu'à  Tordre  n 
inclusivement,  soient  continues  entre  x  +  A  et^  +  A. 

On  aurait  une  formule  analogue  si,  aulieude  F(j:,^),  on 
avait  une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 

Pour  que  cette  série,  poussée  indéfiniment,  représente 
F(xH-  hyjr-hk)^  il  faut  que  l'ensemble  des  termes  qui  expri- 
ment le  reste  tende  vers  zéro  ^  et  l'on  pourrait  s'en  assurer  en 
prenant  la  valeur  de  9  qui  rendrait  ce  reste  le  plus  grand 
possible,  et  cherchant  si  cette  valeur  maximum  tend  vers  zéro 
lorsque  n  croit  indéfiniment.  Quand  il  arrivera  que  chaque 
terme  du  reste  tende  vers  zéro,  quelque  valeur  qu'ait  0  entre 
o  et  I ,  il  sera  prouvé  que  le  reste  lui-même  diminue  indéfi- 
niment *,  et  la  fonction  F(x+  h^y  -hk)  sera  développable 
en  série  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  h  et  Xr. 

Si  dans  la  formule  précédente  on  fait  a?  =  o,  j^  =  o,  on 
a  le  développement  de  F(/i,  k)  ^  et  si  l'on  change  A  et  A:  en 
X  et  jr^  on  obtient 

F(x,:r)=F(o,o,+f^x+f^\^+...;     . 


\d>-V,1.2 


^«F     y 


Dans  toutes  les  dérivées  partielles  de  F(a:,  j^)  on  doit 
remplacer  x  et  jr  par  o,  excepté  dans  les  termes  du  reste, 
où  ils  doivent  être  remplacés  par  Ojc,  9j.  Si  ce  reste  tend 
vers  zéro  quand  n  augmente,  E(x,  j^)  peut  se  développer 
en  série  indéfinie  suivant  les  puissances  de  x  et  j".  On  a 
ainsi  la  formule  de  Maclaurin  étendue  aux  fonctions  de  deux 
variables  ;  et  on  l'étendra  semblablement  aux  fonctions  d'un 
nombre  quelconque  de  variables. 

Les  deux  formules  (i)  et  (a)  peuvent  être  écrites  comme 
il  suit,  «,«!,...,«„  tendant  vers  zéro  avec  A  et  A:  : 


3i6 
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CHAPITRE  IX. 

B£S  MAXIMA  ET  MINIBiÂ  DES  FONCTIONS. 


230.  On  dît  qu'une  fonction  F{x)  prend  une  valeur 
maximum  pour  la  valeur  Xq  de  x,  lorsque,  x  croissant  ou 
décroissant  k  partir  de  x^  dans  un  intervalle  déterminé, 
quelque  petit  qu'il  soit,  la  fonction  F  (x)  est  toujours 
moindre  que  F  [xq).  La  valeur  de  la  fonction  est  minimum 
lorsque,  dans  les  mêmes  circonstances,  F  (x)  est  toujours 
plus  grand  que  F  {xq). 

H  résulte  de  là  que,  pour  que  Xq  donne  un  maximum  ou 
un  minimum  pour  F  (x),  il  est  nécessaire  et  suffisant  que 
F  {xo  -h  h)  —  F  (xo)  soit  constamment  négatif  où  constam- 
ment positif,  quel  que  soit  le  signe  de  A,  pourvu  que  sa 
valeur  soit  suffisamment  petite.  U  n'y  a  de  règles  générales, 
pour  s'en  assurer,  que  quand  F^  (x)  est  continu  dans  le 
voisinage  de  Xo,  et  c'est  le  seul  cas  que  nous  examinerons. 

On  aura  alors 

Lorsque  h  tend  vers  zéro,  F'  (x©  H-  Oh)  tend  vers  F'  (x^)  ; 
et  si  cette  dernière  valeur  n'était  pas  nulle,  le  second  membre 
changerait  de  signe  avec  h  :  la  différence  F  (xo  4-  A)  —  F  [xq) 
ne  serait  donc  pas  de  signe  constant,  quel  que  fût  le  signe 
de  A,  et  par  conséquent  F  [x)  ne  serait  ni  maximum  ni 
minimum,  pour  x  =  x^»  Une  condition  commune  au  maxi- 
mum et  au  minimum  est  donc  F^{xo)  =  o,  et  c'est  seule- 
ment parmi  les  racines  réelles  de  l'équation  F^  (x)  =  o  qu'il 
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faut  chercher  les  valeurs  de  x  propres  à  rendre  F  (x)  maxi- 
mum ou  minimum.  La  valeur  x^  ëtant  ainsi  choisie,  on 
aura 

F  (*. -h  A)  -  F  (x.)  :=  —  F'(x, -h  ÔA). 

La  limite  de  F'^{xo  -h  6/1)  est  F"{j:o)  lorsque  h  tend  vers 
zéro,  et  si  F^(a:o  )  n'est  pas  nul,  il  est  évident  que  pour  toutes 
les  valeurs  de  Ti  positives  ou  négatives,  comprises  dans  des 
limites  suffisamment  petites,  le  second  membre  et,  par 
suite,  la  différence  F(xo-t-A) — F(j:o)  conservent  tou- 
jours le  même  signe.  La  valeur  F  (xo)  est  donc  maximum 
ou  minimum.  Elle  est  maximum  lorsque  Ton  a  F^  (  j^o)  <[  o, 
et  minimum  si  F''^(xo)^o.  Mais  si  par  hasard  on  a 
F''^  (j^o)  =  o,  on  ne  peut  plus  rien  conclure,  et  il  faut  mettre 
la  différence  sous  une  autre  forme.  On  pourra  écrire  dans 
ce  cas 

F  (x.  -h  A)  -  F  (xo)  =  -^  F-'txo  ^  Bh), 

• 

et  comme  h*  change  de  signe  avec  A,  on  voit  que,  si  F''^(xo) 
n'est  pas  nul,  la  différence  changerait  de  signe  avec  h]  il 
n'y  aurait  donc  ni  maximum  ni  minimum. 
Mais  si  F"'(xo)  =  o,  on  a 

F  (x,  4-  ^)  -  F  (x.)  =  ^^'        F»^  (*•  -f-  0  A), 

et  il  est  clair  que  si  l'on  a  F*^  (xo)  <!o,  la  différence  est 
constamment  négative,  et  F  (xo)  sera  maximum;  tandis  que 
si  l'on  a  F^^  (Xo)  ^  o,  elle  sera  constamment  positive,  et 
F(xo)  sera  minimum. 

Les  mêmes  raisonnements  étant  continués  jusqu'à  ce  que 
Ton  obtienne  une  dérivée  qui  ne  devienne  pas  nulle  pour 
X  =  Xo)  on  arrive  à  cette  conclusion  générale  que,  pour 
que  Xo  rende  maximum  ou  minimum  une  fonction  dont 
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les  dérivées  sont  continues,  il  faut  que  cette  valeur  de  x 
annule  un  nombre  impair  de  dérivées  consécutives,  à  partir 
de  la  première;  et  lorsque  cette  condition  est  remplie,  on 
a  un  maximum  si  la  dérivée  suivante  est  rendue  négative 
par  cette  valeur  de  x,  et  un  minimum  si  elle  est  positive. 

La  recherche  des  maxima  et  minima  est  ainsi  ramenée 
à  la  détermination  des  dérivées  d'une  fonction  d'une  seule 
variable  et  des  racines  réelles  d'une  équation  à  une  in- 
connue. 

Si  cette  fonction  n'est  pas  donnée  d'une  manière  expli- 
cite, on  formera  ses  dérivées  par  les  règles  connues,  puis  on 
appliquera  la  théorie  qui  vient  d'être  exposée,  et  qui  est  in- 
dépendante des  moyens  à  employer  pour  former  ces  déri- 
vées. Nous  allons  montrer  quelle  est,  dans  ce  cas,  la  marche 
du  calcul. 

23i .  Cas  des  fonctions  implicites,  —  Considérons  une 
fonction  liée  km  —  i  variables  par  m  —  i  équations  don- 
nées ;  soient,  pour  fixer  les  idées,  les  trois  équations 

F  {Xy  j,  z,  tt)  =  o,     F,  («,  X,  z,  u)  =  o,     F,  (*,  jr^  z,  u)  =  o, 

tt  étant  la  fonction  de  x  dont  il  faut  trouver  le  maximum  ou 
le  minimum. 

En  les  différentiant,  on  trouve 

dY       ££^      ^^      ^^  — 
dx         dy    dx        dz    dx        du   dx 

'   '  ^  dx         dy  dx        dz  dx        du  dx 

dFt      dFi  dy       dF,  dz       dF,  du 

T  ^ :  .z. |_ 1 =  o  : 

iix        dy  dx        dz  dx        du  dx 

au  moyen  de  ces  équations,  on  éliminera  ^-j  ^i»  et  la  va- 
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leur  de  —  qu'on  en  tirera  devra  ensuite  être  égalée  à  zéro  -, 

ou,  plus  simplement,  on  remplacera  —  par  zéro  dans  ces 

équations,  puis  on  éliminera^»  —  entre  les  équations  ré- 
sultantes, qui  sont 

dV       dF  dx       dF  dz__ 
dx         dy    dx        dz    dx  ' 

€/F,        d¥t  dy        dF,  dz  __ 
dx         dy   dx        dz   dx 

Éliminant  —  et  —9  on  obtiendra  une  équation  qui,  jointe 

aux  trois  autres  F  =  o,  Fi  =  o,    F«  =  o,  déterminera 
X,  J,  z,  u. 

On  différentiera  de  nouveau  les  équations  (i),  et  Ton  ob- 
tiendra la  valeur  de  -—r  '-  on  y  substituera  les  valeurs  trou- 

dj^         ^ 

vées  de  j:,  j^,  z^  u,  et  Ton  reconnaîtra  aux  signes  de  cette  ex- 
pression  s'il  y  a  maximum  ou  minimum.  Si  Ion  avait 

-— -  =  o,  on  cbercherait  les  dérivées  suivantes  de  u  par  rap- 

port  à  X,  et  Ton  y  appliquerait  la  théorie  précédente. 


S32.  Pour  éliminer  ~->  —  des  équations  (2),  on  peut  se 

f%X      €tX 

servir  de  la  méthode  des  multiplicateurs.  Pour  cela  on 
multipliera  les  deux  dernières  par  des  facteurs  indéterminés 
^,  fA,  et  on  les  ajoutera  à  la  première;  puis  on  égalera  à  zéro 

les  coefficients  -r-y-j-^  et  le  terme  indépendant  :  ce  qui  con- 

(MX     €UB 
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duit  aux  trois  équations 


dF 
dx 

-h> 

dFi 
dx 

4- 

dF, 

^d^=^ 

o. 

dF 

d¥, 
dx 

■+■ 

dF, 
^dy== 

o. 

dF 

dz 

-4-> 

dF, 
dz 

■+■ 

dF, 

^  dz--= 

0, 

d'où  l'on  éliminera  A  et  |i;  ce  qui  conduira,  comme  on  le 
sait  par  les  théories  de  l'Algèbre,  à  la  même  équation  que  si 

l'on  avait  éliminé  autrement  -r-  »  -r-  •  Ce  procédé  de  calcul 

dx    dx  * 

a  souvent  des  avantages  sur  l'autre. 

233.  Considérons  maintenant  une  fonction  de  m  va- 
riables, liées  par  m  —  i  équations  :  ce  cas  renferme  le  pré- 
cédent, qui  s'en  déduit  en  supposant  que  la  fonction  se  ré- 
duise à  l'une  des  variables.  Soient,  par  exemple,  les  troià 
équations 

F  (jc,  j,  z,  u)  =  o,     F,  (x,  jr^  z,  u)  =  o,     F,  (x,  ^,  2,  u)  =  o, 

et  soit  proposé  de  trouver  le  maximum  de  la  fonction 
f{x^  y^  z^  u).  Dans  ce  cas,  aux  équations  (i),  dans  lesquelles 

■j-  ne  serait  plus  zéro,  on  joindrait  la  suivante  : 

df^      df  dj       4f^dz^       ^du_ 
dx       dy  dx       dz  dx        du  dx  ' 

j  r         •  ,^.     .         •    dy    dz     du    ^, 

et  de  ces  quatre  équations  on  elimmerait  v-  >  -7-  »  ;t-  •  il  en 

uX      tlX      tlX 

résulterait  une  équation  entre  x,  jr^  z,  u,  qui,  jointe  aux 
équations  données,  déterminerait  ces  quatre  quantités.  On 
chercherait  ensuite  la  dérivée  seconde  àef{x^yj  z,  u)  par 

rapport  à  X'^  elle  renfermerait  ^^>  "Tlâ»  TT*  qui  seront  fa- 

Caleuiin/.D.^L  .71 
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cîles  à  trouver  au  moyen  des  trois  équations  (i);  et  Ton  re- 
connaîtrait, au  signe  de  cette  seconde  dérivée,  si  la  fonction 

/  i^jj'^  ^j  ^)  ^^^  minimum  ou  maximum. 

On  peut  remarquer  que  les  équations  entre  lesquelles  on 

a  à  éliminer  -t->  -^-ï  -7-  seraient  les  mêmes  si  Ton  avait  à 

tix    dx    dx 

chercher  le  maximum  de  Tune  des  fonctions  F,  Fi,  F|,les 

deux  autres  étant  égales  à  zéro,  ainsi  que/*. 

Des  maxima  et  minima  des  fonctions  de  plusieurs 

^variables. 

234.  On  dit  qu'une  fonction  F  [x^^y)  des  deux  variables 
indépendantes  x,  y  acquiert  une  valeur  maximum,  pour 
certaines  valeurs,  Xf^^  y^^  de  x  et  j-,  lorsque,  en  changeant 
ces  variables  en  Xo  -f-  A,  j^o  -1-  ^5  A  et  A:  étant  des  quantités 
arbitraires  comprises  entre  zéro  et  des  limites  positives  ou 
négatives  aussi  petites  que  l'on  voudra,  la  fonction  est  con- 
stamment moindre  que  pour  les  valeurs  x^^y^^.  Si,  au  con- 
traire, elle  était  constamment  plus  grande,  on  dirait  qu  elle 
est  minimum  pour  ces  mêmes  valeurs. 

D'après  cela,  la  diflérence 

doit  être  constamment  négative,  quels  que  soient  les  valeurs 
et  les  signes  des  quantités  infiniment  petites  h  et  A%  si 
F  {pc^y)  est  maximum^  et  elle  doit  être  constamment  posi- 
tive dans  le  cas  du  minimum.  De  sorte  que  ce  sera  un  ca- 
ractère commun  au  maximum  et  au  minimum  qu'elle  soit 
invariable  de  signe. 

JVous  ne  considérerons  que  le  cas  où  la  fonction  et  ses  dé- 
rivées, jusqu'à  Tordre  dont  on  aura  besoin,  sont  continues 
Les  cas  de  discontinuité  ne  donnent  pas  lieu  à  des  règles 
générales  et  se  discuteront  suivant  la  question. 
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D'après  une  formule  précédente^  nous  aurons,  en  dési- 
gnant par  a,  a^  des  quantités  infiniment  petites, 

F  (x  -4-  A, 7  -t-  X)  —  F  (x,  j )  =  (—  -h  a  j  A  -+.  (—  -i-  a,  U. 

Si  -7-  et  —  sont  difiërents  de  zéro,  le  sime  du  second 

membre,  lors(jue  h  elh  tendront  vers  zéro,  finira  par  être 
constamment  le  même  que  celui  de 

rfF  ^      dY  ^ 
dx  dy 

Or  cette  expression  change  de  signe  si  Ton  change  h  et  k 
de  signes  sans  changer  leur  grandeur^  donc  F  (r,  ^)  ne 
serait  ni  maximum  ni  minimum,  et  par  conséquent,  pour 
qu'elle  puisse  être  Tun  ou  l'autre,  il  est  indispensable  que 
l'expression  précédente  soit  nulle  ^  comme  A  et  Âr  sont  indé- 
pendants l'un  de  l'autre,  on  devra  avoir 

d^_         dF_ 
dx         ^      dy 

Si  ces  conditions  sont  remplies,  on  aura 

'^{x^k,y-^k)^Y{x,y) 

Id^Y        \   h*        [d'Y  \  ^,      '  (d^'E         \    A-* 

et  si  les  trois  dérivées  du  second  ordre  ne  sont  pas  toutes 
rendues  nulles  par  les  valeurs  J:,^,  le  signe  du  second 
membre,  et  par  suite  de  l'accroissement,  finira  par  être  le 
même  que  celui  du  trinôme. 

d^Vh'        d'Y  ^,       rf'F/» 
{Lc^  2        dxdy  dy^  2 

n  faut  que  cette  expression  soit  constamment  négative, 

au 
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quels  que  soient  h  et  h^  pour  que  F  {oc^jr)  soit  maximum, 
et  constamment  positive  pour  qu'elle  soit  minimum.  Si  on 

la  divise  par  —9  ce  qui  n'en  change  pas  le  signe,  on  obtient 

dy^  \h)    ^  ^  dxdy  \h)  "^  dx^  ' 

et  pour  que  ce  trinôme  ne  change  pas  de  signe,  quel  que  soit 
-79  et  ne  soit  jamais  nul,  il  faut  que  Ton  ait 


Xdxdyj^'dy^  dj^ 


d'*F      d*F 
condition  qui  entraîne  que  -^-^  et  -r-j  soient  de  même  signe. 

Si  elle  est  satisfaite  par  les  valeurs  de  j:  et  j^  tirées  des 

deux  équations 

dF_         dY 

dx  '      dy 


=  0,      -T-=:0, 


.  d^F       d^F 
la  fonction  F(x,  j^)  sera  maximum  si  —j  et  -— ■  sont  néga- 

tifs,  et  minimum  s'ils  sont  positifs. 

Si  les  trois  dérivées  du  second  ordre  étaient  nulles,  il 
faudrait  que  toutes  celles  du  troisième  le  fussent,  et  que  le 

signe  d'un  polynôme  du  quatrième  degré  par  rapport  à  r 

fût  constant  :  ce  qui  conduirait  à  des  conditions  plus  com- 
pliquées. On  continuerait  semblablement  si  les  dérivées  du 
quatrième  ordre  étaient  encore  toutes  nulles. 

235.  Ces  raisonnements  s'étendent  facilement  à  une 
l'onction  d'un  nombre  quelconque  de  variables  indépen- 
dantes; seulement  les  conditions  se  compliquent  de  plus  en 
plus.  Dans  le  cas  de  trois  variables  par  exemple,  on  aura  les 
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trois  équations 


et  il  faudra  que  le  polynôme 
£/*F  rf*F  d*F 

rf'F  rf>F  rf»F 

-f-  a  -r—j-  M  -f-  2  -7— r  ^/  -f-  2  --—r-  // 
oxo;^  âLraz  djraz 

soit  constamment  de  même  signe,  quels  que  soient  hj  k^  L 
Pour  exprimer  cette  condition,  on  divisera  d'abord  par  A*^ 

et  si  l'on  pose  -  =  p,  v  =  ^  9  on  aura  un  polynôme  de  la 

forme 

Ay^-l-Bj[>*-l-2C/?î-4-2D^  -h  2Ep-HF. 

En  le  considérant  relativement  à  la  variable  q  seulement, 
il  faudra,  pour  qu'il  ne  change  pas  de  signe,  que  l'on  ait, 
quel  que  soit  p, 

(C>— AB)f>'-h  2(CD  —  AE)p  4-D»-- AF<o. 

On  posera  sans  difficulté  la  condition  pour  que  ce  polynôme 

soit  de  même  signe  quel  que  soit  p,  et  l'on  y  ajoutera,  pour 

qu'il  soit  négatif, 

C»--AB<o, 

De  même  que  le  cas  de  deux  indéterminées  p,  q  se  ramène 
à  une  seule,  on  ramènerait  celui  de  trois  à  deux,  et  ainsi 
de  suite. 

â36.  Cas  d'une  fonction  implicite.  —  Proposons-nous 
de  trouver  le  maximum  d'une  fonction  f{x^  J^^)  ^^  ^^P* 
posant  les  variables  x,  y^  z  liées  par  une  équation 
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en  vertu  de  laquelle  z  est  une  fonction  implicite  des  deux 
variables  indépendantes  x^y. 

La  théorie  précédente  exige  que  les  dérivées  partielles  de 
f{x^  j,  z)  par  rapport  à  j:  et  j^  soient  nulles  séparément v 
ce  qui  donne 

■ 

df       df  dz  df       df  dz 

dx        dz  dx  djr        dz  df. 

équations  dans  lesquelles  on  mettra  pour  ^>  —  leurs  va- 
leurs tirées  des  deux  suivantes  : 

dY       d¥  dz  dF       d¥  dz 

dx         dz  dx  djr         dz  djr 

On  aurait  ainsi  deux  équations  entre  x,  J^,  z^  qui,  jointes  à 
F(j7,  j^,  z)  =  o,  détermineront  a:,  y^  z.  On  formera  en- 
suite les  dérivées  partielles  du  second  ordre  de  /{x^jr^  z); 
elles  dépendront  de  celles  de  z,  qui  seront  déterminées  par 
les  règles  de  la  diiTérentiation  des  fonctions  implicites  à 
deux  variables. 

En  général,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables  qui 
entrent  dans  la  fonction,  et  le  nombre  des  équations  qui 
les  lient,  il  suffira  de  reconnaître  les  variables  indépen- 
dantes, et  d'égaler  à  zéro  les  dérivées  partielles  de  la  fonc- 
tion par  rapport  à  ces  variables.  Les  équations  qui  en  résul- 
teront, jointes  aux  équations  données,  seront  toujours  en 
même  nombre  que  les  variables  et  les  détermineront.  On 
formera  ensuite  facilement  les  dérivées  partielles  succes- 
sives de  la  fonction  par  rapport  aux  variables  indépen- 
dantes, et  on  les  soumettra  aux  épreuves  établies  dans  la 
théorie  précédente. 

On  peut  donner  une  autre  forme  au  calcul  du  maximum 
ou  du  minimum  d'une  fonction  de  m  -+-  ti  variables,  liées 
par  n  équations,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  général. 
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U  y  a  alors  m  variables  indépendantes,  et  Ton  devra 
égaler  à  zéro  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  par  rap- 
port à  chacune  d  elles,  ce  qui  revient  à  dire  qu'on  égalera 
à  zéro  la  différentielle  totale  de  cette  fonction,  quelles  que 
soient  les  valeurs  des  différentielles  indépendantes.  Et, 
pour  cela,  on  tirera  des  équations  données  les  valeurs  des. 
diiTérentielles  des  variables  dépendantes  en  fonction  de 
celles  des  variables  indépendantes^  on  les  substituera  dans 
la  différentielle  totale  de  la  fonction  proposée,  puis  on  éga- 
lera à  zéro  les  coefficients  de  toutes  les  différentielles  qui  y 
sont  restées. 

Soit  f  la  fonction  de  /w  -H  n  variables  x,  j',  z,  «,...,  qui 
soot  liées  par  les  n  équations 

L=:o,     M  =  o,     N  =  o, ..., 

on  aura  tîH-  i  équations  suivantes  : 

ilx  dy  dz 

dlu    ,         ^L    ,         rfL    , 

-r-  dx  -1-  —-  flY  H 7-  tf z  -t- .  .  .  =  o, 

dx  dy  dz 

dix  ^         dM   ,         rfM   , 

^d:r^  —  df^  —  dz-^,..  =  0, 

dN  ^         dîi  ^        dru    , 

-7-  dx  H j-  dr  H —  dz  -^  .  .  .  =  o, 

dx  €ty  dz 


et  l'on  doit  tirer  des  n  dernières  les  valeurs  des  différen- 
tielles des  n  variables  dépendantes,  les  reporter  dans  la 
première,  et  égaler  à  zéro  les  coefficients  de  m  différent 
tieUes  arbitraires  qui  y  resteront.  En  d'autres  termes,  il 
faut  éliminer  n  différentielles  de  ces  n  +  i  équations,  éga- 
ler à  zéro  les  coefficients  de  celles  qui  subsisteront  dans 
l'équation  finale. 
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Pour  faire  cette  élimination,  on  multipliera  les  n  der- 
nières équations  par  des  facteurs  indéterminés,  A,  fX)  v,. . .. 
on  les  ajoutera  à  la  première,  et  Ton  égalera  à  zéro  les  coef- 
ficients des  n  difTérentielles  des  variables  dépendantes,  ce 
qui  déterminera  X,  fA,  v, . . . ,  puis  on  égalera  à  zéro  les  coef- 
ficients des  m  autres  variables  ;  ce  qui  revient  évidemment 
à  annuler  les  coefficients  àe  m  -^n  différentielles,  après 
l'addition  des  équations,  et  à  éliminer  X,  fx,  v,. ..  de  ses 
m  +  71  équations  ;  ce  qui  conduira  à  m  équaûons  entre  x, 
y^  z^. .  ,^  qui,  jointes  aux  n  équations  données,  déterminent 
les  valeurs  de  ces  variables  qui  peuvent  donner  les  maxima 
et  les  minima  de  la  fonction  proposée.  On  les  distinguera 
ensuite  au  moyen  des  secondes  dérivées  partielles  de  la  fonc- 
tion, comme  nous  l'avons  fait  connaître  ci-dessus. 

On  peut  remarquer  que  le  calcul  serait  le  même  si  Ton 
s'était  proposé  de  trouver  le  maximum  ou  le  minimum 
absolu  de  f-h  XL  4-  fzM  + . . .,  en  ayant  égard  ensuite  aux 
équations  L  =  o,  M  =  o. 

237,  Remarque.  —  Quelquefois  les  variables  qui  en- 
trent dans  l'expression  dont  on  cherche  le  maximum  ou  le 
minimum,  au  lieu  d'être  liées  par  les  équations,  sont  assu- 
jetties à  des  inégalités.  On  ne  peut  en  tenir  compte  de  la 
même  manière  que  des  équations,  et  l'on  agit  suivant  le 
cas. 

Quelquefois  un  changement  de  variables  dispense  de 
tenir  compte  des  inégalités  ^  nous  en  citerons  un,  exemple. 

Supposons  qu'on  demande  le  maximum  ou  le  minimum 
de  la  distance  d'un  point  donné  B  {Jig*  84)9  aux  différents 
points  d'un  cercle  dont  le  centre  est  A  et  le  rayon  R,  et  que 
l'on  exprime  la  distance  BM  au  moyen  de  l'abscisse  IVIP  du 
point  M  du  cercle  -,  on  aura,  en  faisant  AB  =  a« 
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Si  Ton  ne  remarquait  pas  que  x  est  assujetti  à  la  condi<» 
tion  d'ùtre  compris  entre  —  R  et  -h  R,  et  qu'on  appliquât 
la  règle  ordinaire,  on  écrirait  2a==  o;  ce  qui  ferait  pen- 
ser que  le  problème  est  impossible.  Une  discussion  bien 
simple  montre  que,  en  faisant  passer  a:  de  —  R  i  +  R9  le 
niaximum  a  lieu  pour  x  =  —  R  et  le  minimum  pour 
a:  =  -h  R5  mais  dans  d'autres  cas  ce  pourrait  être  très-dif- 
ficile. 

Si  l'on  posait  j:  =  R  cos^,  cp  serait  l'angle  MAB,  et  il  n'y 
aurait  plus  aucune  condition  d'inégalité  à  exprimer.  On  au- 
rait alors 

BM'  =  fl»-4-  R»—  2aR  cosy, 

et  la  règle  ordinaire  donnerait  sincp  r^  o,  d'où  Ton  tire- 
rait f  =  o,  f  =  /r,  qui  donnent  le  minimum  et  le  maximum 
de  BM. 
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CDAPITRE  X. 

APPLICATIONS  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  A  LA  THÉORIE 

DES  TANGENTES. 


Tangentes  et  normales  aux  courbes  planes.  Expression 
générale  de  la  longueur  de  la  tangente,  de  la  sous-tan- 
gente, de  la  normale  et  de  la  sous-normale. 

S38.  Plusieurs  des  questions  que  nous  allons  considérer 
n'auront  pour  objet  que  l'application  des  notations  du  Cal- 
cul diiTérenliel  à  des  questions  étudiées  dans  le  premier 
Livre,  ou  l'extension  et  la  généralisation  de  ces  mêmes 
questions.  Nous  commencerons  par  les  tangentes  et  les 
normales. 

Nous  avons  appelé,  en  général,  tangente  à  une  courbe 
la  limite  vers  laquelle  tend  la  direction  d'une  sécante  qui 
passe  par  un  point  constant  de  cette  courbe,  et  dont  un 
second  point  d'intersection  se  rapproche  indéfiniment  da 
premier. 

Soient  F(x,j^)  =  o  l'équation  d'une  courbe  quelconque, 
et  x\  y  les  coordonnées  du  point  de  cette  courbe,  auquel 
on  veut  mener  une  tangente  ;  l'équation  de  la  sécante  menée 
par  ce  point  et  par  celui  dont  les  coordonnées  sont  ar'+ Ar', 
j'h-  Aj^ ',  et  qui  appartient  aussi  à  la  courbe,  sera,  dans  un 
système  quelconque  d'axes, 

Â  mesure  que  le  second  point  d'intersection  se  rapproche 
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du  premier,  — ^  tend  vers  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x, 

correspondant  à  la  valeur  particulière  x^  \  il  existe  donc 
une  direction  limite  pour  la  sécante,  comme  nous  l'avons 
déjà  établi  \  et,  d'après  les  notations  convenues,  Téquation 
de  cette  droite  que  nous  appelons  tangente  est 

tir' 

Le  coefficient  --r-j  sera  déterminé  en  fonction  de  x\  y" ^ 
d'après  les  règles  du  Calcul  dilTérentiel,  au  moyen  de  Téqua- 

dv'  dx' 

tionF(a:,  j)  =  o,  qui  donne^  =  —  —  • 

L'équation  de  la  tangente  devient  ainsi 

d¥  dY 

On  appelle  normale  la  perpendiculaire  à  la  tangente, 
menée  par  le  point  de  contact.  Si  les  axes  sont  rectangu- 
laires, son  équation  sera 

I  da/ 

j^  y'  —  -.  —  {x^x'),     ou     r— /  —  -^(•»^-*'). 

d^ 
ou  encore 

^F  d? 

Si  les  axes  des  coordonnées  font  entre  eux  un  angle  queli- 
conque  9,  l'équation  de  la  normale  aura  la  forme  suivante  : 

,  ,,  /rfF       dY  \       ,  ,,  (dY       dY         \ 

Si  les  coordonnées  x\  j' n'étaient  pas  données  et  que  la 


33a  LIVRE  II* 

tangente,  ou  la  normale,  fut  assujettie  à  passer  par  un  point 
donné,  ou  bien  à  être  parallèle  à  une  droite  donnée,  on  ob* 
tiendrait  immédiatement,  d'après  les  équations  précédentes, 
une  équation  entre  x\y\  qui,  jointe  à  celle  de  la  courbe, 
déterminerait  ces  deux  inconnues.  Si,  au  lieu  de  chercber 
les  solutions  réelles  de  ces  deux  équations,  on  construisait 
les  lieux  géométriques  qu'elles  représentent,  en  y  regardant 
x',  y  comme  variables,  les  points  d'intersection  de  ces 
lieux,  dont  l'un  est  la  courbe  proposée,  seraient  les  points 
de  contact  cbercbés. 

239.  On  appelle  sous-tangente  et  sous^normale  les  par- 
ties de  l'axe  des  x  comprises  respectivement  entre  le  pied 
de  l'ordonnée  du  point  de  contact  et  les  points  où  cet  axe 
est  rencontré  par  la  tangente  et  la  normale.  Elles  ont  ponr 
expression  la  valeur  x  —  x^  relative  k  jrz=  o  dans  les 
équations  respectives  de  la  tangente  et  de  la  normale.  Elles 
seront  dirigées  vers  les  x  positifs  ou  négatifs,  à  partir  du 
pied  de  l'ordonnée,  suivant  que  x  —  x'  sera  positif  ou  né- 
gatif. 

Nous  appellerons  longueur  de  la  tangente  et  de  la  nor- 
maie  les  parties  de  ces  lignes  comprises  entre  le  point  de 
contact  et  les  points  où  elles  coupent  respectivement  l'axe 
des  X. 

n  est  facile  d'obtenir  l'expression  de  ces  différentes 
lignes.  Nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  les  axes 
rectangulaires,  et  nous  représenterons  par  T  la  tangente, 
par  N  la  normale,  par  S^  la  sous-tangente,  et  par  S»  la  sous- 
normale.  Cela  posé,  on  trouvera  facilement  les  formules 
suivantes  : 

daf    ' 


=-^\A^»   «=^v/ 


dr" 

I  -+-  -^^< 
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EXEMPLES. 

Ellipse  et  hyperbole,  —  Si  Ton  applique  toutes  ces  for- 
mules à  Tellipse  et  à  l'hyperbole,  renfermées  dans  Téqua- 
tien 

on  trouvera  les  résultats  suivants  : 

à'fij—f)  ±  h^xf{x  —  a/)  =  o  \ 
ou  >9  équation  de  la  tangente, 

b\x^  (jr  — y)zçLa}y  {x  —  «')  =  o,  équation  de  la  normale; 


r' 

■ 

—  1 

à//T4  v'»  .J_ 

,  /»<»'». 

N  —  -L  4/^4  v'2   . 

.  Al  ^'t 

Parabole.  —  Si  Ton  considère  la  parabole  ayant  pour 
équation  j^*  =  apx,  on  trouvera 

ou  >9  équation  de  la  tangente; 

y 

X — y  ^= {^  —  •*?')>  équation  de  la  normale, 


Logarithmique.  —  Considérons  maintenant  la  logarith- 
mique  ayant  pour  équation  j)  =  «1  —  •,  a  et  /w  sont  des  li- 
gnes données,  et  les  logarithmes  sont  relatifs  à  la  base  de 
Neper,  ce  qui  ne  diminue  en  rien  la  généralité  de  Téqua- 
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tion.  On  aura,  dans  ce  cas, 

dy       a 

^*    —  _  • 

j  —y  =i'j(x  —  4?'),     équation  de  la  tangente; 


x' 
X^-y=: (x  —  x'),     équation  de  la  normale  ; 

d 

m  .r  m 


x' 


Si  Ton  prend  la  sous-tangente  et  la  sous-normale  sur 
Taxe  des  y  au  lieu  de  Taxe  des  x,  elles  auront  pour  expres- 
sion la  valeur  de  j^ — y  relative  à  x  =:  o. 

On  Uoiivera  ainsi 


S|  m  —  a,    s«  =  — 

a 


Cjcloïde,  —  Considérons  encore  la  cycloïde,  qui  jouit 
de  plusieurs  propriétés  très-remarquables. 

Elle  est  engendrée,  comme  nous  Tavons  vu,  par  un  point 
de  la  circonférence  d'un  cercle  qui  roule,  sans  glisser,  sur 
une  droite  indéfinie  à  laquelle  il  est  tangent.  Elle  se  com- 
pose d'une  infinité  de  branches  superposables,  ayant  cha- 
cune pour  base  une  partie  de  la  droite,  égale  à  la  circonfé- 
rence du  cercle  mobile. 

Prenons  la  droite  donnée  pour  axe  des  or,  et  Torigine  en 
un  quelconque  des  points  où  elle  est  rencontrée  par  la 
courbe.  Soient  B  [fig^  85)  le  point  de  contact  du  cercle  gé- 
nérateur avec  Taxe  des  x^  et  Tare  MB  égal  à  AB^  le  point 
M  appartiendra  à  la  cycloïde.  Désignons  par  tù  Tangle  MOB 
qui  pourra  prendre  toutes  les  valeurs  depuis  o  jusqu'à  liz  «  \ 
il  est  facile  d'établir  les  équations  suivantes,  dans  lesquelles 
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a  désigne  le  rayon  du  cercle  : 

xz=.a[vi  —  sin»),    y^=ia[i  —  cos»). 

Ces  équations  ont  lieu  dans  toute  l'étendue  de  la  courbe. 
L'équation  entre  xjr  sera 


a—r 


xz=a  arc  ces '■ ^^ajr  —  y'\ 

mais  il  faudra  avoir  soin  de  changer  alternativement  le  signe 
du  radical  dans  les  deux  moitiés  de  chacune  des  branches 
successives.  DifTérentiant  ces  équations,  on  aura 

dx=z  a{i  —  cosu)  dt»  :=jrdtày     dy:=:  a  sino»  d^y 


dx     y     X 


—  Y 


/!2  il  —  Y^ 

y  — ^'  =  i/ f-:^—  (jT  —  x'),  équation  de  la  tangente; 


x'),  équation  de  la  normale; 


La  valeur  de  S„  ou  de  N  prouve  que  la  ligne  MB  est  la 
normale,  et,  par  suite,  que  la  tangente  est  MC. 

Formules  analogues  en  coordonnées  polaires. 

240.  Soit  Téquation  F  (9,  r)  =  o  entre  les  coordonnées 
polaires  0  et  r  d'une  courbe  à  laquelle  on  veut  mener  la 
tangente  au  point  M  {fig-  86).  Nous  avons  déjà  vu  com- 
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ment  ou  détermine  Tangle  fi  que  fait  cette  tangente  avec  le 
rayon  vecteur  OM;  le  triangle  KMN  donne 

KM  _     sinW 
KN  ""sinKMN* 

d'où,  en  passant  aux  limites, 

rdB  r 

=  tangp  = 


dr 


U«) 


La  sous-tangente  et  la  sous-normale  se  rapportent  a  la  per- 
pendiculaire au  rayon  vecteur,  menée  par  le  pôle.  On  trou- 
vera immédiatement  les  formules  suivantes  : 

d9 


=V'^^'S'  ?=\/ 


dr* 

r'  H 

dB* 


Exemples.  —  i®  Soit  d'abord  la  spirale  d'Ârchimède  : 
7  =  aÔ,     tangfA  =  0,     S„  =  a. 

On  voit  que  la  sous-normale  est  constante  et  que  la  courbe, 
tangente  à  Taxe,  au  pôle,  tend  de  plus  en  plus  à  être  per- 
pendiculaire au  rayon  vecteur. 

Soit  maintenant  Téquation  r  =  -  de  la  spirale  hyperbo- 
lique 

—  =— ~,      tangp=:  — Ô,     S,  =  — a. 

Ainsi,  dans  cette  courbe,  c'est  la  sous-tangente  qui  est 
constante. 
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a**  Considërons  encore  la    spirale   logarithmique  dont 
Téquation  est 

r=  o^*,     -7-  =  nuuf^^ 
dB 

tangfi  =  -->      S/=~,     S.  =  mr, 
m  m 

V/l  -f-  772* 


T  =  r^ ,       Nr=r  i/i-f./»'. 

m 

La  valeur  de  tang  /x  montre  que  le  rayon  recteur  est  tou- 
jours également  incliné  sur  la  tangente. 

Les  Taleurs  de  Se  et  S„  prouvent  que  les  extrémités  de  la 
normale  et  de  la  tangente  décrivent  des  spirales  identiques 
avec  la  première,  et  semblablement  situées  par  rapport  à 
des  axes  différents  passant  par  le  même  pôle. 

Les  mêmes  formules  s'appliquent  très-simplement  aux 
sections  coniques. 


«•O»" 


Calcul  inf.D.^l»  122 
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CHAPITRE  XI. 

THÉORIE  DES  ASYMPTOTES. 


241 .  On  appelle  asymptote  (Tune  branche  de  coiu^be 
infinie  une  droite  telle,  que  les  points  de  cette  courbe  s'cq 
approchent  indéfiniment  sans  jamais  la  rencontrer,  à  me- 
sure qu'ils  s'éloignent  indéfiniment  sur  la  branche  que  Ton 
considère. 

Toute  asymptote  non  parallèle  k  Taxe  des  y  aura  une 
équation  de  la  forme 

kel  l  ayant  des  valeurs  finies. 

La  branche  de  courbe  aura  pour  équation 

V  étant  une  fonction  réelle  de  x  connue  ou  inconnue,  mais 
qui  tend  vers  zéro  à  mesure  que  x  augmente.  On  en  déduit 

k  =  lim  -7  /  =  lim  {jr^—kx).  Réciproquement,  des  va- 
leurs de  Ar  et  /  ainsi  déterminées  pour  une  branche  réelle 
de  courbe,  correspondront  nécessairement  à  une  asym- 
ptote de  cette  branche,  puisque  y  —  kx  —  /  a  pour  limite 
zéro,  pour  les  points  de  cette  branche  dont  x  croit  indéfi- 
niment. 

Les  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  x  correspondront 
aux  valeurs  de  Ar  égales  à  zéro.  Pour  trouver  les  asymptotes 
parallèles  à  Taxe  des  j^,  on  supposerait  l'équation  de  la 
branche  infinie,  résolue  par  rapport  à  :r;  et  ce  cas  se  trai- 
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tera  d'une  manière  tout  à  fait  semblable  au  précédent,  où 
ToD  cherchait  les  asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  x. 

242.  Appliquons  ces  considérations  à  une  courbe  dont 
l'équation  peut  se  partager  en  plusieurs  parties  homogènes 
par  rapport  à  x,  j^,  et  peut  être  mise,  par  conséquent,  sous 
la  forme  suivante,  où  nous  supposerons  les  exposants  de  x 
décroissants  : 


*-f(5)  +  ../(5)+...  =  o. 


Y 

Soit  -  =  p,  d'où  y  =  px\  il  faudra  d'abord  trouver  la 

limite  de  p  pour  x  =  oo  . 
La  substitution  donne 

«-F  (/?)  -+-  ^/(/?)  -+-...==  o, 
d'où 

et  à  mesure  que  x  augmente,  F  [p)  s'approche  de  zéro; 
donc  les  valeurs  limites  de  p,  c'est-à-dire  les  valeurs  de  h, 
sont  des  racines  réelles  de  l'équation 

F(X-)  =  o. 

n  reste  à  trouver  la  valeur  de  /  correspondant  à  ime  va- 
leur de  /i  5  pour  cela  on  posera  y  —  hx  =  f,  et  l'on  cher- 
chera la  limite  de  t. 

L'équation  de  la  courbe  devient,  par  cette  substitution, 

x-F(A--f--j-+-x»/U-f-  -W..  .  =  0; 
mais  puisque  F  (/r)  =  o,  on  a 


r(,.i)=£p.(.^.i) 


22. 
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0  étant  compris  entre  zéro  et  + 1  ;  on  a  donc 


ou 


Si  m  =  n  +  i,  j:=oo  donnera  pour  limite  de  t,  c'est-à- 
dire  pour  la  valeur  de  /, 

*    17/ 


Si  m  >-«  4-1,  on  a 

/  =  o. 

Si  m<^  /i-H  I ,  t  n'a  pas  de  limite,  et  il  n*y  a  pas  d'asym- 
ptote pour  cette  valeur  de  k.  Ainsi,  en  général,  Téquationde 

l'asymptote  sera j^  =  kx  —  ^  j    >t  fW  se  rapportant  aux 

termes  de  degré  m  —  i ,  et  devenant  nulle  sin<^m  —  i  :  il 
n'y  a  pas  d'asymptote  si  n  >  m  —  i . 

Si  n  <^  m  —  I ,  l'équation  de  l'asymptote  est  de  la  forme 
y  —  kx  =  o. 

Si,  dans  le  cas  de  11:=^  m  —  i,  la  valeur  de  k  tirée  de 
F  (Ar)  =  o  satisfaisait  aux  équations  F'  [k)  =  o^f[k)  =  0, 
l'équation  de  l'asymptote  deviendrait  indéterminée,  et  l'on 
ne  pourrait  en  tirer  l'équation  cherchée,  parce  que  le  terme 
en  x^"^  devient  du  même  ordre  que  les  deux  premiers,  et  ne 
peut  plus  être  négligé. 

Dans  ce  cas,  l'équation  qui  détermine  la  limite  de  t  se 
mettrait  sous  cette  forme  : 


or"—*/* 
1  .2 


F''  ik  +  O^Wa— »r/'  (k-\^^,  ^\ 
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a:""'  T  (  ~  )  ^^^^^  1®  troisième  terme  de  Téquation  proposée. 

Divisant  par  a:""*  et  passant  à  la  limite,  /  sera  détermi- 
née par  l'équation 

On  agirait  semblablement  si  ces  trois  nouvelles  fonctions 
devenaient  nulles,  pour  cette  valeur  particulière  de  k. 

Si  n<^m  —  I ,  et  F'(Ar)  =  o,  on  n'a  plus  nécessairement 
/  =  o. 

243.  Si  la  courbe  est  rapportée  à  des  coordonnées  po- 
laires, on  connaîtra  toutes  les  directions  qui  peuvent  don- 
ner des  asymptotes,  en  cherchant  toutes  les  valeurs  réelles 
de  0  qui  donnent  à  r  une  valeur  infinie. 

Soit  a  une  de  ces  valeurs  de  d,  on  cherchera  la  limite  du 
produit  rsin(9  —  a)  supposé  constamment  réel,  qui  est 
l'expression  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe  sur  la  droite  menée  par  le  pôle  sous 
l'angle  a  avec  l'axe.  Cette  limite  sera  la  distance  de  cette 
droite  à  l'asymptote,  et  le  signe  dont  elle  sera  affectée 
fera  connaître  de  quel  côté  elle  se  trouve.  Si  le  produit 
rsîn(fl  —  a)  croit  indéfiniment,  il  n'y  a  pas  d'asymptote 
dans  cette  direction. 

On  trouvera  le  même  résultat  en  cherchant  la  limite 

de  r(6  —  a)  ou  celle  de  r  sin  (0  —  a),  puisque  la  limite  de 

sin(0  —  a)         ,,      •   . 
— -J -'  est  runité. 

Soit,  pour  exemple,  l'équation  générale 

F(  0)r" +/( 0)  r— »  4- A,/-*»-^ -+-. .  .-4- A«  =  o, 

At,  As,...,  A,„  étant  des  fonctions  quelconques  de  0. 
L'équation  F(6)  =  o  fera  connaître  toutes  les  directions 
possibles  des  asymptotes.  Soit  a  une  des  racines  réelles  de 
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cette  équation  et  0  =  a  4-  î:  puisque  F(ot)  =  o,  on  aura 
F(flc  4-  (î)  t=  JF'(cc  4-  Oâ)^  et  Tëquation  de  la  courbe  de- 
vient alors,  en  divisant  par  r"~*, 

r^F'Ca -h  G^) +/(a  4- ^) -4-. .  .  =  o. 

Lorsque  r  devient  infini,  il  ne  reste  plus  que  les  deux 
premiers  termes,  et  l'on  trouve 


liinr(  0  —  a)  =  limr^  = 


F(«) 


Si  Ton  avait  ^(«)  =0,  F'(a)  =  o,  on  agirait  comme 
dans  le  cas  précédent. 

Exemples.  ^  i^  Soit  proposé  de  trouver  les  asymptotes 
de  la  courbe  ayant  pour  équation 

ajr^  -h  bxjr  -f-  cx^  -hdy  -k-ex  +y  =  o  ; 
on  a,  dans  ce  cas, 

/{A)z=dA-+-c. 


k  = ^ 5 — ,  ce  qui  exclut  Tellipsc, 

L'équation  de  ces  asymptotes  devient 

dk-^e 


X=zÂx  — 


aa^-4-  b 


Le  dernier  terme  devient  infini  dans  le  cas  de  la  para- 
bole, et  par  conséquent  Thyperbole  est  la  seule  cour7)e  du 
second  degré  qui  ait  des  asymptotes. 

2^  Soit  maintenant  y  =  ae*',  équation  de  la  logarith- 
mique, qui  ne  rentre  pas  dans  la  classe  générale  considérée 
ci-dessus,  parce  que  e^  n'est  pas  d'un  degré  fini  par  rap- 
port à  X. 
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On  cherchera  toujours  la  limite  de  -  et  ensuite  celle  de 

X 

y —  kx. 

On  tcouve  immédiatement  Ar  =  o  ^  ensuite  la  limite  de  y 
est  zéro,  et  correspond  aux  ^b  négatifs.  L'asymptote  est  donc 
l'axe  des  x,  et  da]^s  la  direction  seule  des  x  négatifs. 

3^  Dans  le  cas  de  la  courbe,  appelée  folium  de  Des^ 
cartes,  et  dont  Téquation  est 

^'  -t-  ^  —  3  axjr  =1  Of 

on  trouvera  une  asymptote  ayant  pour  équation 

4^  L'équation  j^*  ==  cos  -  conduit  à  Ar  =  o,  /=  =±  i .  La 
courbe  a  donc  pour  asymptotes  les  deux  droites 

^— -hl,     7r=-I. 

sin  X 
5^  L'équation  y  =a représente  une  courbe  qui  a 

Taxe  des  x  pour  asymptote,  et  qui  a  cela  de  remarquable, 
qu'elle  passe  alternativement  d'un  côté  et  de  Tautre  de  son 
asymptote  jusqu'à  l'infini. 

6^  L'équation  y  =  a  sîn  -  donnera  encore  J^  =  o  pour 

l'équation  d'une  asymptote. 

Elle  offre  en  outre  une  particularité  remarquable  :  elle 
s'approche  indéfiniment  de  Taxe  des  y  dans  la  partie  com- 
prise entre  y  =  — a^  y  =  -h  a.  C'est  donc  là  un  véritable 
asymptotisme,  puisque  la  longueur  de  la  courbe  augmente 
sans  limite,  en  se  rapprochant  indéfiniment  d'une  droite 
fixe. 

Cette  courbe  ne  diffère  pas  de  celle  qu'on  obtiendrait  en 
enveloppant  sur  un  cylindre  une  hyperbole  équilatère  dont 
une  asymptote  serait  parallèle  au  plan  de  la  base,  et  proje- 
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tant  la  courbe  résultante  sur  un  certain  pl^n  passant  par 
l'axe  du  cylindre. 

7®  Soit  maintenant  Téquation  polaire  d'une  hyperbole^ 
par  rapport  à  Tun  de  ses  foyers, 


(a  —  ccosÔ)r=r  6',     c  =  ^a'H-6*; 
on  trouvera 


cosa  =  ->     limr^=:6. 
c 


Les  deux  asymptotes  se  trouveront  ainsi  déterminées. 
Soit  encore  la  spirale  hyperbolique 

(8  —  »)r  =  a; 

on  trouvera 

a  =  6>|     lim  rè  =.  a. 

Des  asymptotes  considérées  comme  limites  des  tangentes. 


244.  En  partant  de  l'équation  ci-dessus 


(I) 


'^K-)"^""^(-)"^-'-  =  "' 


qui  renferme  non-seulement  toutes  les  courbes  algébriques, 
mais  encore  toutes  celles  dont  les  termes  ont  des  degrés  dé- 
terminés par  rapport  à  x  el  j^  on  arrive  à  une  propriété 
remarquable  des  asymptotes,  qui  consiste  en  ce  qu'elles 
peuvent  être  considérées  comme  limites  des  tangentes  à  la 
branche  de  courbe  à  laquelle  elles  se  rapportent. 

Nous  pouvons  supposer  à  l'axe  desj^  une  direction  arbî- 

traire,  et  alors  -  tendra  vers  une  limite  finie  k  qui  sera  ra- 

cine  de  l'équation 

Cela  posé,  soit  ^{x^j)  le  premier  membre  de  l'équa- 
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lion  (i),  on  aura 

4-  ma:^-'  F  T- j   -f-  naf'-'  f  [^  + .  .  . , 

,'(^)..1[^f(J)-.^/'(^)+...]. 

d*où  Ton  tire 


^F'(i)+^/'(i)+... 


Or,  sî  Ton  fait  croître  x  indéGniment,  F  (  ~  )  tendra  vers 
zéro,  et  réquation  (2)  donnera 

(3)  lim*^=lim^. 

Ainsi  d'abord,  lorsqu'une  branche  de  courbe  a  une  asym- 
ptote, sa  direction  est  la  limite  de  celles  des  tangentes  à 
cette  même  branche. 
Cherchons  maintenant  la  limite  du  point  où  la  tangente 

rencontre  Taxe  desj^,  et  dont  Tordonnëe  est  j^  —  -^  d^' 
L équation  (a)  donne 

dy  __  \x)        x»*-'*-^''    \a:j 


«)     r-ë  = 


'■(5)-^./'fâ-.. 


Supposons   d'abord  nszzm  —  i,  ou   n<C,m — i,  auquel 
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cas  la  branche  de  courbe  aura  une  asymptote  ^  on  aura 
alors 

mxF(-^)+(m-,)/(j)--... 


(5)      y-4^  = 


r'(j)-î/'©-- 


Or  cette  expression  peut  être  simplifiée  au  moyen  de  l'équa- 
tion (i).  En  effet,  en  divisant  cette  dernière  par  x"*'  et 
supposant  d'abord  n  =  m  —  i ,  on  obtient,  en  faisant  croître 
X  indéfiniment, 


»"  ["  (S}  -'  ©] = 


o. 


L'équation  (5)  donne  ainsi 

et,  par  suite, 

donc  la  tangente  coupe  Taxe  des  y  en  un  point  dont  la 
limite  coïncide  avec  celui  où  ce  même  axe  est  coupé  par 
l'asymptote. 

Si  Ton  avait  n<^m  —  i ,  la  fonction  f  n'existerait  pas,  et 
l'on  trouverait 

.„(.-4)=o. 

L'asymptote  et  la  limite  des  tangentes  passeraient  alors  par 
l'origine. 

Supposons  enfin  n  ]>  m  —  i ,  alors  la  branche  de  courbe 
infinie  n'a  pas  d'asymptote.  Faisons  /i  =  m —  i  -f-  J5  l'<-*" 
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quation  (i),  divisée  par  a:",  donnera 

lim[.-Fg)4-/Q]=o; 

Cl,  en  introduisant  cette  condition  dans  Téquation  (4))  on 
trouvera  que  y  —  x-^  deviendra  infini  avec  x^  et,  par  con- 
séquent, qu'il  n'y  a  pas  de  limite  pour  le  point  de  rencontre 
de  la  tangente  avec  Taxe  des  y. 

On  arrivera  donc,  dans  tous  les  cas,  au  même  résultat, 
soit  en  cherchant  l'asymptote  d'une  branche  infinie,  soit  en 
cherchant  la  limite  des  tangentes. 

Mais  il  faut  bien  remarquer  que  nous  entendons  ici,  par 
limite  des  tangentes,  la  droite  qui,  menée  sous  l'inclinaison 
limite,  coupe  l'un  des  axes,  celui  des  y  par  exemple,  au 
point  limite  où  cet  axe  est  coupé  par  la  tangente  variable. 
Ce  ne  serait  pas  déterminer  iine  droite  que  de  dire  simple- 
ment qu'elle  est  la  limite  d'une  droite  mobile  qui  ne  reste 
pas  toujours  parallèle  à  elle-même.  En  effet,  cette  droite 
est  située  de  la  même  manière  par  rapport  à  des  droites  pa- 
rallèles entre  elles,  quoiqu'elle  les  coupe  en  des  points  qui 
peuvent  être  fort  éloignés  les  uns  des  autres  ;  et  si  elle  s'ap- 
proche indéfiniment  de  l'une  de  ces  parallèles,  elle  s'ap- 
proche également  des  autres^  à  partir  des  points  respectifs  où 
elle  les  coupe. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner  se  déduit 
si  simplement  de  la  forme  de  l'équation  (i),  pour  laquelle 
nous  avions  calculé  l'équation  générale  des  asymptotes,  que 
nous  avons  cru  ne  pas  devoir  l'omettre.  Mais  précisément 
parce  qu'elle  est  fondée  sur  cette  forme,  elle  n*a  pas  toute 
la  généralité  qu'on  pourrait  désirer,  et  nous  allons  traiter 
la  question,  indépendamment  de  toute  forme  particulière 
d'équation. 

245.   Une  asymptote  est,  en  général,  la  limite  des  tan^ 
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génies, —  Considérons  une  branche  infime  de  courbe  quel- 
conque ayant  une  asymptote  AX  (fig>  87)5  cette  courbe 
n'étant  pas  donnée  par  une  équation,  il  est  nécessaire  d'en 
connaître  certaines  conditions  géométriques  bien  détermi- 
nées, sur  lesquelles  le  raisonnement  puisse  se  fonder.  Noos 
admettrons,  comme  seule  définition  de  cette  courbe,  qu'elle 
est  telle  que,  depuis  un  certain  point  B  jusqu'à  Tinfîni,  ses 
points  aillent  constamment  en  s'approchant  de  AX,  et  que 
l'inclinaison  de  sa  tangente  sur  AX  varie  toujours  dans  le 
même  sens.  H  est  d'abord  évident  que  depuis  le  point  B  la 
courbe  est  convexe  vers  AX  :  car  la  tangente  en  un  point 
quelconque  rencontrera  AX  au  delà  de  son  point  de  con- 
tact, puisque  les  distances  à  AX  vont  en  diminuant  de  ce 
côté  j  si  donc  la  courbe  était  concave  vers  AX  et,  par  suite, 
comprise  entre  AX  et  sa  tangente,  elle  couperait  AX,  ce 
qui  est  contre  Thypothèse. 

Cela  posé,  menons  une  droite  fixe  quelconque  AY  ;  pre- 
nons sur  cette  droite  un  point  P  plus  rapproché  de  AX  que 
ne  l'est  le  point  B,  et  menons  la  droite  indéfinie  PU  pa- 
rallèle à  AX.  Elle  coupera  nécessairement  la  courbe  en  un 
seul  point  M,  qui  sera  d'autant  plus  éloigné  de  AY  que  AP 
sera  plus  petit. 

Si  maintenant  on  joint  le  point  P  successivement  aux 
différents  points  de  la  courbe  situés  au  delà  de  M,  cette 
droite  coupera  nécessairement  AX,  et,  par  conséquent, 
rencontrera  auparavant  la  courbe  en  un  second  point.  Cette 
sécante,  tournant  continuellement  autour  de  P,  deviendra 
tangente  dans  une  position  unique  PQ,  et  le  point  de  con- 
tact N  sera  au  delà  de  M.  Or  les  tangentes  aux  points  situés 
au  delà  de  N  couperont  nécessairement  PQ  entre  N  et  Q, 
et  AX  au  delà  de  Q;  elles  couperont  donc  A  Y  entre  A  et  P^ 
et,  comme  PA  peut  être  supposé  aussi  petit  que  l'on  voudra, 
il  s'ensuit  que  les  tangentes  à  la  courbe  couperont  AY  en  des 
points  qui  iront  constamment  en  s'approchant  de  A,  et  que 
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leur  distance  à  ce  point  a  pour  limite  zéro.  Comme  d'ail* 
leurs  l'angle  qu'elles  font  avec  AX  a  zéro  pour  limite,  on 
peut  énoncer  la  proposition  suivante,  qu'il  faut  entendre 
avec  les  restrictions  indiquées  ci-dessus  : 

Zsorsquune  branche  infinie  a  une  lisjrmptote,  les  tan- 
gentes  à  cette  branche  coupent  une  droite  fixe  non  paral- 
lèle à  l'asymptote,  en  des  points  qui  ont  une  limite  à  me" 
sure  que  le  point  de  contact  s'éloigne  indéfiniment;  leur 
direction  a  de  même  une  limite,  et  si  l'on  mène  par  le 
point  limite  une  droite  dans  cette  dernière  direction,  elle 
coïncidera  ai^ec  l'asymptote, 

246.  Si  les  conditions  géométriques  que  nous  avons  ad- 
mises n'existaient  pas,  il  serait  possible  que  la  branche  de 
courbe  eût  une  asymptote,  et  que  les  tangentes  n'eussent 
pas  de  limite. 

En  efTet,  si  l'inclinaison  de  la  courbe  ne  variait  pas  tou- 
jours dans  le  même  sens,  les  tangentes  aux  points  situés  au 
delà  de  N  pourraient  pas  couper  PQ  entre  P  et  Q,  et,  par 
suite,  AY  entre  P  et  A  5  rien  ne  prouverait  alors  que  leur 
point  de  rencontre  avec  AY  aurait  une  limite,  et  il  est 
même  facile  de  trouver  des  cas  où  cela  n'a  pas  lieu. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

a  ^-  sinj? 

m  étant  positif  et  a  ^  i .  La  courbe  est  tout  entière  au-des- 
sus de  l'axe  des  x\  de  plus,  elle  s'en  approche  indéfiniment, 
et,  par  conséquent,  cet  axe  en  est  une  asymptote.  Cher 
chons  maintenant  le  point  où  la  tangente  coupe  l'axe  desj^. 

Son  ordonnée  j^  —  a:  —  a  la  même  limite  que  —  ^  -j-^  P^iîs 

que  l'ordonnée^  du  point  de  contact  tend  vers  zéro;  mais 
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on  a 

fty  m{a-^  sinx) 

jr  ■—■  =  a:*"*  coso? ) 

do:  x" 

expression  dont  le  dernier  terme  tend  vers  zéro.  H  reste 
donc  à  trouver  la  limite  de  x^"*^  cos x.  Or  cette  limite  est 
zéro  lorsque  Ton  a  m  ^  i ,  et  alors  la  tangente  a  une  limite, 
qui  se  confond  avec  l'asymptote  \  mais  si  l'on  a 

m  =  I ,     ou     m  <[  I , 
X  -—  sera  indéterminé  \  il  pourra  avoir  toutes  les  valeurs 

comprises  entre  deux  limites  finies  dans  le  premier  cas,  et 
infinies  dans  le  second  :  d'où  l'on  voit  qu'a/ie  branche  de 
courbe  peut  ai^oir  une  asymptote,  sans  qu'il  existe  une  li- 
mite pour  ses  tangentes, 

U  est  bon  de  remarquer  que  la  tangente,  considérée  à 
partir  de  son  point  de  contact,  tendrait  indéfiniment  vers 

l'axe  des  a:,  parce  que  j^^  et  -~-  tendent  vers  zéro  ;  mais  si  on 

la  prolonge  jusqu'à  l'axe  des  j-,  elle  s'écarte  de  l'axe  des  x, 
de  quantités  finies,  ou  même  croissant  indéfiniment,  comme 
nous  venons  de  le  démontrer.  Or,  dans  ce  cas,  on  dit  qu'une 
droite  n'a  pas  de  limite,  parce  que  c'est  toujours  à  l'origine 
et  aux  axes  fixes  qu'on  la  rapporte. 

247.  Toute  limite  des  tangentes  est  asymptote.  —  Cette 
réciproque  de  la  proposition  précédente  peut  être  démontrée 
comme  il  suit  : 

SoitX'X  [Jig'  88)  une  droite  vers  laquelle  convergent 
les  tangentes  à  une  branche  de  courbe  infinie  \  et  par  là 
nous  entendons  que  ces  tangentes  font  avec  X'  X  un  angle 
qui  tend  vers  zéro  à  mesure  que  les  points  de  contact  s'éloi- 
gnent indéfiniment,  et  que,  si  par  un  point  A  pris  sur  X^X 
on  mène  un  axe  fixe  AY,  il  est  coupé  par  la  tangente  va- 
riable en  un  point  dont  la  limite  est  A. 
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Considérons  maintenant  une  tangente  quelconque  PQ  : 
il  est  admis  qu  à  partir  d'une  certaine  position  du  point  de 
contact  jusqu'à  l'infini,  le  point  P  va  en  se  rapprochant 
indéfiniment  de  A,  et  que  Tangle  AQP^tend  vers  zéro,  ces 
deux  quantités  conservant  leurs  signes,  ou  en  changeant 
d'une  manière  quelconque.  Or  il  est  évident  que  si  le  point 
de  contact  M  est  toujours  situé  dans  la  partie  PQ  de  la  tan- 
gente, quel  que  soit  l'angle  des  axes  dans  lequel  elle  se 
trouve,  sa  distance  MT  à  X'X  est  moindre  que  PA,  et,  par 
conséquent,  il  s'approche  indéfiniment  de  X^X,  puisque  la 
limite  de  PA  est  zéro  par  hypothèse.  Donc,  dans  ce  cas,  la 
ligne  X'X  est  une  asymptote. 

Ce  cas  est  celui  qui  aura  lieu,  par  exemple,  lorsque,  à 
partir  d'une  certaine  position  de  la  tangente,  le  point  Q  ira 
toujours  en  s'éloignant,  et  le  point  P  en  se  rapprochant  de 
A  -,  car  les  intersections  successives  des  tangentes  se  feront 
toujours  dans  l'angle  YAX,  et,  par  suite,  les  limites  de  ces 
points,  ou  les  points  mêmes  de  la  courbe,  y  seront  renfermés. 

Il  reste  donc  à  considérer  le  cas  où  le  point  de  contact 
serait  en  dehors  de  la  partie  PQ.  Or  nous  allons  démontrer 
que  la  tangente  ne  pourrait  alors  avoir  pour  limite  X^X,  à 
moins  que  les  points  de  cette  branche  de  courbe  ne  s'ap- 
prochent indéfiniment  de  cette  même  ligue  X'X,  qui  sera 
par  conséquent  encore  une  asymptote. 

Concevons,  en  efl'et,  une  branche  de  courbe  infinie  dont 
l'ordonnée  ne  tende  pas  vers  zéro,  et  dont  la  tangente  fasse 
avec  l'axe  AX  [fig-  89) ,  un  angle  ayant  zéro  pour  limite. 

L'ordonnée  pourra  croître  indéfiniment,  ou  rester  limitée  : 
dans  ce  dernier  cas,  elle  pourra  tendre  vers  une  valeur  dé- 
terminée \  elle  pourra  même  osciller  entre  des  limites  déter- 
minées, de  telle  sorte  que,  quelque  grand  que  soit  x,  la 
courbe  reste,  ou  du  moins  revienne,  à  certains  intervalles, 
au-dessus  d'une  parallèle  située  à  une  distance  finie  de  AX. 
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Or  nous  allons  démontrer  que,  dans  ces  différentes  hypo- 
thèses, AX  ne. peut  être  la  limite  des  tangentes. 

En  effet,  supposons  d'abord  que  Tordonnée  croisse  indé- 
finiment, et  menoqs  à  AX  une  parallèle  CV,  a  une  distance 
AC  aussi  grande  que  Ton  voudra  de  AX^  cette  parallèle 
rencontrera  nécessairement  la  courbe  en  un  certain  point  M, 
et  la  distance  CM  pourra  dépasser  toute  grandeur  donnée. 
Si  maintenant  par  le  point  C  et  un  point  M' de  la  courbe, 
situé  au-dessus  de  CV  à  une  distance  aussi  petite  qu'on 
voudra  de  M,  on  fait  passer  une  ligne  droite,  on  sait  que, 
quelque  petit  que  soit  l'angle  qu'elle  fera  avec  AX,  elle 
finira  par  rencontrer  la  courbe  en  un  second  point  au  delà 
de  MM',  puisque  l'angle  delà  tangente  à  la  courbe  avec  AX 
tend  vers  zéro.  Donc,  en  faisant  tourner  cette  droite  dans 
le  même  sens,  elle  finira  par  devenir  tangente  en  un  point 
situé  au  delà  de  M.  Donc,  en  prenant  des  points  assez  éloi- 
gnés sur  la  courbe,  la  tangente  coupera  A  Y  en  des  points  C 
situés  à  des  distances  aussi  grandes  qu'on  voudra  de  A.  Doue 
enfin  les  tangentes  n'ont  pas  pour  limite  AX. 

Supposons  maintenant  que  l'ordonnée  ne  croisse  pas  in- 
définiment, et  que  les  points  de  la  courbe  restent  constam- 
ment au-dessus  d'une  droite  BU  menée  parallèlement  à  AX 
à  une  distance  déterminée  différente  de  zéro,  ou  bien  pas- 
sent au-dessus  et  au-dessous  de  BU  à  des  intervalles  quel- 
conques. Considérons  iin  point  M  de  la  courbe,  situé  au- 
dessus  de  BU  à  une  distance  de  AY  plus  grande  qu'une 
quantité  donnée  quelconque,  et  menons  par  ce  point  MD 
parallèle  à  AX  {fig-  90).  En  raisonnant  comme  dans  le  cas 
précédent,  nous  démontrerions  qu'il  existe  une  tangente 
en  un  point  situé  sur  la  courbe,  au  delà  de  M,  et  rencon- 
trant AY  en  D,  et,  par  conséquent,  au-dessus  de  B^  d'où  il 
suit  que  AX  n'est  pas  la  limite  des  tangentes. 

Donc  enfin  AX  ne  serait  pas  la  limite  des  tangentes  si 


CALCUL   DES   DÉRIVÉES   ET   DES    DIFFÉRENTIELLES,    ETC.     353 

les  points  de  la  courbe  étaient  situés  en  dehors  de  la  partie 
de  la  tangente  comprise  entre  les  deux  axes,  et  qu'en  même 
temps  leur  distance  à  ÂX  ne  tendit  pas  vers  zéro  ;  mais  si 
cette  distance  tend  vers  zéro,  AX  est  asymptote.  D'où  il  ré- 
sulte enfin  que,  quelque  part  que  soit  situé  le  point  de  con- 
tact sur  la  tangente  variable,  si  cette  droite  tend  vers  une 
liaiite,  dans  le  sens  précédemment  défini,  cette  limite  est 
une  asjrmptote. 


Calcul  inf.  D,  "  \.  ^  a3 
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CHAPITRE  Xn. 

DIFFÉRENTIELLES  ET  DÉRIVÉES  DE  L'ARC  DE  L'AIRE  ET  DE 

L'INaiNAISON  D'UNE  COURBE  PLANE.  CONCAVITÉ. 

CONVEXITÉ.  POINTS  SINGUUERS. 


248.  Désignons  par  s  la  longueur  de  l'arc,  prise  à  partir 
d'un  certain  point  de  la  courbe  :  nous  avons  vu  que  son 
accroissement  infiniment  petit  £is  ne  pouvait  diflerer  que 
d'un  inGniment  petit  du  second  ordre,  de  la  partie  de 
la  tangente  terminée  à  l'ordonnée  extrême,  c'est-à-dire  de 

^x  4/  I  -f-  -f— •  Donc  la  limite  de  — ^  est  i/  i  -h-f-ri  et 
Ton  a 


Dans  un  système  de  coordonnées  polaires,  on  aura 


ds  I  , 


dr' 


H-  -;--  î     ou     d$z=^  Jr^d^^  +  </r'. 
d^^  ' 


249.  L'aire  comprise  entre  deux  ordonnées,  l'axe  de  x 
et  l'arc  d'une  courbe,  croit  d'une  quantité  comprise  entre 
deux  parallélogrammes  dont  la  limite  du  rapport  est  l'unité, 
à  mesure  que  ùkx  tend  vers  zéro  :  on  peut  donc,  comme 
nous  l'avons  déjà  dit,  prendre  l'un  quelconque  des  deux 
au  lieu  de  l'accroissement  même  de  l'aire,  sans  altérer  la 
limite  du  rapport  à  Ao:.  Si  donc  on  désigne  l'aire  par  A,  on 
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aura 

--~=rrsmÔ,     ou     dA=j<irsmô, 
dx 

m. 
0  désignant  Tangle  des  axes. 

Dans  un  système  de  coordonnées  polaires,  les  deux  paral- 
lélogrammes seront  remplacés  par  des  secteurs  semblables, 
et  Ton  trouvera 

— -irr— ,     ou     dA  =  '^r^de. 
dB        2 

2o0.  L'inclinaison  f  de  la  tangente  sur  Taxe  de  x  est 
déterminée  par  Téquation 


d'où 


dy 


df 
dx 


ou 


cos*y 

d'y 

d.r^ 

I 

dx" 

dff  = 

d\Y 
dx} 

dx 

1-+- 

dy^ 
dx" 

Cette  valeur  de  d(f  est  ce  que  nous  nommons  angle  de 
contingence;  il  peut  être  pris  pour  A^,  qui  est  celui  des 
deux  tangentes  aux  points  dont  les  abscisses  diffèrent  de  dx^ 
sans  que  les  limites  des  rapports  soient  altérées. 

Dans  un  système  de  coordonnées  polaires,  l'angle  de  deux 
tangentes  consécutives,  ou  la  différence  infiniment  petite 
de  l'inclinaison  (f  de  la  tangente  sur  l'axe  fixe,  est  égal  à 
l'angle  des  deux  rayons  vecteurs  correspondants,  plus  l'ac- 
croissement de  l'inclinaison  de  la  tangente  sur  le  rayon  vec- 

23. 
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leur  correspondant.  On  trouvera  ainsi 

dfb  Z.ZZ d^* 

^  dr* 

^  d^^ 


Concavité  et  convexité. 

2ol  •  On  dit  qu'une  courbe  est  concave  en  un  de  ses  points 
par  rapport  à  une  droite  donnée,  lorsque,  à  partir  de  ce 
point,  ses  deux  branches  commencent  par  être  comprises 
dans  Tangle  aigu  formé  par  la  droite  donnée  et  la  tangente 
à  la  courbe  au  point  que  l'on  considère.  Lorsque,  au  con- 
traire, les  deux  branches  commencent  par  être  en  dehors  de 
cet  angle,  on  dit  que  la  courbe  est  convexe  en  ce  point  par 
rapport  à  la  droite. 

Nous  allons  faire  connaître  les  caractères  analytiques  qui 
correspondent  à  ces  deux  circonstances,  en  supposant  qu  on 
ait  pris  la  droite  donnée  pour  axe  des  x.  Dans  le  cas  de  la 
concavité,  l'ordonnée  orthogonale  de  la  courbe  doit  être 
moindre  en  grandeur  absolue  que  celle  de  la  tangente  au 
point  que  l'on  considère,  pour  les  valeurs  de  x  infiniment 
voisines  de  celle  qui  correspond  à  ce  point.  Ainsi  l'ordonnée 
de  la  courbe  sera  plus  petite  que  celle  de  la  tangente  lors- 
qu'elle sera  positive,  et  plus  grande  lorsqu'elle  sera  néga- 
tive. L'inverse  aura  lieu  pour  la  convexité. 

Or,  en  désignant  par  x\  y'  les  coordonnées  du  point 
donné,  et  par  h  une  quantité  positive  ou  négative,  qui  peut 
devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée,  on  a  pour  les 
points  de  la  courbé 
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et  pour  la  tangente  au  point  ( x',  j')^ 

donc,  si  y'  est  positif,  la  courbe  sera  concave  si  le  terme 
—  1  -j-^  I  est  négatif,  et  convexe  s  il  est  positif.  Or, 

si  Ton  n'a  pas  -7-^  :=  o,  le  signe  du  terme  en  question 

sera  le  même  que  celui  de  ^^>  quel  que  soit  le  signe  de  /i. 

Les  deux  branches  de  la  courbe  commencent  donc  par  être 
d'un  même  côté  de  la  tangente  \  ce  qui  montre  que  notre 
définition  des  tangentes  renferme  celle  des  anciens,  et 
l'étude  des  points  singuliers  nous  fera  voir  qu'elle  est  plus 

générale.  Supposant  donc  que  ^^  ne  soit  pas  nul,  on  voit 

que,  pour  les  points  de  la  courbe  qui  sont  du  côté  des^  po- 

sitifs,  la  condition  de  concavité  est  -—  <C  o,  et  la  condi- 

d^y 

tion  de  convexité  est  --z^  ^  o.  C'est  Tinverse  pour  les 
points  situés  du  côté  des  y  négatifs. 

.  d^y        .  ,      .  d^y 

Si  -j-j^  =  o,  il  faudra  que  Ton  ait  ^-7^  =  o  pour  que  les 

deux  branches  de  la  courbe  isoient  d'un  même  côté  de  la 

tangente  dans  le  voisinage  du  point  que  l'on  considère,  et 

d*y 
c'est  au  signe  de  -^-^  qu'on  reconnaîtra  la  concavité  ou  la 

d^r' 
convexité.  De  même,  si  -7—  =  o ,   il   faudra   qu'on  ait 

d^y 

-~-  =  o,  et  ainsi  de  suite. 

dar 

252.  Points  d'inflexion;  points  singuliers.  —  Lorsque 

d*Y 

la  concavité  se  change  en  convexité,  -^  doit  changer  de 
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signe  et,  par  conséquent,  passer  par  zéro  ou  rinfîni;  les 
points  où  s'opère  ce  changement  se  nomment  points  d'in- 
flexion et  se  déterminent  en  posant 

d^Y 
Mais  il  ne  suffit  pas  que  -j-^  soit  nul  pour  qu'il  y  ait  in- 
flexion^ car  il  faut,  pour  qu'il  change  de  signe^  que  -~ 


d*Y 
ne  soit  pas  nul,  ou  que  -—  le  soit  en  même  temps,  et  ainsi 


de  suite.  Si  -r^  est  infini,  il  faudra  s'assurer  s'il  change  de 

signe  en  passant  par  cette  valeur. 

Points  multiples,  —  On  appelle  ainsi  ceux  où  passent 
plusieurs  branches  de  courbe  et  où  l'on  peut  mener,  par 
conséquent,  plusieurs  tangentes.  On  peut  les  déterminer 
par  des  règles  très-simples  pour  toutes  les  courbes  algé- 
briques. Soit  F  (a:,  j-)  z=:  o  une  équation  algébrique  et  ra- 
tionnelle ;  on  en  tirera 

]  ^      ^^  — 

'  dx       dy  dx 

Or,  cette  équation  devant  être  satisfaite  par  plusieurs  va- 
leurs de  -j-ji  tandis  que  —%  —  n'en  auraient  qu'une  seule, 

j  .     «TF  r/F 

on    devra    avoir   —  î=  o ,  —  =  o,    conjointement   avec 

F(ar,^)  =  o.  Si  l'on  trouve  des  solutions  réelles  communes 

dy 
à  ces  équations,  les  valeurs  de  -^  seront  données  par  l'équa- 

toon 

d^Y  d 

1-2  — 

dx^  dxdy 


rdj-de        dy   \de)  ~    ' 
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que  Ton  obtient  en  diffërentiant  l'équation  (i),  et  rempia- 

•     ^^ 
çant  ensuite  —  par  zéro. 

Si  trois  branches  passaient  au  même  point,  les  coeffi- 
cients de  cette  équation  seraient  encore  nuls,  et  l'on  aurait 
recours  à  la  troisième  dérivée  de  Téquation;  et  ainsi  de 
suite. 

Les  deux  branches  seraient  tangentes  si  deux  valeurs  de 

—  étaient  égales. 

Si  l'équation  était  résolue  par  rapport  k  jr  et  renfermait 
des  radicaux  à  double  signe,  on  reconnaîtrait  les  points  mul- 
tiples en  cherchant  les  valeurs  de  x  qui  font  disparaître  un 

de  ces  radicaux  de  ^,  sans  le  faire  disparaître  de  -~-  ;  car  en 

ces  points  deux  branches  de  courbe  se  couperont,  et  leurs 
tangentes  seront  différentes. 

253.  Points  de  rebroussement.  —  Si  en  un  point  mul- 
tiple  deux  valeurs  de  -j-  sont  égales,  et  que  les  deux  branches 

s'arrêtent  en  ce  point,  on  a  un  point  de  rebroussement.  Il 
est  du  premier  genre  lorsque  les  deux  branches  sont  de 
côtés  différents  de  la  tangente  commune,  et  du  second  genre 
lorsqu'elles  sont  du  même  côté.  On  reconnaîtra  que  les 
branches  s'arrêtent  en  ce  point  lorsque,  en  faisant  varier  x 
d'un  côté  seulement,  leurs  ordonnées  deviendront  imagi- 
naires. Il  faut  cependant  excepter  le  cas  où  —  serait  infini 

en  ce  point',  on  considérerait  alors  l'abscisse  au  lieu  de 
l'ordonnée.  • 

Le  rebroussement  sera  du  premier  genre  lorsque  -^ 

sera  de  signe  différent  pour  les  deux  branches^  il  sera  du 
second  quand  ce  signe  sera  le  même. 
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254.  Points  conjugués,  —  On  appelle  ainsi  des  points 
isolés  dont  les  coordonnées  satisfont  à  l'équation  d'une 
courbe,  sans  qu'on  en  pubse  supprimer  ces  solutions.  Pour 
ces  points,  le  ùy  doit  être  imaginaire,  et,  par  suite,  le 

plus  souvent  le  -4"  Dans  ce  cas,  comme  le  -r-»  tiré  d'une 
^  dx  ^  dx 

équation  du  premier  degré,  ne  saurait  être  imaginaire,  les 

coordonnées  des  points  conjugués  satisferont  aux  équations 

€£F  dY 

-T-  =  o,  ---  =  o. 

dx  ^  dy 

On  les  trouvera  ainsi  en  même  temps  que  les  points  mul- 
tiples. Mais  ùkjf  peut  être  imaginaire  sans  que  la  limite  de 

—  le  soit,  parce  que  sa  partie  imaginaire  pourrait  avoir 

pour  limite  zéro. 

255.  Points  d'arrêt,  —  On  donne  ce  nom  à  tout  point 
où  s'arrête  brusquement  une  brancbe  unique  de  cour- 
bure. 

On  les  déterminera  en  cherchant  les  valeurs  de  x  à  par- 
tir desquelles  y  commence  à  devenir  imaginaire,  s'il  était 
réel  auparavant,  ou  à  devenir  réel,  s'il  était  imaginaire.  II 
faudra^  de  plus,  s'assurer  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  branche 
de  la  courbe  i  passer  en  ce  point,  et  que,  par  conséquent, 
les  valeurs  voisines  de  x  ne  donnent  pas  plusieurs  valeurs 
voisines  pour  ^. 

256.  Points  saillants  ou  anguleux.  —  On  appelle  ainsi 
les  points  où  s'arrêtent  deux  branches  de  courbe,  sans  y 
avoir  la  même  tangente.  Ils  rentrent  dans  la  classe  des 
points  multiples.  On  les  distinguera  des  points  multiples 
ordinaires  à  ce  que,  comme  dans  le  cas  des  points  de  re- 
broussement,  les  deux  branches  ne  se  prolongent  pas  au 
delà  de  leur  point  de  rencontre. 

Lorsque  l'équation  d'une  courbe  ne  donne  qu'une  seule 
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valeur  de  r  pour  chaque  valeur  de  x,  toute  valeur  de  x  qui 
donnera  deux  valeurs  pour  —-  déterminera  évidemment  un 

€tJC 

point  saillant. 


Exemples  de  points  singuliers. 
point  multiple,  inflexion. 

taDffr 
2®  ^  =  sinar,  jr  =  cosar,  X  =  tangor,  jr  =  — 5__,  ^  =  x  tang.r 

inflexions. 

3*»  j  =  ^(.r)-h(^— «)    ^'/    F(^), 

rebroussement  du  premier  genre,  si  Ton  a 

-^ <2     et     >i; 

rebroussement  du  second  genre,  si  Ton  a 

en  supposant  qu'on  n'ait  pas 

f''{:r)  =  o. 

Cas  particuliers  de  cette  Jormule. 

jr^  =  af^     X  =  a:dbx^x^     jr  =:  x^ -^i  a^  ^  .r  ^ 

o 
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point  d'arrêt  à  Torigiiie  ^ 


y  — r» 


I  -4-^ 

point  saillant  ou  anguleux  à  l'origine  \ 

jr  r=:  (jr  — a)  ^x--  b^ 

f 
r 

point  conjugué,  ayant  pour  abscisse  a,  si  a<C^h\  point 
multiple,  ayant  pour  abscisse  a,  si  aj>>  &. 


••••« 
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CHAPITRE  Xin, 

EXPRESSION  DIFFËRENTmLL£  DU  RAYON  DE  œURBURE. 

COURBES  OSCULATRIŒS  EN  GÉNÉRAL. 

œNTACT  DE  DIVERS  ORDRES. 


257.  La  courbure  en  un  point  d'une  courbe,  étant  la 
limite  du  rapport  de  V angle  des  tangentes  extrêmes  à  Tare 
correspondant)  aura  pour  valeur 


lim  ~     ou     -~» 
Af  ds 


(f  désignant  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  des  a:  ^  et  si 
Ton  appelle  R  le  rayon  de  courbure  qui  est  aussi  le  rayou 

du  cercle  osculateur,  nous  avons  vu  que  -  est  la  mesure  de 
la  courbure;  on  aura  donc 


et,  d'après  les  formules  des  n°*  248,  250,  on  aura  dans  un 
système  de  coordonnées  rectangles 


R- 


{'-%)' 


et  dans  ub  système  de  coordonnées  polaires, 


dr'  d^r 

/>)  -f.  2 r  — 

d^^  d%^ 
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La  réciproque  de  la  valeur  de  R  serait  celle  de  la  cour- 
bure. 

Si  l'on  prenait  pour  variable  indépendante  une  quantité 
quelconque  t  diQérente  de  Tabscisse,  on  déduirait  l'équa- 
tion suivante  des  formules  générales  par  lesquelles  on  opère 
cette  transformation 


R  --=   ■      ■_ .      .         ou     R  : 


y^t^-" 

^-dt^) 

fùe  d^x 

dy  d'x 

dt    df 

dt    dO 

dxd^y  —  dyd^x 


On  aurait  pu  passer  aussi  à  la  valeur  R  exprimée  en  coor- 
données polaires,  en  partant  des  coordonnées  rectangu- 
laires. On  aurait  trouvé  la  formule  obtenue  ci-dessus  d'une 
manière  directe. 

Appliquons  cette  transformation  au  cas  où  la  courbe 
serait  donnée  par  une  équation  entre  l'ordonnée  et  l'arc,  et 
prenons  l'arc  pour  variable  indépendante  \  on  a 

d^d^^dyd\y'      \dsj         \dsj 
ds    ds*        ds    ds^ 

dx  d^T.       dr  d*Y 

f..  _: ■—  =  o  ; 

ds    lis^        ds    ds^ 
d'où  Ton  tire 


^     —dy 

ds^ 

Il  serait,  du  reste,  très-facile  de  trouver  directement  cette 

dernière  formule.  On  déterminerait  l'angle  de  contingence 

dr 
d<f  en  partant  de  la  formule  sincp  =  ^9  d'où 

dy 


d^y  I        dy^ 

—  rf.^cos7^y=^Y/i-^-, 
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donc 


R  — —  = 

formule  qui  coïncide  avec  celle  que  Ton  avait  obtenue  par 
le  changement  de  la  variable  indépendante. 

Courbes  osculatrices, 

258.  Si  Ton  considère,  au  lieu  d'un  cercle,  une  courbe^ 
représentée  par  une  équation  donnée  de  forme,  et  conte- 
nant un  certain  nombre  de  coefficients  indéterminés,  on 
pourra  lui  donner  autant  de  points  communs  avec  la  courbe 
proposée  qu'il  y  a  de  ces  coefficients.  Si  Ton  fait  ensuite 
tendre  tous  ces  points  vers  le  premier,  la  limite  vers  la- 
quelle tend  la  courbe  variable  se  nomme  la  courbe  oscula- 
trice  de  la  proposée,  relativement  à  celles  qui  sont  renfer- 
mées dans  Téquation  indéterminée. 

Ces  conditions  géométriques  peuvent  être  exprimées  par 
des  relations  très-simples  entre  les  coefficients  diffisren- 
tiels  successifs  des  ordonnées  des  deux  courbes  :  soient 
Xi,  Xi,  Xs,...,  Xm  les  abscisses  de  m  points  communs  à  deux 
courbes,  croissant  par  degrés  inégaux  suivant  une  loi  quel- 
conque; on  supposera,  pour  mettre  le  plus  de  généralité 
possible  dans  la  question,  que  Ton  prenne  pour  variable 
indépendante  une  quantité  quelconque  f,  dont  x,  et  par 
suite jK?  seront  des  fonctions  connues. 

Soient  j^i,  J'%^J'i-)""i  y  m  les  valeurs  de  y  relatives  aux 
points  communs;  les  différences  successives  de  j^i  jusqu'à 
Tordre  m  —  i  peuvent  s'exprimer,  comme  on  le  sait,  au 
moyen  des  valeurs  jKi?  JK«v  •  -î  JKm?  et  il  est  évident  qu'elles 
seront  les  mêmes  pour  les  deux  courbes,  puisque  les  ordon- 

nées  yi, Jîv  •>  Ji»  sont  les  mêmes.  -^' »  "^  '  •  '  ^^^1,'  se- 
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ront  donc  identiquemenl  les  mêmes  de  part  et  d'autre,  et, 
par  suite,  leurs  limites  seront  aussi  les  mêmes. 

Les  m  —  I  premières  dérivées  de  y  par  rapport  â  t  au- 
ront donc  les  mêmes  valeurs  au  point  commun,  dans  les 
deux  courbes,  et  il  en  sera  de  même  de 


) 


dt        dO  di"^-' 


Or  on  sait,  d'après  les  formules  relatives  au  changement  de 
la  variable  indépendante,  que  les  valeurs  de 


dj       d^Y  à'^^y 


»         -T-T>" 


dx        dx^  i/x*~* 

ne  dépendent  que  des  dérivées  de  x  et  de^  par  rapport  à  i^ 
depuis  le  premier  ordre  jusqu'à  celui  que  l'on  considère, 
inclusivement. 

Donc,  quelle  que  soit  la  loi  continue  suivant  laquelle  les 
points  communs  se  rapprochent  du  premier,  la  courbe  li- 
mite sera  telle,  que  pour  a:  =  Xi  les  quantités 

•^*'      dx'      dx^'"'^      dxf^' 

auront  la  même  valeur,  si  on  les  tire  de  son  équation  ou  de 
l'équation  de  la  courbe  donnée. 

Donc,  pour  déterminer  les  m  coefficients  de  l'équation  de 
la  courbe  osculatrice,  il  suffira  d'égaler  les  valeurs  des  m 

dY  d^^^^Y 

quantités j^i,  j-^v?  --: — 37'»  que  l'on  tirera  des  équations 

€IX  drX 

des  deux  courbes,  et  dans  lesquelles  on  donnera  à  x  eljr  les 
valeurs  Xi^  yx  du  point  que  l'on  a  choisi  sur  la  première 
courbe. 

Mais  on  formera  plus  simplement  ces  m  équations  en 
différentiant  m  —  i  fois  l'équation  qu'il  faut  déterminer, 
et  remplaçant  dans  celle-ci  et  dans  ses  m  —  i  dérivées  x 
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et  j  par  Xi,  j^i,  et  les  dérivées  de  j^  par  celles  qu'on  tirera 
de  l'équation  connue. 

Telle  est  la  méthode  générale  au  moyen  de  laquelle  on 
trouve  l'équation  de  la  courbe  osculatrice  d'une  espèce 
donnée. 

Contacts  de  dwers  ordres. 

2d9.  Lorsque  deux  courbes  ont  un  point  commun,  et  que 
l'on  augmente  l'abscisse  de  ce  point  d'une  quantité  infini- 
ment petite,  la  dififérence  des  ordonnées  est  généralement 
du  premier  ordre. 

Si  cette  différence  est  du  deuxième  ordre,  on  dit  que  les 
courbes  ont  un  contact  du  premier  ordre  ^  si  elle  est  du  troi- 
sième ordre,  on  dit  que  le  contact  est  du  second^  et,  en 
général,  il  y  a  un  contact  du  tî'*'"'  ordre  entre  deux  courbes, 
lorsque  la  différence  de  leurs  ordonnées,  à  partir  du  point 
commun,  est  un  infiniment  petit  de  l'ordre  /i  -f-  i  :  d'où  il 
suit  que,  entre  deux  courbes  qui  ont  un  contact  d'un  certain 
ordre,  il  est  impossible  qu'il  en  passe  une  autre  dans  le  voi- 
sinage du  point  commun,  si  son  contact  avec  l'une  'quel- 
conque des  deux  est  d'un  ordre  inférieur. 

Pour  qu'il  n'y  ait  rien  d'incertain  dans  cette  définition 
des  contacts  de  différents  ordres,  il  est  nécessaire  de  dé- 
montrer que  l'ordre  du  contact  est  indépendant  de  la  direc- 
tion des  axes  ;  or  c'est  ce  que  l'on  établit  facilement  en 
prouvant  que,  pour  un  point  quelconque  de  l'une  des 
courbes,  les  différences  des  ordonnées  des  deux  courbes 
considérées  relativement  à  des  axes  différents  sont  dans  un 
rapport  fini.  Cette  différence  est  la  plus  petite  possible 
quand  les  ordonnées  sont  perpendiculaires  à  la  tangente  au 
point  commun. 

La  seule  direction  qu'on  doive  excepter  pour  les  ordon- 
nées est  celle  de  la  tangente  au  point  commun. 

Les  cordes  menées  dans  cette  direction  sont  d'un  ordre 
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infinitésimal  moindre  d'une  unité  que  pour  tout  autre.  On 
reconnaît  en  effet  immédiatement,  en  menant  par  un  même 
point  une  sécante  parallèle  à  la  tangente  commune  et  une 
autre  dans  une  direction  différente  quelconque,  que  la  par- 
tie interceptée  par  celle-ci  a  avec  l'autre  un  rapport  infini- 
ment petit  du  premier  ordre. 

Maintenant,  si  Ton  développe  en  séries  les  ordonnées  des 
deux  courbes  suivant  les  puissances  de  l'accroissement  de 
l'abscisse  du  point  commun,  on  reconnaît  immédiatement 
que  le  contact  entre  ces  courbes  sera  de  l'ordre  /z,  si  les  n 
premières  dérivées  de  l'ordonnée  par  rapport  à  l'abscisse 
sont  respectivement  égales  pour  chacune  des  courbes,  quand 
on  y  substitue  l'abscisse  du  point  commun  :  car,  dans  ce 
cas,  la  différence  des  ordonnées,  exprimée  au  moyen  des 
deux  termes  qui  complètent  respectivement  les  deux  séries, 
est  un  infiniment  petit  de  l'ordre  ti  + 1 . 

C'est  là  le  caractère  analytique  auquel  on  reconnaît  l'or- 
dre du  contact  de  deux  lignes  qui  ont  un  point  commun. 

Autre  manière  d'envisager  les  courbes  osculatrices. 

260.  U  résulte  de  ce  qui  vient  d'être  dit  sur  le  contact 
des  courbes  que  pour  avoir  la  courbe  d'une  espèce  donnée 
qui  a  le  contact  de  l'ordre  le  plus  élevé  avec  une  courbe 
dont  l'équation  est  connue  il  suffît  de  déterminer  les  coeffi- 
cients arbitraires  de  l'équation  générale  des  courbes  dont 
l'espèce  est  donnée,  en  exprimant  que,  pour  l'abscisse  que 
l'on  considère,  les  ordonnées  sont  respectivement  égales, 
ainsi  que  leurs  dérivées  successives  jusqu'à-  l'ordre  le  plus 
élevé  possible.  On  établira  ainsi  autant  d'équations  qu'il  j 
a  de  coefficients  indéterminés.  L'ordre  du  contact  sera  le 
nombre  de  ces  .équations,  moins  une. 

On  voit  par  là  que  la  courbe  osculatrice  et  la  -courbe  qui 
a  le  contact  de  l'ordre  le  plus  élevé  sont  identiques. 
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Pour  la  ligne  droite,  dont  Téquation  n'a  que  deux  coeffi- 
cients arbitraires,  le  contact  ne  sera,  en  général,  que  du 
premier  ordre;  il  sera  du  deuxième  pour  le  cercle.  Mais  il 
pourra  arriver  qu'en  certains  points  particuliers  le  contact 
soit  d'un  ordre  plus  élevé. 

Les  coefficients  de  l'équation  de  la  courbe  osculatrice  se 
détermineront,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  en  formant 
ses  équations  difTérentielles  successives  et  y  substituant 

kj'^  -^>'">  les  valeurs  tirées  de  l'équation  de  la  courbe 

donnée.  Les  seules  inconnues  sont  alors  les  coefficients  -,  et 
s'ils  entrent  tous  au  premier  degré,  on  trouvera  un  seul 
système  de  valeurs  et,  par  conséquent,  une  seule  courbe 
osculatrice. 

Lorsque  le  nombre  des  dérivées  communes  est  pair,  la 
différence  est  d'un  ordre  impair,  et,  par  conséquent,  change 
de  signe  avec  l'accroissement  de  x'  :  donc  alors  les  courbes 
se  coupent.  C'est  ce  qui  arrive,  en  général,  pour  le  cercle 
osculateur. 

Si,  au  contraire,  le  nombre  des  dérivées  communes  est 
impair,  la  différence  est  d'ordre  pair  et  ne  change  pas  de 
signe  avec  l'accroissement  de  or'  :  les  lignes  ne  se  coupent 
donc  pas.  C'est  ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  de  la  ligne  droite, 
excepté  aux  points  d'inflexion. 

261 .  Les  courbes  les  plus  simples  que  l'on  puisse  mettre 
en  contact  avec  une  courbe  donnée  sont  celles  qui  sont  ren- 
fermées dans  l'équation 

j  =  A-+-Bj:H-Car»-f-...-t-  K.t". 

On  peut  établir  un  contact  de  l'ordre  m  —  i  entre  les  deux 
courbes,  et  l'on  aura  immédiatement  l'équation  de  la  courbe 
osculatrice  en  développant  son  ordonnée  par  la  formule  de 
Taylor,  après  avoir  remplacé  xpar  x'-h(j:  —  x').  Cette 

Caic.  inf,  D.  —  1.  24 
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équation  est  la  suivante,  dans  laquelle  les  dérivées  de  f 
sont  remplacées  parcelles  que  donne  l'équation  de  la  courbe 
connue, 

^        dr'  ,  ^        d^y'  f.r  —  :r'  )»  d^f  (.r  —  .r'  )- 

^        -^         dj^^  '         tix^         1.2  é/j:'-  1.2.3... TO 

si  m  =  I,  on  a  la  droite  osculatrice  dont  l'équation  est 

262.  Cercle  osculateur.  —  L'équation  générale  du  cercle 
est 

a,  6  étant  les  coordonnées  du  centre,  et  R  le  rayon.  D'après 
les  théories  précédentes,  on  déterminera  les  constantes  a, 
6,  R,  relatives  au  cercle  osculateur  au  point  a:',j>^'dune 
courbe  donnée,  au  moyen  des  trois  équations 

(a/- «)'-+- (/-€)'=rRS 
(a:'^«)-4-(y--6)gJ:--0, 

dy*       d^r' 

Tr7  6^  "ry:  étant  tirés  de  l'équation  de  la  courbe  donnée.  La 

seconde  de  ces  équations  montre  que  le  centre  du  cercle 
osculateur  est  situé  sur  la  normale. 
On  tirera  de  là 


14- 


?r'('+^) 


^  d^  '  djc'     d^y 

da/^  d^ 
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et,  substituant  dans  la  première. 


3 


R  — 


(-g;)' 


d'y' 


Cette  équation  donne  pour  le  rayon  la  valeur  déjà  trouvée 
par  une  autre  voie,  et  les  deux  précédentes  font  connaître 
les  coordonnées  a,  6  du  centre  de  courbure,  en  fonction  de 


a:',/ 


Si  entre  ces  deux  équations  et  celle  de  la  courbe  donnée 
on  élimine  x\  y\  l'équation  résultante  entre  a  et  6  repré- 
sentera ]e  lieu  des  centres  de  courbure,  ou  la  développée 
de  la  première* 


»•••< 


24 
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qu'un  arc  quelconque  de  la  développée  est  ^al  k  la  difie 
rence  des  rayons  de  courbure  tangents  à  ses  extrémités.  La 
description  de lapr^nière  courbe  d'unmouvement  continu, 
par  le  développement  de  la  seconde,  en  résulte,  comme 
nous  Tavions  fait  voir  précédemment. 

268.  Si  Ton  donnait  l'équation  F  (a,  6)  =  o  de  la  déve- 
loppée, et  qu'on  demandât  celle  de  la  développante,  il  fau- 
drait éliminer  a  et  6  entre  l'équation  donnée  et  les  deux 
suivantes  : 

dy  dot  ,  _.  dx. 

dans  lesquelles  —  serait  donnée  en  fonction  de  a  et  6  au 
moyen  de  l'équation  F(a,  6)  =  o.  U  en  résulterait  une 
équation  entre  x,  j^,  —  j  et,  au  moyen  du  calcul  intégral, 

on  trouverait  l'équation  finie  entre  x  eljr. 

Les  coordonnées  x,  j"  d'un  point  quelconque  de  la  déve- 
loppante peuvent  facilement  s'exprimer  au  moyen  des  coor- 
données a,  6  et  de  l'arc  s  de  la  développée. 

Une  construction  très-simple  conduit  immédiatement  aux 
équations 

dx        ^  d%         ,,   ,       a  —  X       doi 

a  — ar^irf-— ,      6_j  — 5_-,       dou =-3i' 

as  ds  ^  — jr        oS 

Si  Ton  en  fait  application  au  cas  du  cercle,  dont  l'équation 
est  a^-h  S*=  a*,  on  trouve  d'abord 

a  6 

ax  -^  ^Y  ^=  «',     ou     —  X  -\ — Y  =  a, 

a  a 

équation  qui  donnerait  immédiatement  la  projection  de  x 
etjr  sur  le  rayon  a  mené  au  point  de  contact.  Mais 

a  s       Q         ,    s  f 

-  =  cos  -)     -  =  sm  -     et      5  =  Jx* -h  r"  —  «^ 
a  a       a  a  i  ^ 
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L'équation  de  la  développante  du  cercle  sera  donc 

x  COS  -  ^x^  -4-  jr'  —  a'  -+-  7  sin  —  y/a:*  H-  jr^ —  a*  =  a 

et,  en  coordonnées  polaires, 

0  =:  -  i/r*  —  a}  —  arc  ces  - , 
a  '  r 

comme  la  figure  le  donnerait  immédiatement. 

Courbes  enveloppes, 

266.  Nous  avons  vu  (n^  154)  que  si  Ton  considère  la 
courbe  représentée  par  une  équation  F  ( x,  y,  a)  =  o,  qu'on 
clierche  la  limite  des  points  de  rencontre  de  cette  courbe 
avec  celles  qui  résulteraient  d'un  accroissement  infiniment 
petit  donné  à  a,  et  que  l'on  cherche  le  lieu  de  ces  points  li- 
mites sur  toutes  les  courbes  représentées  par  l'équation  pro- 
posée, dans  laquelle  a  varierait  d'une  manière  continue, 
il  suffit,  pour  obtenir  ce  lieu,  à! éliminer  la  constante  a 
entre  V équation  de  la  courbe  variable  et  sa  déris^ée  par- 
tielle par  rapport  à  cette  constante. 

Nous  avons  fait  remarquer  que  les  raisonnements  qui  ont 
conduit  à  cette  règle  supposent  que  la  fonction  F  {oc^jr^  a) 
n'ait  qu'une  seule  valeur,  pour  un  même  système  de  valeurs 
dex^jr^a'^  car,  sans  cela,  il  serait  possible  qu'on  dut  prendre 
deux  des  formes  différentes  de  cette  fonction  dans  les  équa- 
tions des  deux  courbes  voisines.  Dans  ce  cas,  on  ne  pourrait 
supprimer  F(j:,j^,  a)  dans  la  seconde,  et  les  valeurs  li- 
mites de  X,  j  seraient  celles  qui  rendraient  égales  les  deux 
valeurs  de  cette  fonction. 

La  propriété  remarquable  qu'a  cette  courbe  d'être  tan- 
gente à  toutes  les  positions  successives  de  la  courbe  va- 
riable, et  que  nous  avons  démontrée  géométriquement,  peut 
être  établie  comme  il  suit  par  le  calcul. 


376  LIVRE  II. 

En  eflfet,  si  de  Téquatioii  —  =  o  on  lire  a  =  cp  (x,/), 

et  qu'on  substitue  cette  valeur  dans  F  (x^^y^  a)  =  0,  on 
aura,  pour  l'équation  du  lieu  cherché, 

(0  F  [x,  j-,  ^  ( x,  7)]  =  o. 

Soît  l'équation  d'une  quelconque  des  courbes  variables 

(2)       _  F(:p,7,  a)=ro. 

Ces  deux  courbes  (i)  et  (a)  ont  généralement  des  points 

communs,  d'après  la  génération  de  la  première;  or  il  est 

dr 
facile  de  démontrer  qu'en  ces  points  la  valeur  de  ^  est  la 

même  d'après  les  deux  équations. 

En  effet,  l'équation  (i)  différentiée  donne 

^      ^^       ^(^      ^î^\  — 

€lx        djr   dx        dif  \djc       dy  dxj 

Mais  —  ne  difiere  de  —  qu'en  ce  que  cp  (x,  y)  y  remplace 

a,  et  f  (jCj  JX')  est  précisément  la  valeur  de  a  qui  rend  nul 

dF  dF        . 

—  :  donc  —  est  identiquement  nul  ;  et  il  reste  pour  déter- 

dr      ,       ^      , 
miner  ^»  d'après  l'équation  (i), 

dF      ^  ^  _ 

dos        djr    dx 

Maintenant  l'équation  (2)  différentiée  donne 

dF       d^dy  __ 
dx        djr  cbc 

équation  qui  ne  difl&re  de  la  précédente  qu'en  ce  que  a  y 
remplace  cp  (x^y).  Mais  pour  le  point  commun  aux  deux 
courbes,  on  a  a  =  ^  i^tj)^  puisque  cette  équation  n'est 
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autre  que  ;t-  =  o  •  donc,  en  ce  point,  la  valeur  de  -j-  est  la 

même  pour  les  deux  courbes  ;  donc  enfin  la  courbe  variable 
est  constamment  tangente  à  la  courbe  fixe  qui  est  le  lieu 
de  ses  intersections  successives,  et  c'est  pour  cela  qu'on  a 
donné  à  cette  dernière  le  nom  de  courbe  enveloppe, 

Néanmoins  il  ne  faut  pas  croire  que  la  courbe  enveloppe 
soit  nécessairement  tangente  à  toutes  les  courbes  variables^ 
cela  n'a  lieu  que  pour  celles  qui  sont  coupées  par  les  cour- 
bes infiniment  voisines,  et  les  raisonnements  précédents  ne 
s'appliquent  qu'à  celles-là.  Or  il  peut  arriver  que  ce  ne  soit 
qu'entre  certaines  limites  de  la  constante  que  cette  inter- 
section ait  lieu.  H  est  donc  plus  exact  de  définir  la  courbe 
enveloppe  par  la  propriété  d'être  le  lieu  des  intersections 
successives  des  courbes  variables  que  par  celle  d'être  tan- 
gente à  ces  courbes  dans  toutes  leurs  positions. 

267.  Si  l'on  prend  pour  la  ligne  variable  la  normale  à 
une  courbe  donnée,  l'enveloppe  sera  le  lieu  des  centres  de 
courbure,  puisqu'on  a  démontré  qu'ils  sont  les  limites  des 
rencontres  des  normales  infiniment  voisines.  En  appliquant 
à  cette  question  la  théorie  qui  vient  d'être  exposée,  il  est 
facile  de  voir  que  le  calcul  conduit  à  la  développée.  En  effet, 
l'équation  d'une  normale  quelconque  est 

y'  est  une  fonction  connue  de  a:',  et  x'  remplace  ici  la  con- 
stante a.  Difierentiant  cette  équation  par  rapport  à  x\  il 
vient 

r£r"  dx' 
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d'où 

d^y' 
dx^ 

et,  par  suite, 

dr'^ 

do/' 

Y           "y     ""  "                 ■  -  ■       • 

J       J  -         ^.y 

dx'^ 

Ces  valeurs  de  a:  et  ^  sont  précisément  celles  de  a  et  6  du 
n**  262.  Pour  obtenir  Téquation  de  la  courbe  enveloppe,  il 
faudrait  éliminer  x'  entre  ces  deux  équations,  après  avoir 
préalablement  remplacé^ 'en  fonction  de x'  :  ce  qui  revient 
à  éliminer  a/,  y'  entre  ces  deux  équations  et  celle  de  h 
courbe  donnée.  Ce  calcul  n'est  autre  que  celui  qui  est  in- 
diquée n°  262  pour  obtenir  Téquation  de  la  développée. 

Applications  des  théories  précédentes, 

268.  Parabole.  —  Soit  x*  =■  ^pj^'^  on  en  tire 

x'        dy X       d^y       i 

2/?        dx      p        dx^       p 

La  valeur  du  rayon  de  courbure  sera 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  seront  données  par 
les  équations 


et 


— =•'^('+1) 


X  —  a  =  .riiH I      ou      a==r '-• 
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Éliminant  or  et  j^  entre  ces  deux  équations  et  celle  de  la  pa- 
rabole, on  trouve,  pour  équation  de  la  développée, 


I       3 


Cette  courbe  a  un  rebroussement  du  premier  genre  au  point 
pour  lequel  a  =  o. 

Ellipse.  —  L'équation  a*j*  -h  b*x^  =  a"  i*  donne 

dX  _      h^x      d\v  _        b* 
dx  a} y        da?  a^  y^ 


R  = 


'ôTb^ 


Or,  en  désignant  toujours  par  N  la  longueur  de  la  nor- 
male, on  a 


N 
donc 


p  désignant  le  demi -paramètre. 

On  trouverait  la  même  formule  pour  Thyperbole  et  la 
parabole.  Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  seront 
données  par  les  équations 

Y  —  o  " —  1      ûs  — -  et  —         ' • 

Si,  au  moyen  de  l'équation  de  l'ellipse,  on  élimine  x  de 
la  première  et  y  de  la  seconde,  on   trouve,  en  posant 


a*       b*  -  c% 

«»  = 

ou 

X  —  — t^  » 

X  =: 

4 

2*    » 

c» 

C» 

38o  LITEE    II. 

et,  substituant  dans  l'équation  de  l'ellipse,  on  a,  pour  Té- 
quation  de  la  développée, 

l'équation  de  la  développée  de  l'hyperbole  serait 

IL  1    *  ± 

Elle  se  déduirait  de  celle  de  l'ellipse  en  y  changeant  fc*  cai 
—  b\ 

Cycloïde.  —  L'équation  différentielle  de  la  cycloïde  est 


i  =  \/^— >     d'où     J- 

a 

et,  par  suite, 

R  -  -  2  ^'^ay       aN, 

N  désignant  la  normale  •,  d*où  Ton  conclurait,  comme  pré- 
cédemment, que  la  développée  d'une  cycloïde  se  compose 
de  deux  demi-cycloïdes  identiques  à  la  première. 

On  peut  déterminer  Taire  de  la  cycloïde  en  la  considé- 
rant comme  la  somme  des  parties  comprises  entre  les  rayons 
de  courbure  consécutifs. 

Soient  QH,  PK  [fig*  62)  deux  rayons  inûniment  voi- 
sins, S  leur  point  de  concours,  et  PR  parallèle  à  AA';  le 

rapport  des  triangles  semblables  SLF,  SRP  est  —  ?  dont  la 

limite  est  -J-;  de  plus,  QRP  est  infiniment  petit  par  rapport 
à  ces  triangles,  ainsi  que  l'aire  HSK.  Donc  la  limite  de  It 
somme  des  aires  LFPR,  depuis  A'  jusqu'à  A,  est  Taire  com- 
prise entre  la  cycloïde  AEA'  et  sa  base^  et  la  limite  de  la 
somme  des  triangles  SLF  est  Taire  comprise  entre  AA'  et 
les  arcs  AB,  A'B  :  cette  aire  ajoutée  à  la  première  forme  le 
rectangle  construit  sur  A  A'  et  2  a.  D'ailleurs  le  rapport  de 
LFPR  à  SLF  a  pour  limite  3,  puisque  le  rapport  de  SPR 
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à  SFL  a  pour  limite  4*  Donc  l'aire  de  la  cycloïde  AEA'  est 
les  trois  quarts  du  rectangle  qui  a  pour  base  2 ira  et  pour 
hauteur  2a,  et  dont  l'aire  est,  par  conséquent,  4'^a^. 

L'aire  de  la  cycloïde  est  donc  3  Tra*,  ou  trois  fois  celle  du 
cercle  générateur. 

Spirale  logarithmique,  —  Son  équation  /•  =  œ**  donne, 
comme  on  l'a  vu  ci-dessus. 


N  =  ae^  VU-  m=  --  MO(^g.  91),     S„  --  mae^^  —  AO. 
On  trouvera,  pour  le  rayon  de  courbure, 

K=zae!^^i-hni^y     ou     R  =  MO. 

Le  centre  de  courbure  est  donc  à  la  rencontre  de  la  nor- 
male avec  la  perpendiculaire  menée  par  le  pôle  au  rayou 
vecteur. 
Si  l'on  pose 

OAX  =  e',     OA  =  r', 

Téquation  polaire  de  la  développée  sera,  d'après  ce  qui  pré- 
cède. 


m 

r'  :=  mae 


On  peut  lui  donner  la  même  forme  qu'à  la  proposée,  en 
comptant  les  angles  à  partir  d'une  droite  faisant  avec  AX 
xxn  angle  a  tel  que  l'on  ait 


m 

me 


l'équation  précédente  devient  alors 


r'  =  eef^. 


La  développée  d'une  spirale  logarithmique  est  donc  une 
spirale  identique,  et  qui  coïnciderait  avec  elle,  si  on  la  fai- 
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sait  tourner  aatour  du  pôle  d'une  quantité  angulaire  a 
eeale  a • 

La  différence  des  deux  rayons  de  courbure  MO,  M'O' 
étant  égale  à  l'arc  OO'  de  la  développée,  il  s'ensuit  que  si 
le  point  M'  tend  indéfiniment  vers  le  pôle,  ainsi  que  0'. 
Tare  OO'  se  rapprochera  indéûniment  d'être  égal  à  MO4 

Ainsi  la  longueur  totale  de  l'arc  d'une  spirale  logarith- 
mique compris  entre  un  point  quelconque  O  et  le  pôle 
asymptote  est  égale  à  la  tangente  OM  terminée  à  la  per- 
pendiculaire au  rayon  vecteur  AO,  menée  par  le  pôle. 
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CHAPITRE  Vf. 

TANGENTES  ET  PLANS  NORMAUX  AUX  COURBES  A  DOUBLE 

œURBURE,  PLANS  TANGENTS  ET  NORMALES 

AUX  SURFACES  COURBES. 


269.  Une  courbe  dont  tous  les  points  ne  sont  pas  dans 
un  même  plan  est  dite  à  double  courbure,  La  tangente  en 
un  quelconque  de  ses  points  est  la  limite  vers  laquelle 
tend  une  sëcante  qui  passe  par  ce  point  et  par  un  autre 
appartenant  aussi  à  la  courbe,  et  qui  se  rapproche  indéfini- 
ment du  premier. 

On  appelle  longueur  d'un  arc  la  limite  vers  laquelle  tend 
le  périmètre  d'un  polygone  inscrit,  lorsque  ses  côtés  ten- 
dent tous  vers  zéro.  Cette  limite  est  indépendante  du  mode 
de  division  de  Tare,  parce  que  les  rapports  des  éléments 
correspondants  de  ces  polygones,  compris  entre  des  plans 
parallèles  infiniment  voisins,  ont  pour  limite  l'unité. 

On  pourra  donc  encore  prendre  la  corde  ou  la  tangente 
au  lieu  de  Tare  infiniment  petit,  et  la  différentielle  ds  de 
Tare  d'une  courbe  à  double  courbure  aura  pour  expression 


les  axes  de  coordonnées  étant  supposés  rectangulaires. 

Une  sécante  passant  par  les  points  de  la  courbe  ayant 
pour  coordonnées 

fait,  avec  les  axes,  des  angles  dont  les  cosinus  sont 

Ax       Ar       As 

T~'     T"»     T"* 
A;         A^         Af 
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en  regardant  As  comme  égal  à  sa  corde,  ce  (jui  ne  change 
pas  les  limites.  Leurs  signes  apprennent  si  la  droite  dirigée 
du  premier  point  vers  le  second  fait  avec  les  axes  des  angles 
aigus  ou  obtus. 

Les  limites  de  ces  expressions,  ^^  3~»  t"»  ;r  »  sont  les  co- 
sinus des  angles  que  fait  la  tangente  avec  les  axes 

270.  Les  équations  de  la  sécante  passant  par  le  point 
x'^  y'^  z'  de  la  courbe  et  un  autre  point  infiniment  voisin 
sont 

£^z'  étant  l'accroissement  arbitraire  donné  a  z',  et  Ax',  àf 
les  accroissements  correspondants  des  coordonnées  de  la 
courbe.  Donc  les  équations  de  la  tangente  seront,  en  pre- 
nant ces  rapports  diiTérentiels  à  leurs  limites, 

dz'  étant  un  accroissement  arbitraire  donné  à  x^  et  dx\  dj' 
les  différentielles  des  fonctions  x\  y'  de  z' . 

Si  la  courbe  est  déterminée  par  les  équations  de  ses  pro- 

da^        dy* 

jections  sur  les  plans  XZ,  YZ,  on  tirera  -jy  et  -~j-  de  cha- 
cune d'elles. 

Si  elle  est  donnée  par  deux  équations  à  trois  variables 

F(*,  r%  «)  =  O,     /(jr,  J,  z)  z=z  o, 

on  en  déduira 

£F^      dF^^      dT^__         ^^       4/^f^.^_ 
ÎZ?  dz'  '^  dj'  d^  "^  dz'  "  ^'     rfa/  ^/^'  "^  ^  ^  "^  5?  ""^' 

et  il   faudra  tirer  de  ces  deux  équations  les  valeurs  de 
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^79  ^'  pour  les  reporter  dans  les  précédentes,  ou  élimi- 

,  .,      dx     dy'  , 

ner  de  toute  autre  manière  —  ?  —y  entre  les  quatre  équa- 
tions :  on  obtient  ainsi,  pour  les  équations  de  la  tangente, 

rfF  dY  dT 

^(— ^)+^(^-^)+^(»-»')  =  o. 

Nous  verrons  plus  tard  que  ces  équations  ne  sont  autre 
chose  que  celles  des  plans  tangents  aux  surfaces  représentées 
par  les  deux  équations  données,  et  dont  la  courbe  donnée 
est  l'intersection. 

271 .  On  appelle  plan  normal  celui  qui  est  perpendicu- 
laire à  la  tangente,  au  point  de  contact.  Son  équation  sera, 
d'après  celles  que  nous  avons  données  d'abord  pour  la  tan- 
gente, 

ou 

On  pourrait  parvenir  à  cette  même  équation  en  cherchant 
le  lieu  des  droites  menées  par  le  point  x\y\  z\  perpendi- 
culairement à  la  tangente.  Soient,  en  effet,  x^y^  z  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  d'une  de  ces  droites,  les 
cosinus  des  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes  sont  proportion- 
nels aux  quantités  x  —  x^y  — y\  z  —  z'\  ceux  qui  se  rap- 
portent à  la  tangente  sont  proportionnels  à  dx\  dy\  dz'  \ 
or,  pour  que  ces  deux  directions  soient  perpendiculaires,  il 
faut  que  le  cosinus  de  leur  angle  soit  nul  \  d'où  résulte,  pour 
tous  les  points  du  lieu, 

[x  -  a:')da/ -^  [y  ^ y)dy  -^[z  -  z')dz' z=z  o. 
Calcul  inf.  />.  —  I.  25 
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272.  On  peut  encore  obtenir  Téquation  du  plan  normal 
en  le  considérant  comme  la  limite  du  plan  qui  renferme  les 
points  communs  à  deux  sphères  égales  ayant  leurs  centres 
en  deux  points  de  la  courbe,  infiniment  voisins. 

Soient  x\  j\  z*  les  coordonnées  du  premier  point, 
j:'-+- Ax',  J^'-H  Aj',  a' 4-  Az'  celles  du  second,  et  Rie 
rayon  des  sphères  ;  l'équation  de  la  première  est 

celle  de  la  seconde  est 

Elles  ont  lieu  en  même  temps  pour  les  points  communs,  et 
si  on  les  soustrait  Tune  de  Tautre,  on  trouve,  en  négligeant 
les  infiniment  petits  du  second  ordre  et  substituant  les  dif- 
férentielles aux  différences, 

Cette  équation  étant  du  premier  degré  est  celle  du  plan  qui 
contient  le  cercle  d'intersection  des  sphères,  pris  à  sa  li- 
mite, ou  du  plan  normal. 

Toute  ligne  située  dans  le  plan  normal  est  dite  normale 
à  la  courbe. 

Tout  plan  passant  par  la  tangente  est  nommé  plan  tan" 
gent  à  la  courbe. 

Plans  tangents^  plans  normaux  et  normales  aux  surfaces 

courbes, 

273.  Plan  tangent,  —  Une  tangente  à  une  surface  est  la 
limite  vers  laquelle  tend  une  sécante  menée  par  un  pobt 
de  cette  surface,  lorsqu'un  second  point  d'intersection  tend 
vers  le  premier. 
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Ce  second  point  pouvant  tendre  d'une  infinité  de  ma- 
nières vers  le  premier,  il  y  a  une  infinité  de  tangentes  à  la 
surface  en  ce  point,  et  elles  ne  sont  autre  cliose  que  les 
tangentes  aux  courbes  que  le  second  point  a  suivies  sur  la 
surface,  en  se  rapprochant  du  premier.  Nous  allons  démon- 
trer que  le  lieu  de  toutes  ces  tangentes  est  un  plan,  et  nous 
lui  donnerons  le  nom  de  plan  tangent. 

Pour  déterminer,  en  général,  le  lieu  de  ces  tangentes, 
soit 

F  (^>  r»  «)  =  o,     ou     z  =:/(:r,  x) 

Téquation  de  la  surface* 

Les  équations  d'une  tangente  quelconque  au  point  x',  j\ 
z'  seront,  comme  nous  l'avons  vu, 

dx*    dy 
les  quantités— >  -j-p  sont  indéterminées,  mais  liées  entre 

elles  par  l'équation 

rf.r'  dy' 

dans  laquelle  p  et  q  représentent  les  dérivées  partielles 
(— ^jî  |-T-j-j>  tirées  de  l'équation  z=f[x^y).  En  effet, 
cette  dernière  donne 

^z'  =p^x*  -hqày  -f-  ft), 

tù  étant  indéfiniment  petit  par  rapport  à  Ax%  A/^  ^^  )  ^^ 
l'on  en  tire,  en  divisant  par  Az\  et  passant  aux  limites,  en 
regardant  x\y  comme  des  fonctions  de  z, 

dx'  dy 

I=/?^-l-<7^      ou     dz'=pda/-hqdy, 

d'où  Ton  voit  que  si,  au  lieu  de  regarder  dz'  conmie  arbi- 
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traire  et  dx^^  dy  comme  des  différentielles  déterminées  par 
les  équations  de  la  courbe,  on  considérait  dx\  dy^  comme 
des  accroissements  arbitraires,  dz^  serait  la  différentielle  du 
z'  de  la  surface. 

Si  Ton  élimine  ^»  ^-7-  entre  les  trois  équations  précé- 
dentes, on  aura  l'équation  du  lieu  de  toutes  les  tangentes. 
On  trouve  ainsi 

et 

Cette  équation  étant  du  premier  degré  par  rapport  à  x,  j, 
z^  il  s'ensuit  que  le  lieu  des  tangentes  est  un  plan. 

L'équation  du  plan  tangent  prend  une  autre  forme  quand 
l'équation  de  la  surface  est  de  la  forme 

F(x,^,  «)  =  o, 

et  non  résolue  par  rapport  à  z* 

On  déterminera  -^  et  —7  par  les  équations 

dx'  "^  d^  dx'  ""  ^'     dy'  "^  dz'  dy'  ""  ^' 
et  Téquation  du  plan  tangent  sera 

274.  Normale.  —  La  normale  est  la  perpendiculaire  au 
plan  tangent,  menée  au  point  de  contact^  ses  équations  se- 
ront donc 
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•  dF  dY  d¥  d¥ 

Plan  normal.  —  Si,  au  point  de  contact  d'une  tangente 
à  une  surface,  on  mène  un  plan  perpendiculaire  à  cette 
ligne,  on  aura  un  plan  normal  à  la  surface.  On  trouvera 
son  équation,  soit  en  partant  des  équations  d'une  tangente, 
soit  par  l'intersection  de  deux  sphères  égales  dont  les  cen- 
tres se  rapprochent  indéfiniment.  De  cette  manière  on  aura, 
pour  l'équation  d'un  plan  normal  quelconque  au  point 

Elle  est  indéterminée,  parce  que  les  différentielles  dx'^  dy^ 
dz'  ne  sont  assujetties  qu'à  la  condition 

et  si  l'on  substitue  cette  valeur  de  dz\  on  obtient 

-«-4r'[r-r'+^(»-'')]  =  o. 

Cette  équation  changera  avec  le  rapport  que  l'on  établira 
entre  doc?^  dy\  et  représentera  tous  les  plans  normaux  au 
point  donné. 

De  cette  équation  au  plan  normal  on  peut  déduire  celle 
de  la  normale,  et  par  suite  du  plan  tangent.  En  effet,  on 
voit  qu'elle  est  satisfaite,  quel  que  soit  le  rapport  de  dy^  à 
dx?^  si  l'on  pose  les  deux  équations 

dz'  d:i 
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Donc  tous  les  plans  normaux  se  coupent  suivant  une  même 
droite,  représentée  par  ces  deux  équations.  Cette  droite 
étant  perpendiculaire  à  toutes  les  tangentes,  ces  dernières 
sont  toutes  dans  un  même  plan,  ayant  pour  équation 

On  trouve  ainsi,  indépendamment  de  la  première  méthode, 
les  équations  du  plan  tangent  et  de  la  normale. 


Sur  la  distance  des  droites  successives  d'un  système 

continu. 

275.  Si  Ton  considère  une  série  de  droites  dont  les  équa- 
tions générales  dépendent  d'une  constante  dont  la  valeur 
puisse  varier  arbitrairement  et  d'une  manière  continue,  la 
plus  courte  distance  de  deux  de  ces  droites,  correspondant 
à  des  diâérences  infiniment  petites  entre  les  constantes, 
peut  être  du  même  ordre  que  ces  difTérences,  ou  d'un  ordre 
différent. 

L'objet  que  nous  nous  proposons  ici  est  de  déterminer 
avec  plus  de  précision  qu'on  ne  l'a  fait  jusqu'ici  l'ordre  in- 
finitésimal de  cette  distance,  et  c'est  ce  que  nous  ferons  au 
moyen  d'une  remarque  curieuse  due  à  M.  Bouquet.  Elle 
consiste  en  ce  que,  si  dans  une  série  continue  quelconque 
de  droites  la  distance  de  deux  consécutives  est  générale- 
ment  d'un  ordre  supérieur  au  premier,  elle  est  au  moins 
du  troisième. 

Soient,  en  effet, 

a?  =  fl»  -h  a,    jr  =  ôjB  -f-  6 
les  équations  d'une  droite  quelconque  de  la  série  a,  6,  a,  ê 
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dépendant  d'une  certaine  constante  unique;  Aa,  ùh^  Aa, 
A6  les  accroissements  des  constantes,  en  passant  à  une 
droite  inâniment  voisine,  faisant  partie  de  la  même  série; 
la  plus  courte  distance  d  de  ces  deux  droites  sera,  d'après 
une  formule  élémentaire  connue, 


.  A/7A^  —  LhLot. 


Or  on  a 


^Aa'-h  A6»H-(aA6--  b^f 

àa=zda  -^  -d^a  H ;r  «?•«-+-. . .» 

2  a. 3 

Aô=:</6-h  -  d^b  H Tzd^b-h.  .  ., 

a  2.3 

Aa  =  rfa  H —  rf*a  H> ;r  d^a  4- ...  » 

2  2.3 

A6=  rfe-l-iÉ?»6-4-     'é^ss^-...; 

2  2.3 

il  en  résulte 

AaA6  —  Aa  Aa  =  {dadî  —  dbda) 
+  i  (</aÉ?»€  -f-  d^d^a  —  É?6rf»a  —  dad'b)  -+- 

Or,  si  le  premier  teione  dadS  —  dbda  n'est  pas  nul,  le  dé- 
nominateur de  i  étant  un  infiniment  petit  du  premier  ordre, 
et  son  numérateur  du  second,  i  sera  du  premier  ordre.  Si, 
au  contraire,  on  a  constamment 

dad^  —  dbila  =  o, 

le  numérateur  devient  d'un  ordre  plus  élevé  de  deux  unités, 
parce  que  l'ensemble  des  termes  du  troisième  ordre  n'est 
autre  chose  que  la  moitié  de  la  différentielle  de  da  dS — dbda^ 
et  cette  dernière  quantité  étant  constamment  nulle,  sa  dif- 
férentielle l'est  aussi. 

QW  résulte  cette  conséquence  remarquable  que,  si  la 
distance  de  deux  droites  consécutives^  prises  dans  une  série 
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quelconque,  est  généralement  d'un   ordre  infinitésimal 
supérieur  au  premier,  elle  est  au  moins  du  troisième. 

Le  tliëorème  que  nous  venons  de  démontrer  est  soumis, 
comme  presque  tous  les  autres,  à  des  exceptions  très-pard- 
culières-,  il  est  fondé  sur  des  développements  généralement 
possibles,  mais  qui,  pour  certains  points  singuliers,  pour- 
raient devenir  illusoires. 


application  aux  tangentes  à  une  courbe. 
276.  Les  équations  d'une  tangente  quelconque  sont 

On  a  donc,  dans  ce  cas, 

dz'  dzf^  dzf  -^  dz' 

Nous  jH^ndrons  2!  pour  la  constante  qui  détermine  la  posi- 
Jtion  de  la  droite,  et  dont  oc^^y*  sont  des  fonctions  d'après 
les  équations  de  la  courbe. 
Cela  posé,  on  aura 

da  __  </»jr«        db  _  d^y' 

et,  par  conséquent, 

dad^  —  dhdoi  =  o* 

Donc,  en  général,  dans  toute  courbe  à  double  cour- 
bure, la  plus  courte  distance  de  deux  tangentes  infiniment 
"voisines  est  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre,  si  la 
distance  des  deux  points  de  contact  est  du  premier. 
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Application  aux  normales  à  une  surface, 
277.  Les  équations  générales  d'une  normale  sont 

p  et  q  désignant  les  dérivées  partielles  ^-7  »  —  • 

Si  maintenant  on  conçoit  une  courbe  quelconque  sur  la 
surface,  en  établissant  entre  x\y\  z'  une  seconde  équation 
au  moyen  de  laquelle  ces  trois  coordonnées  dépendront 
d'une  seule  d'entre  elles,  ou  de  toute  autre  variable  indé- 
pendante, on  peut  se  proposer  de  déterminer  cette  courbe 
de  manière  que  la  plus  courte  distance  des  deux  nor- 
males, correspondant  à  des  valeurs  infiniment  voisines  de 
la  constante,  c'est-à-dire  à  deux  points  infiniment  voisins 
de  la  courbe,  soit  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre,  la 
distance  des  deux  points  étant  du  premier. 

Dans  le  cas  actuel,  on  aura 

az=-^p^     bz=i-^q^     QL:=za/ -^pz'^     ^z=y  -h  qz\ 

et  l'équation  dadS  —  dhda  devient 

{dx  -f-  qd^)dp  =:  {da/  -4-  pdzf)dq. 

En  remplaçant  dz'  par  sa  valeur  pdx'  -^qdy^  et  formant 

les  différentielles  dp^   dq  d'après  les  dérivées  partielles 

d^zf      d^z'      d*zf 

5~^'  d.  'd  ^^  7"^'  ^^  TïXXM'^  désignerons  par  r,  5,  t,  cette 

équation  devient 


(  J<7*  -—  pqt  H-  s 


'(S)' 


dr' 

+  K»  -i-  H")  -  ^(i  -^  P'Vi  ^  +  pqr'-s^x  -f-  p')  =:  o. 

Cette  équation,  jointe  à  celle  de  la  surface,  détermine  les 
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courbes  jouissant  de  la  propriété  demandée,  et  que  Tod 
nomme  lignes  de  courbure  de  la  surface.  Nous  reviendrons 
sur  ce  point  quand  nous  aurons  étudié  les  équations  diffé- 
rentielles. Nous  nous  bornerons  à  remarquer  que  l'équation 

donnant  deux  valeurs  pour  ^,9  il  y  a  en  chaque  point  de  la 

surface  deux  directions  jouissant  de  la  propriété  en  ques- 
tion. 
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CHAPITRE  XYI. 

PLAN  OSCULATEUR  D'UNE  COURBE.  CERCLE  OSCULATEUR. 
ANGLE  DE  CONTINGENCE.  ANGLE  DE  TORSION.  SURFACE 
POLAIRE.  CENTRE  DE  LA  SPHÈRE  OSCULATRICE.  CONTACTS 
DES  COURBES  A  DOUBLE  COURBURE.  DÉVELOPPÉES  DE  CES 
COURBES.  CONTACTS  DES  SURFACES. 


278.  Plan  oscillateur.  —  On  appelle  ainsi  la  limite  vers 
laquelle  tend  le  plan  qui  passe  par  trois  points  d'une 
courbe,  qui  tendent  indéfiniment  à  se  réduire  à  un  seul. 
Soient  x',  jr\  z'  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
la  courbe,  x'-h  ^x\  y-\-  A/',  z'  4-  ^z'  celles  d'un  point 
infiniment  voisin,  et  ar'-f-  2  Ax'  -h  A'j/ ,  y'  4-  2 Ay '-H  ^V 9 
z'-f-  2  Az'-f-  ù?z'  celles  d'un  troisième  point  de  la  courbe; 
les  différentielles  étant  déterminées  d'après  les  accroisse- 
ments égaux  d'une  variable  quelconque,  dont  x\  y\  z*  sont 
des  fonctions  déternûnées. 

Tout  plan  qui  passe  par  le  premier  point  a  pour  équa- 
tion 

pour  qu'il  passe  par  les  deux  autres,  on  aura  les  conditions 

et  pour  le  plan  limite  ces  équations  auront  lieu  entre  les 
diiTérentielles 

<&',     dy,     dz\     d^jf^     €fy,     d'^Tl. 
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Les  valeurs  de  a  et  6  tirées  de  ces  deux  équations,  et 
reportées  dans  celle  du  plan,  donnent  Téquation  du  plan 
osculateur,  qui  est 

(x  —  *')  {dyd^i!  '-'dz!d'y)^{x^y  ){dz'd'a^  —  dx'd*z') 

-h  (a  —  z^^dx'd^y-^dyd^j/)  =  0. 

279.  Si  Ton  cherchait  la  limite  des  plans  passant  par  la 
tangente  en  un  point  d'une  courbe,  et  par  un  autre  de  ses 
points  tendant  vers  le  premier,  il  est  facile  de  voir  qu'on 
retrouverait  le  plan  osculateur. 

En  effet,  Jes  équations  de  la  tangente  sont 

et  le  plan  dont  l'équation  est 

contiendra  cette  tangente,  si  l'on  a 

dr'         dr* 
I  =  a  -j-r  -h  6  ~7 ,     ou     dz'  =  adx*  -h  hdf  ^ 
dz  dz 

OU,  prenant  t  pour  variable  indépendante, 

dz'  daf       ^  dy 

dt  dt  dt 

Pour  que  ce  même  plan  passe  par  un  point  ayant  pour  coor- 
données x'-h  Ax',  J^'-t-  àj\  z'-h  Az',  il  faudra  que  l'on 
ait 

Lz'  =  a Aj/  -h  b^dy. 

Mais  on  pourra,  dans  cette  équation,  négliger  les  termes 
du  second  ordre,  parce  que  tous  ceux  du  premier  disparais- 
sent, en  vertu  de  l'équation  précédente. 

En  effet,  si  l'on  développe  les  différences,  et  qu'on  se 
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borne  au  second  ordre,  on  aura 


—  ^  -\ 

dt  dt*     2 


Ajs'  1=  -j-   A/  -f-  -r-; h  .  .  .  , 

rit-  ^/J  O 


,     dy        dY  ^* 

•^  dt  dt^     2 

,    ,       d£  d^a/  Af« 

dt  dl^     2 

Substituant  dans  l'équation  ci-dessus,  les  termes  qui 
renferment  At  au  premier  degré  disparaissent,  et  il  reste, 
en  négligeant  les  infiniment  petits  du  troisième  ordre,  et 

divisant  par  — > 

£/V  d^a^         d^r' 

-—=«-— -H* -^,   ou  jv  =  «./»*' -h wy. 

at*  at'  at^ 

Les  coefficients  aet  b  sont  donc  déterminés  par  les  mêmes 
équations  que  précédemment,  et  Ton  trouve  l'équation  du 
plan  osculateur. 

On  trouverait  encore  le  même  plan  en  cbercbant  la  limite 
de  celui  qui  passerait  par  une  tangente  et  une  parallèle  à  la 
tangente  infiniment  voisine. 

280.  Angle  de  contingence»  —  On  appelle  ainsi  l'angle 
de  deux  tangentes  infiniment  voisines,  ou,  pour  parler  ri-> 
goureusement,  une  quantité  dont  le  rapport  à  Taccroisse- 
ment  de  la  variable  indépendante  soit  égal  à  la  limite  du 
rapport  de  Tangle  des  tangentes  à  ce  même  accroissement. 
Ces  tangentes  n'étant  pas  dans  un  même  plan,  leur  angle 
est  celui  de*  deux  droites  qui  passeraient  par  un  même 
point  et  leur  seraient  parallèles.  Soient  a,  i,  c  les  cosinus 
des  angles  formés  avec  les  axes  par  la  première  tangente, 
et  a  +  Aa,  b  4-  Ai,  c  -f-  Ac  ceux  qui  se  rapportent  à  la 
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seconde  ;  le  cosinus  de  Tangle  u  de  ces  deux  directions  sera 

COSfti  =  a'+  b^-hc^-h  aàa  -4-  b^b  +  cAc 
=  I  -h  aAa  -f-  b^b  -f-cAc. 

De  l'équation 

«'  H-  6'  +  c»  =  I 
on  tire 

2aAa  -f-  2ftAô  -f-  acAc  -h  Aa'-f-  A6*-h  Ac»  =0; 

donc 

.     u       Au»  H- A^ -4- Ac* 

1  —  cosoi  =  2Sin»  -  = • 

2  2 

Si  l'on  remplace  sinco  par  a>,  et  les  différences  par  les 
différentielles,  o)  sera  ce  que  nous  avons  appelé  l'angle  de 
contingence,  et  l'on  aura 

»^r^da*-hdb*-h  dc'y     ou     t»  =  ^da^-h  £/6*-+-  de*» 

On  pourrait  encore  établir  cette  formule  par  des  considé- 
rations géométriques. 

Menant  MB  {fig-  92)  parallèle  à  la  seconde  tangente, 
et  prenant  MA  =  MB  =  1,  on  a 

arcAB  =  «i. 

Projetant  le  triangle  rectiligne  MAB  sur  les  trois  axes,  et 
appelant  X,  /a,  v  les  angles  de  la  direction  AB  avec  les  direc- 
tions positives  de  ces  axes,  on  pourra  écrire 

da  =  ùi  cos^y     db  =  ^  cos  p,     dc:=  ti  cosv, 

da 


«>  =  ^da^-^  db^-^-  dc*^     cosîl 


yjda}  -h  db^  -h  dc^ 


db  de 

cos  pi  =  T    cosv  =2 


>lda}  +  db^  4-  dc^  yjda}  -h  db^  -+-  dc^ 

Cela  fait  connaître  l'angle  de  contingence  et  les  cosinus 
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des  angles  de  la  direction  prise  du  point  M  vers  le  centre 
de  courbure. 
Or  on  a 


dx       .       dy  dz 

as  as  ds 


d'où  Ton  tire 


dsd*x  —  dxd^s        ,_       d^d^y  —  dyd^s 

da  =z 9     db  = :- « 

ds^  ds'  ' 

dsd^z — dzd^s 
dc:=z : 

substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  &>,  et  observant  qu'on  a 

ds^  z=z  djc^ '\- dj^ -^  dz*j 
dsd's  =  djcd^x  -+-  dyd^y  -+-  dzd*z, 

on  obtiendra 

ds 

On  peut  faire  disparaître  ^'5  de  cette  expression,  en  tirant 
sa  valeur  de  l'équation  précédente  :  on  trouve  ainsi,  toute 
réduction  faite, 

«  =  ^  ^{dyd'z  —  dzd*yy-h(,dzd*x^cird*zy'^{da:d*y  —  dyd'x)*, 

281.  Si,  au  lieu  de  chercher  l'angle  de  deux  tangentes 
en  des  points  M,  M' infiniment  voisins  {Jig-  gS),  on  cher- 
chait l'angle  de  la  corde  MM'  avec  la  corde  M'M^,  en  sup- 
posant les  deux  points  A'M^'^  correspondant  aux  accroisse- 
ments égaux  d'une  variable  quelconque  f ,  on  trouverait  la 
même  expression  pour  l'angle  TM'M''.  En  effet,  les  cosinus 

des  angles  de  MT  avec  les  axes  sont  les  rapports ^9 

MM 

mît'  îïfvî''  ^^  diffèrent  de  quantités  infiniment  petites  de 
leurs  limites  respectives  3"'  ^'  ^i'  Le  changement  de  t 
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ent-hdt  donnera  donc  les  mêmes  accroissements  dans  les 
uns  et  les  autres,  en  négligeant  les  quantités  d'un  ordre  su- 
périeur à  celui  des  accroissements.  Il  est  donc  inutile  de 
recommencer  ici  les  calculs  précédents;  et  la  valeur  de 
TM'M^  aura  la  même  expression  que  celle  de  l'angle  de 
contingence  a». 

282.  Cercle  osculateur,  —  Dans  les  courbes  à  double 
courbure,  comme  dans  les  courbes  planes,  nous  appellerons 
cercle  osculateur  la  limite  du  cercle  qui  passe  par  trob 
points  infiniment  voisins  ;  ce  cercle  limite  se  trouvera  évi- 
demment dans  le  plan  osculateur. 

Soient  M  {J^g-  94)  tm  point  quelconque  de  la  courbe; 
M',  M^  des  points  qui  s'en  approchent  indéfiniment;  O  le 
point  de  rencontre  des  perpendiculaires  menées  par  M,  M' 
à  ces  deux  cordes,  dans  le  plan  qui  les  contient  :  M'O  sera 
le  diamètre  du  cercle  passant  par  M,  M',  M^.  L'angle  O  a 
pour  mesure  l'arc  de  cercle  MM'M^  divisé  par  le  diamètre 
IVrO.  Or  on  peut  substituer  à  cet  arc  celui  de  la  courbe,  ou 

On  aura  donc  M'O  =  —  en  négligeant  A* s. 

Mais  l'angle  O  est  égal  à  TM'M'',  qui  peut  être  remplacé 
par  l'angle  de  contingence  a>  relatif  à  l'arc  A5.  On  aura 
ainsi,  en  désignant  par  R  le  rayon  du  cercle  osculateur, 

R=— ;  d'où,  en  remettant  pour  «  l'nine  ou  l'autre  des 

deux  expressions  données  précédemment,  on  tire  les  for- 
mules rigoureusement  exactes 

R  = 


et 


yji^dyd'z  —  dzd}j^*'\'{^dzd}X'^dxd}zY-^\^dxd^x  —  djd'x)* 
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S83.  Angle  de  torsion.  —  On  appelle  ainsi  l'angle  de 
deux  plans  osculateurs  consécutifs,  ou,  pour  parler  plus 
exactement,  la  différentielle  correspondante. 

Soient  a,  6,  y  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la  nor- 
male à  un  plan  osculateur;  on  aura,  d'après  l'équation  de 
ce  plan,  or,  jr^  z  étant  les   coordonnées  du  point  de  la 

courbe,  • 

dyd^z  —  dzd^r 


cosa  = 


D 


-       dzd*x  —  dxd^z 

C0S6  —  — 9 

djcd^Y  —  dyd^x 
COS7=: g , 

en  posant 

La  normale  au  plan  osculateur  infiniment  voisin  fera  avec 
la  précédente  un  angle  égal  à  celui  des  deux  plans  \  si  on 
le  désigne  par  U,  on  aura,  par  un  calcul  semblable  à  celui 
qui  a  donné  l'angle  de  contingence. 


U  =  )/{dcosoLy-h  (dcos^y-h{dcosyy. 

Mais  il  faut  l'obtenir  en  fonction  des  différentielles  de  x, 
y,  z  \  pour  cela,  posant 

d^dH  —  dzd'x  =  X,     dzd'œ  —  dj:dH  =  Y. 

dxd^jr  —  djd^x  =  Z, 

d'où 

dyd^z  —  dzd^x  =  ^X,     dzd^x  —  dxd^z  =  dY^ 

dxd^X  —  dyd^x  =  dZy 
on  trouvera 

~"  X»-hY*-4-Z' 


_  \/(XdY  —  Y</X)'-h (Yi/Z  ->  Z</Y)'  -j-  (Z</X  —  X rf Z)* 
—  _  _____  . 

Caleulinf.  D.  ^  U  26 
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Mais  on  a 

dx  dy  dz 

z=idx{€i*x^z  — d*zd*x)  -+-  dx{d*zd}x  —  éPxc^z) 

-f-  dz  {d^xd*y  —  tt^yé^x). 
Donc 

-,  àx(J^rtf*»^d^zd*yy^dx(d*ZiPx^d*X€l^xyhdx(€l^xdy—dWd'x) 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  représenter  cette  seconde  courbure  par 
celle  d'un  cercle  qui  se  présenterait  aussi  naturellement  que 
le  cercle  osculateur  qui  mesure  la  première. 

On  trouverait  la  même  expression,  en  négligeant  une 
quantité  infiniment  petite  par  rapport  à  elle-même,  en  con- 
sidérant trois  côtés  consécutifs  d'un  polygone  infinitésimal 
inscrit,  et  cberchant  l'angle  que  le  plan  des  deux  premiers 
fait  avec  le  plan  du  deuxième  et  du  troisième. 

384.  Si  le  rayon  de  la  première  courbure  est  infini  pour 
tous  les  points  d'une  ligne,  tous  les  côtés  du  polygone  infi- 
nitésimal inscrit  dans  cette  ligne  sont  dans  le  prolongement 
les  uns  des  autres,  et,  par  conséquent,  cette  ligne  est  droite. 
La  condition  pour  qu'une  ligne  soit  droite  pourrait  donc 
s'exprimer  par  l'équation  difierentielle 

(dyd^z  —  dzePxY  -h  [dzd^x  —  dxd^zY  -4-  {dxd^y  —  dyé^xj  =:  0, 

d'où  l'on  tire  les  trois  équations 

dyd}z  —  dz€Py  =  o,    dzd^x  —  dxd}z  =  o,    dxd^y  —  dy d^x  =  o 

OU  encore 

dz  dx  dy 

''^=°'  ''â=°'  ''^=°' 


d'où  l'on  conclut 


dz^    '     dz  ' 
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ael  b  étant  des  constantes  arbitraires.  Et  comme  aetb  sont 
les  dérivées  de  a^  et  bz^  il  suit  d'une  proposition  démon- 
trée précédemment  qne  les  fonctions  a:  et  j*  ne  peuvent 
être  que  de  la  forme 

a  et  6  désignant  des  constantes  arbitraires.  On  retombe 
ainsi  sur  les  équations  générales  de  la  ligne  droite. 

Si  la  seconde  courbure  est  nulle,  tous  les  plans  oscula- 
teurs  se  confondront,  et  la  courbe  sera  plane.  La  condition 
pour  qu'une  courbe  soit  plane  est  donc  exprimée  par  1  équa- 
tion difTérentiellè 

dx{d^XdH  —  d^zd^y)  -4-  dy[d^zd^x  —  d^xd^z) 

-h  dz{d^xd^y  —  d^yd^x)  =  o, 
équation  qui  se  réduit  à 

d^yd^z  —  d^zd^y  =  o, 

si  l'on  prend  x  pour  variable  indépendante. 

On  vérifie  bien  facilement  que  cette  relation  existe  pour 
tous  les  points  d'une  ligne  située  tout  entière  dans  un  plan. 

285.  Surface  polaire.  —  Si  l'on  conçoit  un  polygone 
infinitésimal  inscrit  dans  une  courbe  à  double  courbure, 
et  qu'on  élève  des  plans  perpendiculaires  au  milieu  de  ses 
côtés  successifs,  la  ligne  d'intersection  de  deux  de  ces  plans 
consécutifs  sera  le  lieu  des  pôles  du  cercle  passant  par  les 
trois  sommets  correspondants  du  polygone^  et  sa  limite 
sera  le  lieu  des  pôles  du  cercle  osculateur,  vers  lequel  tend 
le  cercle  variable. 

n  est  facile  de  reconnaître  d'ailleurs  que  l'on  trouverait 
la  même  ligne  en  cbercbant  la  limite  de  l'intersection  de 
deux  plans  normaux  consécutifs. 

Si  Ton  agit  de  la  même  manière  en  tous  les  points  de  la 
courbe  donnée,  on  obtiendra  une  suite  de  lignes  polaites 

7&. 
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qui  formeront  une  surface  qu'on  nomme  surface  polaire. 
Elle  n'est  autre  chose  que  le  lieu  des  centres  des  sphères 
limite  de  celles  qui  ont  trois  points  infiniment  voisins,  com- 
muns avec  la  courbe.  Cette  surface  est  développable;  car 
elle  est  la  limite  d'une  surface  qui  se  compose  d  éléments 
plans  indéfinis  compris  entre  les  deux  intersections  sacces- 
sives  de  trois  plans  consécutifs.  De  plus,  ces  éléments  plans 
ont  pour  limite  de  leurs  directions  celle  des  plans  tangents: 
donc  tous  les  plans  normaux  à  la  courbe  sont  tangents  à  sa 
surface  polaire,  et  cette  dernière  peut  être  considérée  comme 
la  surface  enveloppe  de  ces  plans. 

286.  Sphère  osculatrice.  —  On  désigne  sous  ce  nom  la 
limite  des  sphères  qui  ont  avec  la  courbe  quatre  points  com- 
muns qui  se  rapprochent  indéfiniment.  Le  centre  de  la 
sphère  passant  par  quatre  sommets  consécutifs  du  polygone 
inscrit  est  à  la  rencontre  des  deux  droites  suivant  lesquelles 
se  coupent  les  trois  plans  perpendiculaires  aux  trois  côtés 
consécutifs  du  polygone^  c'est  le  point  commun  â  deux 
droites  polaires  consécutives. 

Les  centres  de  ces  sphères  successives  déterminent  un 
polygone  qui  tend  vers  une  courbe  dont  les  droites  polaires 
sont  les  tangentes  \  cette  courbe  est  donc  l'enveloppe  des 
polaires.  Elle  est  aussi  l'arête  de  rebroussement  de  la  sur- 
face développable,  lieu  de  ces  polaires,  c'est-à-dire  de  la 
surface  polaire. 

287.  Équation  de  la  surface  polaire.  —  Cette  surface 
est  le  lieu  des  intersections  successives  des  plans  normaux, 
ou  encore  des  normales  à  la  courbe  donnée.  Or  l'équation 
d'un  pian  normal  quelconque  est 

(i)  {x^a;')dj/^(y-^ydy)'^(z^z')d:d  =zo.  ^ 

Si  l'on  donne  à  la  variable  indépendante  U  dont  on  regarde 
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x\  y^  z!  comme  des  fonctions  connues,  un  accroissement 
infiniment  petit  ût,  et  que  Ton  considère  le  plan  normal, 
au  point  voisin  qui  en  résulte,  son  équation  se  composera 
des  mêmes  termes  que  la  précédente,  plus  les  termes  résul- 
tant du  changement  des  quantités  x\y\  z\  dx\  dy\  dz\ 
Les  premiers  termes  s'annulent  pour  les  points  communs 
aux  deux  plans,  et  il  reste,  en  négligeant  ceux  du  troisième 
ordre  et  passant  aux  différentielles. 

Les  équations  (i)  et  (2)  ont  donc  lieu  entre  les  coordon- 
nées X,  y^  z  de  tous  les  points  d'une  des  génératrices  de  la 
surface  polaire.  « 

Donc  on  aura  l'équation  de  la  surface  polaire,  en  élimi- 
nant x\  y\  z*  entre  les  équations  (i),  (a)  et  celles  de  la 
courbe  donnée. 

288.  Centre  de  la  sphère  osculatrice.  —  Ce  centre  est 
la  limite  du  point  de  rencontre  de  trois  plans  normaux  con- 
sécutifs, ou  de  deux  droites  suivant  lesquelles  se  coupent 
les  deux  premiers  et  les  deux  derniers  de  ces  plans.  L'une 
est  représentée  à  la  limite  par  les  deux  équations  (i),  (2)  ^ 
l'autre  par  ces  équations  augmentées  de  leurs  différentielles. 
Pour  la  limite  du  point  commun  aux  deux  droites,  les  dif- 
férentielles des  équations  (1),  (2)  par  rapport  à  x\y\  z', 
dx'^, . .  seront  donc  nulles,  et  il  en  résultera  cette  nou- 
velle équation 

Les  équations  (i),  (2),  (3)  donnent  le  centre  de  la  sphère 
osculatrice  correspondant  au  point  {^x\  y\  z'^\  et  l'on 
aura  les  équations  du  lieu  de  ces  centres,  ou  de  l'arête  de 
rebroussement  de  la  surface  polaire,  en  éliminant  x!^y\  z! 
entre  ces  trois  équations  et  celles  de  la  courbe  donnée  ^  d'où 
il  résulte  deux  équations  entre  or,  y^  z. 
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289.  Il  est  facile  de  reconnaître,  au  moyen  des  équa- 
tions (i),  (a),  que  tout  plan  normal  à  la  courbe  est  tan* 
gent  à  la  surface  polaire.  En  efiet^  considérons  sur  cette 
dernière  un  point  quelconque  infiniment  voisin  de  celui 
qui  a  pour  coordonnées  x^  y^  z  et  qui  se  trouve  dans  le  plan 
normal  déterminé  par  l'équation  (i)«  Soient  considérés  dx^ 
dy^  dz  comme  les  difiérences  de  leurs  coordonnées  :  les 
équations  (i),  (2)  sont  satisfaites  par  les  coordonnées  du 
premier  point;  et  elles  le  seront  par  celles  du  deuxième,  si 
Ton  considère  le  plan  normal  infiniment  voisin  qui  passe 
par  ce  deuxième  point. 

Or,  si  l'on  donne  à  a:,  y^  jc,  x',  ^,  z'  les  accroissemenis 
correspondants  <2x,  dy^  dz^  dfx',  dy*^  dz\  dans  l'équa- 
tion (i),  il  restera,  en  vertu  de  l'équation  (a). 

Mais  la  droite  qui  joint  les  deux  points  pris  sur  la  sur- 
face polaire,  et  finit  par  lui  être  tangente,  fait,  avec  les 
axes,  des  angles  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  a  dxy 
dy^  dz  \  l'équation  précédente  prouve  donc  que  cette  droite 
est  perpendiculaire  à  la  tangente  à  la  courbe  au  point 
(x'y  y',  z'),  et  que,  par  conséquent,  elle  est  située  dans  le 
plan  normal,  au  même  point  de  cette  courbe,  puisqu'elle  a 
déjà  le  point  (  j:,  y^  z)  commun  avec  ce  plan. 

290.  Centre  de  courbure.  —  Le  centre  du  cercle  oscu- 
lateur,  ou  le  centre  de  la  première  courbure,  se  trouve 
dans  le  plan  osculateur,  et  sur  la  droite  polaire  du  point 
que  l'on  considère  sur  la  courbe.  On  aura  donc  ses  coor- 
données en  chercbant  les  valeurs  de  or,  y^  z  qui  satisfont 
aux  équations 

(x  — x')rfr'   ^(y^y)4/  ^{z^s')dzf   =0, 
(x  —  a:')d'a^  -♦-  (y  — j')^/4.  (a  ^z^)d'z'=  ds\ 

{x^x^){dyd'zf'^dz'd*y)  -h  (x'-'y){dzfd'x^^dj:'d*z') 

-+.(«—  «')(*ir'£i»/-~  dyd'x)  =  0. 
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Ces  valeurs  de  ar,  y^  x  sont  données  par  les  formules  sui- 
vantes : 

z--z'z=i^^  [dy  {df  d'z'  —  dz'  d^y)  —  djf{d2!d}a:'^  dx' d'i!% 

jr^y—^^[dx'  [dx'd^y  -  dyd'x')  ~  dz'  (dfd^z' — d^d'y)\ 

a:—x'  =  ^^  [dz'  [dz' d'x'  —  dx'd^xTj  —  dy^da^d^y--  dyd}x')\ 

R  désignant  le  rayon  de  courbure^  dont  la  valeur  e8t 

^{dx'd^i'^dz'd'yy'^{dz'd'x^'^dx'd^ey-^{dx'd^y^à^d}x')*' 

Si,  au  lieu  de  déterminer  les  coordonnées  du  centre  de 
courbure,  on  voulait  les  équations  du  lieu  de  ces  centres, 
il  suffirait  d'éliminer  x\  j\  z'  entre  les  trois  premières 
équations  et  celles  de  la  courbe  donnée^  les  deux  équa- 
tions résultantes  entre  x,  jr^  z  seraient  celles  du  lieu  de- 
mandé. 

291 .  Contact  des  courbes  à  double  courbure.  —  Cette 
théorie  est  semblable  à  celle  que  nous  avons  donnée  pour 
les  courbes  planes  \  seulement,  au  lieu  de  couper  les  courbes 
par  des  droites  parallèles  à  un  axe,  il  faudra  les  couper  par 
des  plans  parallèles  à  l'un  des  plans  coordonnés,  par 
exemple  au  plan  a:,  y.  Ainsi,  lorsque  deux  courbes  auront 
un  point  commun  x\  y\  z\  et  qu'en  les  coupant  par  im 
plan  parallèle  à  un  plan  x^y  et  situé  à  une  distance  infini- 
ment petite  dz'  du  point  commun,  la  distance  des  deux 
points  ainsi  obtenus  sur  ces  courbes  sera  infiniment  petite, 
de  Tordre  /i  -h  i ,  on  dira  que  les  courbes  ont  un  contact  de 
Tordre  n.  On  reconnaît  facilement  que  Tordre  de  cette  dis- 
tance infiniment  petite  est  le  même  pour  des  plans  coor- 
donnés quelconques,  pourvu  que  les  tangentes  à  ces  courbes 
au  point  conmiun  ne  soient  pas  parallèles  au  plan  sécant. 
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La  projection  d'ime  droite  sur  un  plan  étant  égale  an  pro- 
duit de  cette  droite  par  le  cosinus  de  son  inclinaison  sur  ce 
plan,  le  rapport  des  longueurs  de  la  droite  et  de  sa  projec- 
tion a  une  limite  finie,  si  la  limite  de  cette  droite  ne  fait 
pas  un  angle  droit  avec  le  plan.  Donc  les  trois  projections 
orthogonales  d'une  droite  variable  de  grandeur  et  de  direc- 
tion sont,  en  général,  des  grandeurs  du  même  ordre  que 
cette  droite;  et  il  en  est  toujours  ainsi  pour  deux  de  ses 
projections  au  moins  :  il  ne  peut  y  avoir  qu'une  d'entre 
elles,  au  plus,  qui  soit  infiniment  petite  par  rapport  à  cette 
droite.  D'où  il  suit  que,  pour  que  deux  courbes  à  double 
courbure  aient  un  contact  de  Tordre  n,  il  est  nécessaire  et 
suffisant  que  deux  de  leurs  projections  aient  un  contact  de 
cet  ordre  ]  ce  qui  ramène  a  la  théorie  du  contact  des  courbes 
planes.  Ainsi  les  conditions  pour  que  ce  contact  ait  lieu 
au  point  dont  les  coordonnées  sont  x\  y\  z'  consistent  en 
ce  que,  pour  la  valeur  z'  de  z,  les  quantités 

dx       dy       d*x       d^y  d'^x       d^y 

aient  les  mêmes  valeurs  d'après  les  équations  de  ces  deux 
courbes.  On  obtiendra  donc  encore  la  courbe  osculatrice 
d'une  espèce  donnée,  en  déterminant  les  coefficients  de  ses 
équations,  de  manière  qu'il  en  résulte  le  plus  de  dérivées 
communes  avec  la  courbe  donnée,  à  partir  des  premières. 
Si  les  projections  siur  un  plan  avaient  un  contact  plus  élevé 
que  les  projections  sur  un  autre,  il  suit  de  ce  qui  précède 
que  le  moins  élevé  des  deux  exprimerait  Tordre  du  contact 
de  deux  courbes  proposées. 

292.  Droite  osculatrice. —  Les  équations  générales  d'une 
droite  étant 
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les  équaticms  qui  détermineront  a,  a,  i,  6  seront 

les  dérivées  -r-r»  -rr  étant  tirées  des  équations  de  la  courbe 

azf     as  ^ 

donnée.  La  droite  osculatrice  a  donc  pour  équations 

dx  dr' 

ce  sont  celles  que  nous  avons  déjà  trouvées  par  la  tan- 
gente. 

293.  Cercle  osculateur,  —  Les  équations  les  plus  com- 
modes pour  la  détermination  d'un  cercle  dans  l'espace  sont 
celles  d'une  sphère  et  d'un  plan.  Soient  donc  les  équations 
générales  du  cercle 

(!)  (^  -  7)'  -^{X-  6)'  -f-  (*  -  «)'  =  R% 

(2)  « -hax -f- ô^ -f-c  =  o; 

difierentiant  deux  fois  ces  équations,  en  considérant  a:  et^ 
comme  fonctions  de  z,  et  les  autres  quantités  comme  con- 
stantes, on  aura  les  équations  suivantes  : 

(3)  (*-7)  +  (r-e)J  +  (*-«)J=o, 

/^-x  dx        .dy 

d^x  d^  Y 

On  remettra  dans  ces  six  équations,  au  lieu  de  or,  y^  Zy  les 
coordonnées  du  point  donné  de  la  courbe,  et  Ton  rempla- 
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cera  toutes  les  dérivées  par  celles  qui  donneront  les  éqna* 
tions  de  cette  même  courbe.  On  en  déduira  les  valeurs  de 
six  des  constantes  a,  £,  c,  a,  6,  y,  R,  et  il  en  restera  une 
indéterminée,  parce  qu'on  peut  faire  passer  une  infinité  de 
sphères  par  un  même  cercle. 

Les  coefficients  a,  b^  c  sont  entièrement  déterminés,  ei 
Téquation  du  plan  devient,  en  désignant  par  a:',  jr'^  z'  les 
coordonnées  du  point  donné, 

{z  —  z')  {doi?  d'y'—  dy  d'af)  —  dz'd^y  [x  —  y) 

Cette  équation  n*est  autre  chose  que  celle  du  plan  oscula- 
teur,  dans  laquelle  z  est  pris  pour  variable  indépendante. 
Les  équations  (3),  (4))  dans  lesquelles  on  regardera  a,  6,  f 
comme  variables,  représentent  deux  plans  qui  sont  perpen- 
diculaires au  plan  (a),  eu  venu  des  équations  (5),  (6).  Les 
centres  des  sphères  sont  donc  sur  une  perpendiculaire  au 
plan  du  cercle,  et  elles  couperont  toutes  ce  pian  suivant  un 
même  cercle,  puisqu'elles  passeront  d'ailleurs  par  un  même 
point  (x', y,  z'). 

Il  est  facile  de  reconnaître  dans  les  équations  (3),  (4) 
celles  qui  déterminent  la  droite  polaire  relative  au  point 
{^'ij'-i  ^')  quand  on  prend  z  pour  variable  indépendante; 
et  comme  le  centre  du  cercle  s'obtiendra  en  cherchant  Tin- 
tersection  de  cette  droite  avec  le  cercle,  on  retrouve,  d'après 
ce  nouveau  point  de  vue,  tout  ce  qui  avait  été  déterminé 
relativement  au  cercle  osculateur,  par  des  considérations 
difTérentes. 

Contact  des  surfaces* 

294.  Lorsque  deux  surfaces  ont  un  point  commun 
(j:',y,  z'),  et  qu'en  faisant  varier  x\y*  de  quantités  infi- 
niment petites  quelconques  dx\  dj'  la  différence  des  va- 
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leurs  de  z  correspondantes  est  un  infiniment  petit  de  Tordre 
iz  +  I,  on  dit  que  ces  surfaces  ont  un  contact  de  Tordre  n. 
L'ordre  de  cette  différence  est  le  même  pour  toutes  les  di- 
rections qui  ne  sont  pas  parallèles  aux  plans  tangents  à  ces 
surfaces,  au  point  que  Ton  considère  :  il  résulte  de  là  que 
deux  surfaces  auront  uu  contact  de  premier  ordre  lorsque, 
pour  une  même  valeur  de  x\  y\  on  tirera  les  équations  de 

Tune  et  de  l'autre  des  mêmes  valeurs  pour  z'^  -^t  ^* 

EHIes  auront  un  contact  de  second  ordre  lorsqu'elles  don- 
neront, en  outre,  les  mêmes  valeurs  pour  les  coefficients 
différentiels  partiels  du  second  ordre 

d^z'  .        d}z'         d^z' 
d^*^     dTdp^     df^' 

Enfin  le  contact  sera  de  Tordre  n  lorsque  tous  les  coeffi- 
cients différentiels  seront  les  mêmes  jusqu'à  cet  ordre  inclu- 
sivement. 

La  surface  osculatrice  d'une  espèce  donnée  se  détermi- 
nera comme  les  courbes  osculatrices,  en  établissant  le  plus 
grand  nombre  possible  de  dérivées  communes  entre  les 
fonctions  qui  expriment  la  valeur  de  z  dans  son  équation  et 
celle  de  l'autre  surface  que  Ton  considère. 

295.  Plan  osculateur  à  une  surface.  —  Soit  l'équation 
générale  du  plan 

z  zn  ax  -\-  bx  -^  c\ 

on  aura,  pour  déterminer  a,  £,  e,  les  équations 

dz!  dz' 

-7-77  -7-;  étant  tirées  de  Téquation  de  la  surface  .donnée.  L'é- 
dxr    djr  ^ 


4ia  LIYRS   II. 

quation  du  plan  oscillateur  sera  donc 

Ce  plan  n'est  donc  autre  chose  que  le  plan  tangent. 

296.  Sphère  osculatrice  à  une  surface.  —  L'équation  la 
plus  générale  d'une  sphère  ne  renfermant  que  quatre  oqd* 
stantes  arbitraires,  on  ne  peut,  en  général,  établir  un  con- 
tact du  second  ordre  entre  une  sphère  et  une  surface  donnée, 
puisqu'il  en  résulterait  six  équations  de  condition.  On  ne 
pourra  donc  établir,  entre  ces  surfaces,  qu'un  contact  du 
premier  ordre.  Il  restera  une  constante  indéterminée  dans 
l'équation  de  la  sphère,  et  l'on  pourra  en  profiter  de  ma- 
nière k  déterminer  un  contact  du  second  ordre  avec  l'une 
des  courbes  que  l'on  peut  tracer  sur  la  surface  \  mais  ces 
recherches  nous  écarteraient  de  notre  objet. 

297.  Contact  des  courbes  et  des  surfaces»  —  Si,  à  partir 
d'un  point  commun  à  une  courbe  et  k  une  surface,  on  mène 
des  parallèles  a  l'axe  des  z,  on  dira  qu'il  y  a  un  contact  de 
Tordre  n,  lorsque  la  différence  des  valeurs  correspondantes 
de  z  pour  la  courbe  et  la  surface  sera  infiniment  petite  de 
l'ordre  n  -f-  i .  On  arrivera  à  des  conditions  du  même  genre 
que  dans  les  cas  précédents,  et  dans  le  détail  desquelles  nous 
n'entrerons  pas. 

298.  Déi^eloppées,  —  Si  Ton  considère  une  quelconque 
des  normales  en  un  point  d'une  courbe  à  double  courbure, 
elle  sera  tangente  à  la  surface  polaire.  Le  plan  normal  mené 
par  un  point  de  la  courbe,  infiniment  voisin  du  premier, 
coupera  cette  normale  en  un  point  qui  sera  commun  à  deux 
normales  infiniment  voisines.  En  faisant  pour  la  seconde 
normale  ce  qui  a  été  fait  pour  la  première,  et  continuant 
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ainsi,  on  aura  iine  suite  indéfinie  de  normales  à  la  courbe 
donnée,  dont  chacune  rencontrera  la  suivante,  et  dont  les 
points  de  contact  avec  la  surface  polaire  seront  infiniment 
rapprochés  les  uns  des  autres.  Le  point  de  contact  des  deux 
xiormales  consécutives,  se  trouvant  sur  l'intersection  des 
deux  plans  normaux,  se  rapproche  indéfiniment  de  la  sur- 
face polaire,  qui  est  le  lieu  des  limites  des  intersections  des 
plans  normaux  consécutifs. 

Cette  suite  de  normales  détermine  donc  un  polygone 
dont  les  côtés  sont  infiniment  petits,  et  dont  la  limite  est 
une  courbe  tangente  à  toutes  ces  normales,  et  située  sur 
la  surface  polaire  :  on  l'appelle  développée  de  ta  courbe 
donnée. 

Comme  on  peut  choisir  une  quelconque  des  normales  à 
la  courbe  au  point  de  départ,  on  obtiendra  une  infinité  de 
développées  aussi  rapprochées  que  Ton  voudra,  et  toutes  se- 
ront sur  la  surface  polaire,  qui  peut  être  considérée  comme 
en  étant  le  lieu  géométrique.  Relativement  à  ces  courbes 
que  nous  avons  nommées  développées,  la  première  prend  le 
nom  de  développante,  à  cause  d'une  propriété  analogue  à 
celle  que  nous  avons  reconnue  dans  les  courbes  planes,  et 
dont  nous  allons  donner  la  démonstration. 

Soient  MN,  M'N'  (fig.  95  )  deux  droites  normales  en 
M  et  M'  à  la  courbe  en  question,  N  et  N'  leurs  points  de 
contact  avec  la  développée  \  nous  allons  prouver  qu&la  diffé- 
rence des  longueurs  M'N^  et  MN  est  égale  à  l'arc  NN',  à  un 
infiniment  petit  près,  du  second  ordre  au  moins.  En  effet, 
si  aux  points  M  et  N  on  conçoit  deux  plans  perpendiculaires 
à  MN,  la  longueur  M'P  sera  du  second  ordre,  puisque  la 
courbe  M'M  est  tangente  au  plan;  de  plus  QP  surpasse  MN 
d'une  quantité  infiniment  petite  du  second  ordre.  On  peut 
donc  prendre  N'Q  comme  égale  à  la  difiérence  M'N'  —  MN, 
à  une  quantité  près  du  second  ordre.  Mais  la  limite  du  rap- 
port de  N'Q  à  la  corde  NN'  est  l'unité,  puisque  les  angles 
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Q  et  N  du  triangle  rectiligne  QNN'  tendent  vers  des  angles 
droits.  Donc  N'Q  diffire  de  Tare  N'N,  tout  au  plus  d'un 
infiniment  petit  du  second  ordres  donc,  enfin,  la  différence 
de  deux  normales  consécutives  MN,  M'N'  est  égale  à  l'aie 
NM',  compris  entre  leurs  points  de  contact  avec  la  dévdop- 
pée,  plus  ou  moins  une  quantité  infiniment  petite  par  rap- 
port à  cet  arc,  et  «jui,  par  conséquent,  peut  être  négligée 
sans  qu'il  en  résulte  aucune  erreur  dans  les  limites  des  rap- 
ports ou  des  sommes. 

H  suit  de  là  que,  si  en  deux  points  quelconques  de  la  déve- 
loppée on  mène  des  tangentes  terminées  à  la  développante, 
la  différence  de  leurs  longueurs  est  rigoureusement  égale  à 
Tare  compris  entre  les  points  de  contact. 

Et  Ton  voit  par  là  que  la  différence  entre  M'N'  —  MN 
et  Tare  NN',  qui  devait  être  au  moins  du  second  (Hrdre, 
était  réellement  égale  à  zéro. 

Maintenant  supposons  un  fil  qui  cc^ncidc  avec  la  déve- 
loppée à  partir  d'un  point  quelconque,  où  il  s'en  sépare 
tangentiellement  et  se  prolonge  jusqu'à  la  développante.  Si 
on  le  déroule  en  le  laissant  toujours  tangent  à  la  dévelop- 
pée, il  prendra  successivement  la  position  des  diverses  nor- 
males qui  sont  tangentes  à  cette  courbe;  et  ces  normales 
croissant  précisément  de  la  mèm^e  longueur  que  le  fil  qui  se 
déroule,  ce  sera  toujours  le  même  point  de  ce  fil  qui  se 
trouvera  sur  la  développante.  Cette  courbe  sera  donc  dé- 
crite par  Textrémité  du  fil  pris  dans  la  première  position. 
C'est  cette  propriété  qui  a  fait  donner  aux  deux  courbes, 
l'une  par  rapport  à  l'autre,  les  noms  de  développée  et  de  dé- 
veloppante. 

299.  Le  lieu  des  centres  des  cercles  osculateurs  d'une 
courbe  à  double  courbure  n'est  pas  une  développée  de  cette 
courbe.  En  effet,  deux  plans  osculateurs  consécutifs  se  cou- 
pent suivant  une  droite  qui  a  pour  limite  la  tangente,  et  ils 
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forment  entre  eux  un  angle  >  infiniment  petit  du  premier 
ordre.  La  distance  du  centre  de  courbure  contenu  dans  le 
premier,  au  second  plan,  est  donc  un  infiniment  petit  du 
premier  ordre;  or  sa  distance  à  la  normale  contenue  dans  ce 
second  plan  est  plus  grande  que  sa  distance  au  plan  :  donc 
cette  normale  n'est  pas  tangente  à  la  courbe  qui  passe  par 
ces  deux  centres,  puisqu'il  faudrait  pour  cela  que  cette  dis- 
tance fût  un  infiniment  petit  d'un  ordre  supérieur  au  pre- 
mier. Le  lieu  des  centres  de  courbure  n'est  donc  pas  une 
des  développées,  lorsque  la  courbe  que  l'on  considère  n'est 
pas  plane. 

300.  Les  développées  d'une  courbe  à  double  courbure 
jouissent  de  la  propriété  remarquable  de  se  réduire  à  des 
lignes  droites  quand  on  développe  la  surface  polaire  sur  tm 
plan. 

Pour  le  démontrer,  nous  considérerons  un  polygone  infi- 
nitésimal inscrit  dans  la  courbe  donnée,  et  ayant  ses  côtés 
égaux;  ce  qui  revient  à  prendre  l'arc  pour  variable  indé- 
pendante. Sur  les  milieux  de  ces  côtés,  nous  concevrons  des 
plans  perpendiculaires,  dont  les  intersections  formeront  les 
arêtes  de  la  surface  développable  qui,  k  la  limite,  devient 
la  surface  polaire. 

Or,  si  du  point  du  milieu  d'un  côté  quelconque  on  trace 
une  droite  dans  le  plan  normal,  elle  coupera  l'arête  com-' 
mune  à  ce  plaii  et  au  suivant,  en  un  point  qui,  joint  au 
milieu  du  côté  suivant,  donnera  une  normale  à  ce  côté;  et 
il  est  facile  de  voir  que  ces  deux  normales  font  des  angles 
égaux  avec  l'arête  que  nous  avons  considérée. 

Cette  seconde  normale  prolongée  coupera  l'arête  com- 
mune au  second  plan  normal  et  au  troisième,  en  un  point 
qui,  joint  au  milieu  du  troisième  côté,  formera  une  normale 
à  ce  côté,  faisant  avec  la  seconde  arête  le  même  angle  que  la 
normale  précédente;  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 
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Maintenant,  si  Ton  dévelopjpe  sur  un  plan  la  surface  qui 
renferme  toutes  ces  arêtes,  deux  normales  consécutives  se 
rabattront  Tune  sur  l'autre,  puisqu'elles  font  le  même  angle 
avec  l'arête  sur  laquelle  elles  se  coupent,  et  le  polygone  in- 
finitësimal,  formé  par  les  intersections  de  ces  normales  sac- 
oessives,  aura  tous  ses  côtés  sur  une  même  droite.  Ce  résul- 
tat, ayant  lieu  quelle  que  soit  la  petitesse  des  côtés  de  ce 
polygone,  aura  lieu  pour  la  courbe  limite,  qui  est  une  quel- 
conque des  développées  de  la  courbe  proposée. 

Donc,  dans  le  développement  de  la  surface  polaire  sur  un 
plan,  toutes  les  développées  de  la  courbe  deviennent  des 
lignes  droites. 

301  •  Dans  le  développement  de  la  surface  polaire,  les  côtés 
infiniment  petits  qui  composent  la  développée  ne  changeant 
pas  de  longueur,  un  arc  quelconque  de  cette  courbe  a  la 
même  longueur  avant  ou  après  le  développement  j  et  il  en 
serait  de  même  de  toute  autre  ligne  tracée  sur  cette  surface. 
Donc  le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre  sur  la  sur- 
face polaire  est  l'arc  de  la  développée  qui  passe  par  ces  deux 
points,  puisque,  devenant  une  ligne  droite,  il  est  plus  court 
que  tout  autre  après  une  transformation  qui  n'a  pas  changé 
les  longueurs. 

On  peut  encore  remarquer  que,  si  l'on  suppose  un  fil  ap- 
'  pliqué  sur  le  polygone  formé  par  les  normales  successives 
que  nous  venons  de  considérer,  et  prolongé  suivant  un  quel- 
conque des  côtés  jusqu'au  milieu  du  côté  correspondant  du 
premier  polygone,  inscrit  dans  la  courbe  donnée,  et  qu'en- 
suite on  développe  ce  fil  de  manière  qu'il  soit  successive- 
ment dans  le  prolongement  de  chacun  des  côtés  du  poly- 
gone sur  lequel  il  est  appliqué,  son  extrémité  passera  par 
tous  les  milieux  des  côtés  de  l'autre  polygone.  Donc,  si  l'on 
passe  aux  limites  des  polygones,  on  retrouvera  la  propriété 
démontrée  précédemment  par  des  considérations  différentes. 
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303.  Équations  des  développées.  —  Si  Ton  désigne  par 
x\y\  z'  les  coordonnées  d*un  point  quelconque  delà  courbe 
proposée,  Téquation  de  la  surface  polaire  s'obtient  en  éli- 
minant ocf^y^  z*  entre  les  deux  équations  de  la  courbe  et 
les  deux  suivantes  : 

(;r  — y)e/.r'   -r.{/-j')e<r     -f- (^  -  2' )  rfz'  =  O, 
{x  —  x')d'x^  -f-  (r  —  y)^y'  -♦-  (^  —  z')d'z'  =  ds'K 

Si  maintenant  on  considère  un  quelconque  des  points  dont 
les  coordonnées  or,  ^,  z  satisfont  à  ces  équations,  on  passera 
de  ce  point  au  point  voisin  de  la  développée  si  la  droite  qui 
joint  ces  deux  points  est  dans  le  prolongement  de  celle  qui 
joint  les  points  (x\j\  ^'),  (x,  j^,  z);  ce  qui  aura  lieu  si 
les  différentielles  dx^  dy^  dz  sont  proportionnelles  aux 
différences  x  —  x\  y  — jr'^  z  —  z' .  On  tirerait  de  là  les 
deux  équations 

d.T       X  —  j/        dy       y  —  y' 
dz         z  —  z'         dz        z  —  3' 

Mais  une  seule  sera  nécessaire,  parce  que  les  précédentes 
expriment  que  les  points  (x,  ^,  z)  ne  cessent  pas  d'être  sur 
la  surface  polaire.  Une  quelconque  de  ces  deux  équations 
étant  jointe  aux  deux  précédentes  et  à  celles  de  la  courbe 
donnée,  on  aura  cinq  équations  entre  lesquelles  on  éliminera 
od ^  y\  z\  et  l'on  obtiendra  deux  équations  différentielles 
qui  conviendront  à  l'une  quelconque  des  développées. 

Application  des  théories  précédentes  à  l'hélice. 

303.  Si  Ton  désigne  par  a  le  rayon  de  la  base  du  cylindre, 

et  par  m  la  tangente  de  l'inclinaison  de  l'bélice  sur  le  plan 

de  cette  base,  les  équations  des  trois  projections  de  cette 

courbe  seront 

z  .      3 

x=:a  cos  —  >       r  =r  a  sm  —  »     jp'  -♦-  r'  =  «'. 
ma  mu 

Caleuiin/,  D.^l*  27 
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L'axe  des  x  passe  par  le  point  où  Thélice  perce  le  plan  de 
la  base;  et  cette  courbe,  en  s'élevant,  tourne  de  Taxe  des  x 
positifs  vers  l'axe  des  y  positifs. 
Ces  équations  différentiëes  donnent 


dxzzr. sin  —  az,      dx=i  —  cos  —  az,      as  =  ^ as, 

m        ma  m        ma  m 

d^x  = -—  cos  —  di*^      ti^y  = —  sin  —  ^fa',     d^s  =  o. 

m*  a        ma  rn^a       ma 

L'équation  du  plan  osculateur  devient  alors,  en  prenant  z 
pour  variable  indépendante, 

z'  z' 

z  —  z'=zmxsin h  iwr  cos  — • 

ma  ma 

Ce  plan  fait  avec  le  plan  de  la  base  un  angle  dont  le  cosinus 

est    /  ^  et  la  tangente  m.  Il  est  le  même  que  celui  de 

l'hélice  avec  le  même  plan. 

L'équation  du  plan  normal  sera 

miz  —  z'  ]  =  a:  sm r  cos  —  • 

ma      "^        ma 

L'angle  de  contingence,  dont  l'expression  générale  est 

devient,  dans  le  cas  actuel, 

dz 


am  ^  1  -♦-  /n* 
L'angle  de  deux  plans  osculateurs  consécutifs  est 

dz 

;  :     ou    «4w. 

a  y  I  H-  m* 
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Le  rayon  du  cercle  oscillateur,  dont  la  valeur  générale  est 

ds 
R  =  —  >  sera  égal  à  a  (  i  -H  m*  )  ;  sa  grandeur  est  donc  con- 
stante et  surpasse  de  am}  le  rayon  de  la  base.  Pour  connaître 
sa  direction,  il  faut  chercher  Tintersection  du  plan  normal 
et  du  plan  osculateur*  Les  équations  combinées  donnent 

zz=zz  y    X  ^=^  X  tang 

Donc  le  rayon  de  courbure  est  constamment  parallèle  au 
plan  de  la  base,  et  rencontre  Taxe  du  cylindre.  Le  centre  de 
courbure  se  meut  donc  sur  un  cylindre  ayant  même  axe  que 
le  premier,  et  pour  base  un  cercle  dont  le  rayon  est  am*.  D 
décrit  sur  ce  cylindre  une  hélice  dont  le  pas  est  le  même 
que  celui  de  Thélice  proposée. 

On  trouvera  le  même  résultat  en  calcidant  les  coordon- 
nées du  centre  de  courbure.  Leurs  valeurs  sont 


z  z 

z  =  z*y     y  =1  —  am^  sin  —  5      x  rr.  —  am'cos  —  j 

ma  ma 

et  Ton  en  déduit  immédiatement  les  conséquences  précé- 
dentes. 

Déterminons  maintenant  les  équations  d'une  arête  quel- 
conque de  la  surface  polaire,  c'est-à-dire  de  l'intersection 
de  deux  plans  normaux  infiniment  voisins.  Ces  équations 
sont  les  suivantes  : 

.     z'  z' 

m{z  —  3f)=za:  sin jr  ces  —  ^ 

ma  ma 

z'  .     z' 

X  ces h  y  sin  —  =  —  am^, 

ma  ma 

Cette  droite  est  nécessairement  perpendiculaire  au  plan  os- 
culateur,  et  on  le   vérifiera  facilement  au  moyen  de  ses 

27. 
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équations.  Comme  d'ailleurs  elle  passe  par  le  centre  de 
courbure  et  qu'elle  est  perpendiculaire  au  rayon  de  cour- 
bure, elle  est  tangente  au  cylindre  sur  lequel  se  meut  Vex- 
trémité  de  ce  rayon,  et  dont  la  base  a  pour  rayon  om*.  De 
plus,  il  est  facile  de  reconnaître  qu'elle  est  tangente  a  Thé- 
lice  décrite  par  cette  extrémité.  En  effet,  puisqu'elle  est  per- 
pendiculaire au  plan  osculateur,  elle  fait  avec  le  plan  de  la 

base  un  angle  dont  la  tangente  est  —  :  or  l'hélice  qui  est  le 

lieu  des  centres  de  courbure,  et  dont  nous  venons  de  donner 
les  équations,  est  tracée  sur  le  cylindre  dont  le  rayon  est 

am*^  et  fait  avec  sa  base  un  angle  dont  la  tangente  est  — 

m 

Donc  Taréte  de  la  surface  polaire  est  tangente  à  cette  hé- 
lice, et  la  surface  polaire  est  Thélicoïde  développable  dont 
cette  hélice  est  l'arête  de  rebroussement. 

Mais  on  sait  que  la  sous-tangente  d'une  hélice  sur  le  plan 
de  sa  base  est  égale  à  l'arc  de  cette  base,  depuis  Torigine  de 
l'hélice  jusqu'à  la  projection  du  point  de  contact.  Donc  la 
trace  de  la  surface  polaire  sur  le  plan  {xy)  est  la  dévelop- 
pante de  la  base  du  cylindre  dont  le  rayon  est  am*. 

304.  Si  l'on  veut  avoir  l'équation  de  la  surface  polaire,  il 
faut  éliminer  z'  entre  les  deux  équations 

z'  z' 

m{z  —  z'  )  =  X  sin r  cos  —  » 

ma  ma 

z'  .     2' 

X  cos 1-  X  un  —  =r  —  ûf/n'. 

ma      "         ma 

Ajoutant  les  carrés  des  membres  de  ces  deux  équations, 
on  obtient 

substituant  dans  la  seconde,  on  trouve  l'équation  cherchée, 


ar  cos 
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qui  est 

\ma       y     m*  a*  ] 

(z  Ix'  -4-  r=»        \ 

ma    '    y     m>  a}  ] 

La  trace  de  cette  surface  sur  le  plan  {xy)  a  pour  équation 


X  CCS  \  / :: 1  ±y  sin  i  / ■ 1  =  —  am^. 

y     m>à^  -^         y      m'a' 

Cette  courbe  est  la  développante  du  cercle  dont  le  rayon  est 
am',  et  elle  prend  naissance  au  point  de  ce  cercle  situé  sur 
Taxe  des  x,  et  du  côté  des  x  négatifs  \  ce  qui  s'accorde  avec 
une  des  propositions  précédemment  démontrées. 

Une  hélice  pouvant  avoir  ses  deux  courbures  égales  à 
celle  d'une  courbe  quelconque  en  un  de  ses  points,  son  oscu- 
lation  sera  d'un  ordre  plus  élevé  que  celle  du  cercle  \  elle 
donnerait  donc  une  idée  plus  exacte  de  la  courbe  à  laquelle 
on  la  comparerait.  Les  deux  constantes  /w  et  a  se  détermi- 
neraient en  égalant  ces  deux  courbures  a  celles  de  la  courbe 
donnée,  au  point  considéré. 
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DIVERS  POINTS  D'ANALYSE  ALGÉBRIQUE, 


NOTE  I. 

SUR  LES  EXPRESSIONS  IMAGINAIRES.  GOMMENT  ON  LES  INTRODUIT 

DANS  LES  DONNÉES  DU  CALCUL. 


4.  La  résolution  des  équations  du  deuxième  degré  conduit  quelque- 
fois à  extraire  des  racines  carrées  de  quantités  négatives.  Ces  sortes 
d'expressions  ne  représentent  pas  des  nombres,  soit  positifs,  soit  né« 
gatife;  on  les  désigne  sous  le  nom  de  quantités  imaginaires.  Nous 
n'avons  pas  pour  objet  d'examiner  ici  à  quelles  circonstances  corres- 
pondent ces  formes  dans  les  questions  proposées;  nous  nous  borne- 
rons à  dire  qu'en  substituant  ces  expressions  à  l'inconnue,  l'équation 
que  Ton  avait  à  résoudre  devient  identique,  pourvu  que  les  racines 
carrées  des  quantités  négatives  soient  traitées  d'après  les  règles  ordi- 
naires de  l'Algèbre,  et  que  l'on  considère  leur  carré  comme  s'obtenant 
par  la  suppression  du  radical. 

Si  l'on  a,  par  exemple,  l'équation 

j;2—  aaj?  -+-  û*-H  b^  =  o, 
on  en  tire  les  deux  valeurs  imaginaires 

et  l'on  peut  vérifier  que  la  substitution  de  cette  valeur  dans  l'équation 
la  réduit  à  o  =  o. 

D  en  serait  de  même  si,  au  lieu  de  y'—  ^^  on  mettait  b  yZ—T,  et  c'est 
ce  que  l'on  fait  ordinairement,  afin  que  la  seule  quantité  imaginaire  à 

considérer  soit  toujours  /^-  Les  valeurs  de  x  se  trouvent  ainsi  mises 
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SOUS  la  fonne 

X  =  a  ±:  6  /— I. 

Il  semble  d'abord  que  toutes  les  considérations  auxquelles  ces  sortes 
d'expressions  peuvent  donner  lieu  soient  relatives  aux  circonstances 
qui  leur  donnent  naissance  dans  les  questions  dont  elles  présentent  la 
solution  ;  mais  on  a  trouvé  de  très-grands  avantages  à  les  introduire 
dans  les  données  mêmes  de  certains  calculs,  et  c'est  sous  ce  point  de 
vue  que  nous  allons  les  considérer  brièvement. 

Sans  attacher  aucune  idée  de  quantité  à  l'expression  v^^,  nous 
convenons  de  la  traiter  de  la  même  manière  que  si  c'était  un  nombre 
dont  les  puissances  successives  seraient 

les  quatre  premières  se  reproduisant  indéfiniment  dans  le  môme  ordre. 
Rien  ne  s'oppose  à  ^  que  l'on  fasse  des  calculs  algébriques  dans 

lesquels  \/~  i  soit  traité  de  cette  manière  ;  il  ne  s'agit  que  de  savoir 
s'il  y  a  quelque  intérêt  à  le  faire,  et  si  de  pareilles  opérations  peuvent 
offrir  de  nouvelles  ressources  à  l'analyse.  Il  pourra  quelquefois  être 

plus  commode  de  remplacer  v/^  par  une  lettre  dont  les  puissances 

se  distinguent  toutes  les  unes  des  autres,  tandis  que  celles  de  yf^\  se 

reproduisent  périodiquement.  En  désignant  yj—i  par  X,  nous  enten- 
drons que  \  soit  traité  comme  un  facteur  ordinaire,  d'après  toutes  les 
règles  démontrées  dans  le  cas  des  quantités  réelles  ;  seulement,  après 
tous  les  calculs  effectués,  on  remplacera  les  puissances 

par 

2.  Lorsque  nous  poserons  une  équation  entre  des  quantités  réelles 
et  imaginaires,  comme 

A -+- B  v'"  =  A' -4- B V^, 

nous  entendrons  toujours  que  l'on  sait  d'avance  que  A  =  A'  et  B  =  B'. 
Ces  dernières  équations  ne  seront  jamais  des  conséquences  de  la  pre- 
mière; c'est,  au  contraire,  la  première  qui  en  est  la  conséquence,  et 
nous  n'attacherions  aucun  sens  à  cette  équation  si  nous  ne  savions, 
indépendamment  d'elle,,  que  les  parties  réelles  sont  égales  de  part^et 

d'autre,  ainsi  que  les  coefiBcients  respectifs  de  \/^.  Nous  insistons 
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sur  ce  point,  parce  qae  la  plapart  des  auteurs  l'entendent  de  la  ma- 
nière inverse. 

3.  Ayant  bien  établi  de  quelle  manière  nous  traiterons  l'expression 

V^— I,  nous  allons  montrer,  par  un  premier  exemple,  l'avantage  que 
Ton  peut  avoir  à  l'introduire  dans  le  calcul. 
Considérons  les  deux  expressions 

cos  j:  -h  vZ—Tsinx,    cos/  -+-  v/^sinj, 

et  multiplions-les  entre  elles,  dans  le  sens  que  nous  attachons  ici  à 
cette  opération;  nous  trouverons 

cosx  cosj  —  sinx  sinj^  -+-  v^— -'(sina:  cosjr  -f-  sinjcosx), 
ou 

cos  (  j:  H-  j  )  H-  v^— Tsin  (  x  -t-/). 
Nous  pouvons  donc  poser 

(cos J^  -+-  v/—  I  sin x)  (cos/  -f-  \/— *  i  sin r)  =  cos  (•«-*- j)  -h  /— isin(x  -hf) , 

puisque  nous  avons  prouvé  d'avance  que  les  parties  réelles  étaient  res- 
pectivement égales,  ainsi  que  les  coefficients  de  v^^^. 

Et  Ton  conclut  de  là  que  pour  diviser  deux  expressions  de  cette 
forme  l'une  par  l'autre  (en  entendant  par  quotient  une  expression  qui, 
multipliée  par  le  diviseur  suivant  les  règles  convenues,  reproduirait 
le  dividende)  il  suffit  de  retrancher  l'arc  qui  se  trouve  au  diviseur  de 
celui  qui  entre  dans  le  dividende. 

En  multipliant  le  produit  de  ces  premières  expressions  par  une  troi- 
sième cos  3  -h  v/^sinz,  il  suffira  encore  d'ajouter  les  arcs  ^  h- j  et  f 
et  z,  ce  qui  donnera  la  nouvelle  équation 

(  cos.r  -+-  /—  I  sin^)  (cosj  •+■  /—  i  sinjr)  (cosz  -+-  /— isinz) 
=  cos{a:H-^-hz)H-  /— i6in(a:-+-7H-z); 

et  il  est  facile  de  voir  que,  quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs  de 
cette  forme,  leur  produit  effectué  donnera  toujours  pour  partie  réelle 

le  cosinus  de  la  somme  de  tous  les  arcs,  et  pour  coefficient  de  y/*^ 
le  sinus  de  cette  même  somme.  On  pourra  donc  poser  une  équation 
semblable  à  la  dernière,  en  supposant  un  nombre  m  quelconque  de 
facteurs,  puisque  les  parties  réelles  sont  démontrées  égales,  ainsi  que 
les  parties  imaginaires. 
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En  supposant  le  cas  particulier  où  x  =  ^=  s  = . . . ,  on  aurait  la 
formule  suivante,  qui  est  due  à  Moivre  : 

(i)  (cosx -hv^^sinjc)"*=  cosmjc-h /^sinmx; 

il  est  donc  prouvé  que,  si  Ton  forme  la  puissance  m  du  binôme 

coso:  -f-  /^sino?  d'après  les  règles  ordinaires,  la  partie  réelle  sera 

égale  à  C08/I2X,  et  le  coefficient  de  y/-— ï  à  sin/nx.  Or  le  développe- 
ment de  la  puissance  m  d'un  binôme  s'efiEéctue  au  moyen  d'une  for- 
mule très-simple;  on  aura  donc  ainsi  le  développement  général  de 
cos/Rjr  et  sin/Tix,  m  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Ces  formules 
sont 

C08/7IX  =  cos"*Jc ^ cos""*xsin*x 

1.2 

H -^ *-^ — r—H cos*^x  sin*-h .  .  .  , 

i.a.3.4 

__,      .  mf/»  —  i)(iii  —  a)      _  ,     .  . 

sm mx^m  cos*"'  x  smx ^ -^ cos"'  x  sm*x  -*-.... 

i.a.3 

On  peut  observer  que  le  développement  de 

(  cosx  —  /—  I  sinx  )** 

ne  difiérerait  de  celui  de 

(cosx  -h  /^sinx)"* 

que  par  le  signe  des  termes  où  se  trouvent  les  puissances  impaires  de 
V^  I ,  et  que,  par  conséquent, 

(cosx—  y/-— Tsinx)"*=  cosmx  —  y^— isinmx. 

4.  En  entendant  par  racine  r^  d'une  expression  imaginaire  une 
autre  expression  qui,  élevée  à  la  puissance  n^  suivant  le  sens  convenu, 

X  2? 

reproduirait  la  première,  on  voit  que  cos  -  ±:  \--\  sin  -  est  une  ra- 
cine /i'*'"*  de  cosx  ±  y'— 1  sinx,  puisque  nous  avons  prouvé  que,  pour 
élever  une  semblable  expression  à  la  puissance  rfi^^  D  suffit  de  mul- 
tiplier Tare  par  /7.  On  a  donc 

(cosx db i/—  I  sinxV  =  cos  -  dt  i/—  I  sin  -; 
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et  si  l'on  élève  les  deux  membres  à  la  puissance  />,  il  vient 

(cosx  =t:  v^^^sinx)»  =  cos  -  X  ±  i/^sin^  x. 

ce  qui  montre  que  l'équation  (i)  est  vraie  quand  m  est  un  nombre 
fractionnaire  quelconque  -?  en  entendant  seulement   par   là  que 

cos-xdbv/^sin-or,  élevé  à  la  puissance  /t,  donnerait  la  puis- 
sance p  de  QO%x  ±  /— isinx,  et  que^  par  conséquent,  il  est  une 
des  racines  it*^*^  de  cette  puissance  /?. 

L'équalion  (i)  est  encore  vraie  si  m  est  égal  à  un  nombre  négatif 
—  /i.  En  effet, 

(cosxH-  v/^T6injr)~'"=  7 / —  . — >  ~  7 / —  • T' 

(cosxH-y'-— ismxj       (coswj?-4-v  — ism/trj 

or  diviser  par  cos/ix  -+-  \/^sin/ijr,  c'est  trouver  une  expression  qui, 
multipliée  par  ce  diviseur  d'après  les  règles  communes,  donne  pour 

produit  le  dividende;  ce  quotient  est  donc  cos/zx  —  v/^sinnx. 
Donc 

(COSX-+-  ^ -  isinj:)~*=  cos(—  /ij:)-*- /— isin(— /ix).       , 

La  formule  (i)  est  donc  vraie,  quelque  valeur  réelle  qu'ait  m,  en  ob- 
servant toutefois  que,  si  la  puissance  m  est  susceptible  de  plusieurs 
valeurs,  nous  avons  seulement  prouvé  ici  que  le  second  membre  en 

est  une. 

• 

5.  Nous  allons  résoudre  maintenant  la  question  inverse,  qui  con- 
siste à  développer  cos"*  j?  et  sin"  x  au  moyen  des  cosinus  et  sinus  des 
arcs  multiples  de  x,  m  étant  un  nombre  entier. 

Pour  cela  nous  poserons 

cos.r  -4-  y' — isinx  =  tt, 
cosx  -+-  v/--i sin j?  =  p, 


d'où 

et,  par  suite. 


2  ces  X  =  tt  -H  p, 


a^cos^x  =  a"*-h  /?m"^'  v h «■»-»p»-i-. .  .h-  muv^~*  +  p*. 

1.2 
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Observant  maintenant  qae  im^  =  i,  et  que  ic*+i^=  acos^ur,  on  aun 

a'"cos"x=aco8ma:-ha/?fCOSlm — a)x-»-a — ^cos{/w — 4)x-*-.... 

Si  m  est  pair,  le  terme  qui  se  trouve  au  milieu  du  développement  de 


m 


(iw-i)...  (^-1) 


(«  -h  ï')'"  se  réduit  à ^^ et  forme  le  dernier  terme 

/n 

1.2 — 

1 

du  développement  de  a^cos^x.  Si  m  est  impair,  les  deux  termes  du 

milieu  sont  en  «  et  (^  de  la  forme 


m+i    m— I  m —1    m  h-i 


u  *    (f  *       et     II   *   t» 


a 


) 


expressions  qui  se  réduisent  respectivement  à  u  et  p,  puisque  ao 
Le  dernier  terme  du  développement  de  a"'cos"x  est  alors 


/Jl(llf-l)...l^— ^— j 

■•' (^) 


cosx^ 


On  développera  maintenant  8in'"x  en  observant  que 

a  /— isinj:  =  «  —  Vy 


d'où 


2'*'(4/— i)'"8in'"^  =  «"—  mtf^'^v-i i£**~*p*.. .  : 

^  i.a 


ce  qui  signifie  toujours  que  les  parties  réelles  sont  les  mômes  de  part 

et  d'autre,  ainsi  que  les  coefficients  de  v/--'^»  s'il  y  reste,  ce  qui  n'ar- 
rivera que  si  m  est  impair. 

Supposons  d'abord  m  pair  :  les  termes  à  égale  distance  des  extrêmes 
seront  de  môme  signe,  et,  en  les  réunissant  deux  à  deux,  on  trouvera 


m 


2'"(—  i)*  sin"'jc=  acos/w.r  —  awi  cos(w  —  a)j: 

-i Cv')S  ni  —  4  )  «^  —  •  -  ■  i 


a 

i.a 
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le  dernier  terme  sera 

//î(/»-i)...^~-hi) 

m 
i.a — 

le  signe  +  correspondant  à -^  pair,  et  le  signe  —  à  — impair.  Si  m 
est  impair,  le  développement  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

en  remplaçant  partout  uv  par  i .  Si  donc  on  observe  que 

on  aura,  en  ne  prenant  que  les  coefficients  de  /— i, 

a"!— i)   »   sin^jc  =  a sin/wor  —  amsin(/n  —  a)x 

mi  m  —  0  •   /  /\ 

H-  a  — i "'  sm(/7i  —  4  ) -a:  — . . .  ; 

I  •  a 

le  dernier  terme  sera 


fimx, 


le  signe  h-  ayant  lieu  quand sera  pair,  et  le  signe  —  quand  il 

sera  impair. 

6.  Examinons  maintenant  en  quoi  consiste  l'avantage  que  remploi 
(]e  ^37  a  procuré  dans  la  recherche  des  développements  de  cos^x 
et  sin^x. 

Nous  avons  remplacé  a  cosx  par 

cosx -t- v^— i  sinx -+- cosx  —  v^— I  sinx, 
(jui  lui  est  identique,  puisque  les  deux  termes 

^—  i  sinx    et    —  ^/^sinx, 
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traitée  comme  s'ils  représentaient  des  nombres,  se  détruisent.  Et 

même  si,  au  lieu  de  v^^,  on  met  une  quantité  \  indéterminée,  on 
pourra  remplacer  scoso?  par 

(cosar  -hXsina:)-+-(cos^  — Xsina:); 

et  quelque  calcul  que  Ton  effectue  sur  cette  expression,  le  résultat 
sera  nécessairement  indépendant  de  \  et  les  puissances  d'un  même 
degré  quelconque  de  cette  lettre  auront  zéro  pour  coefficient.  Or 
prendre  seulement  les  termes  réels  du  résultat,  c*est  négliger  les  puis- 
sances impaires  de  X  et  ne  conserver  que  les  puissances  paires,  œ 
qui  est  permis,  puisque  les  coefficients  de  chaque  puissance  de  X  sont 
nuls.  Mais  quand  on  remplacera  X'  par  i^  il  pourra  y  avoir  des  ré- 
ductions entre  les  termes  correspondant  à  des  puissances  différentes 
de  X,  et  notamment  avec  ceux  qui  ne  renfermaient  pas  X,  et  qui  sont 
précisément  ceux  que  l'on  trouverait  en  ne  transformant  pas  d*abord 
acosx.  n  peut  donc  résulter  de  là  de  nouvelles  combinaisons  qu', 
sans  altérer  la  valeur  du  résultat,  lui  donnent  une  tonne  plus  com- 
mode. Gela  revient  à  ajouter  au  résultat  des  quantités  qui  se  détrui- 
sent; mais,  à  chaque  instant,  dans  TÂlgèbre,  on  voit  de  pareils  arti- 
fices faciliter  les  transformations;  et  ce  qui  fait  que,  dans  le  cas 
actuel,  on  en  retire  réellement  nn  très-grand  avantage,  c'est  que  les 
deux  binômes  dont  la  somme  remplace  a  oosx  sont  tels,  que  les  puis- 
sances de  chacun  d'eux  s'effectuent  immédiatement  par  la  multiplica- 
tion de  l'arc,  et  que  le  produit  des  puissances  semiblables  de  l'un  et 
l'autre  est  l'unité.  D  résulte  de  là  que  la  puissance  m^  de  cos  or  se 
trouve  immédiatement  exprimée  au  moyen  des  cosinus  des  arcs  mul- 
tiples de  â:  ;  et  il  en  est  de  même  pour  sin'"x. 

Usage  des  lignes  trigonométriqties  pour  i* extraction  des  racines 
des  quantités  réelles  ou  imaginaires, 

7.  Les  racines  de  degré  m  d'un  nombre  réel  positif  ou  négatif  :±:  Â 
sont  les  racines  de  l'équation 

j"'qpA  =  o; 

ces  racines  peuvent  se  ramener  à  celles  de  l'unité,  posant  y  =  axy 
a  désignant  la  racine  n^^^  arithmétique  du  nombre  A;  l'équation  pro- 
posée se  trouve  ainsi  ramenée  à  la  suivante  : 

j:^  q:  I  =  o, 
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dont  nous  allons  déterminer  les  m  racines,  qui  sont  toutes  inégales, 
puisqu'il  n'y  a  pas  de  commun  diviseur  entre  le  premier  membre  et 
sa  dérivée.  Soit  d'abord 

-c^— 1=0,    ou    x^=i. 
Nous  pouvons  représenter  i  par  une  expression  de  la  forme 

C08ZH-  y/— isinz, 

dont  nous  savons  qu'il  est  facile  d'extraire  la  racine.  Il  suffît  de  poser 
z=^nn,  n  étant  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif;  et 
Ton  aura  identiquement 


I  =  cosanir  -♦-  / — isina/z^r. 
Donc  l'expression 

h  V— ism  — 


^niT        /■■■■—  . 

(i)  C08 h/— ism 


donne  les  racines  nr'^  de  i,  et,  par  conséquent,  des  valeurs  de  x 
pour  toute  valeur  entière  de  n. 

Or  on  reconnaît  immédiatement  que  l'expression  (i)  ne  change  pas 
quand  on  augmente  ou  qu'on  diminue  n  de  m  ou  d'un  multiple  entier 
quelconque  de  m.  U  suffit  donc,  dans  la  série  indéfinie  des  nombres 
entiers  positifs  ou  négatifs,  d'en  prendre  m  consécutifs  quelconques; 
ils  donneront  toutes  les  valeurs  de  l'expression  (i).  De  plus,  il  est  fa- 
cile de  voir  qu'elles  seront  toutes  différentes,  parce  que  deux  de  ces 
arcs  ne  peuvent  avoir  le  môme  sinus  et  le  môme  cosinus;  donc  toutes 
les  racines  de  l'équation 


a.*"*— i  =  o 


seront  données  par  la  formule 


X  =  cos db  y—\  sm 


m  m 


) 


dans  laquelle  on  donnera  à  /i  les  valeurs  o,  i ,  a, . . . ,  jusqu'à  ce 
que  Ton  ait  m  valeurs  pour  le  second  membre  ;  car.  c'est  comme  si 
l'on  donnait  kn  m  valeurs  (k)nsécutives,  les  unes  positives,  les  autres 
négatives. 
Si  m  est  pair,  on  posera  m  -=  a  A-,  et  il  viendra 


nie  .     / —  .    nie 


4?  =  cos  -T-  =t  /—  ism  -7- 


X' 
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Il  faudra  alors  donner  à  ti  les  valeurs  o,  1,3,...,/'.  Les  deux  extrêmes 
donnent  â?=:i,a:=:  —  i,et  toutes  les  autres  valeurs  de  x  sont  ima- 
ginaires, conjuguées  et  réciproques  deux  à  deux. 

Si  Ton  a 

m=  a/- H-  I, 

il  faudra  donner  à  n  les  valeurs  o,  i.  2,. . . ,  ^. 

La  première  donne  x  =  i  ;  les  autres  sont  toutes  imaginaires,  con- 
juguées et  réciproques  deux  à  deux. 

8.  Soit  maintenant 

•r^-t-IrrO      OU       jf"=  —  \^       d'où      X  =  "lj—\. 


On  peut  encore  donner  à  —  i  la  forme  cosz  h-  \/^sin2,  en  posant 
z  =  (a/z  -h  i)fr.  On  aura  donc  des  valeurs  de  x  par  la  formule 

(^/i-kOtt         , .    (2/i-t-i)ir 

X  =  cos h  v^  —  I  sm ; 

m  m 

il  suffira  de  prendre  m  valeurs  consécutives  de  n,  parce  qu'elles  cor- 
respondront toutes  à  des  sinus  ou  cosinus  différents,  et  toutes  les 
autres  valeurs  de  n  fourniront  les  mêmes  valeurs  pour  or.  Toutes  les 
racines  de  l'équation 

r*H-  1  =  o 

sont  donc  données  par  la  formule 

X  =  O0&  ' ^  ±i  y/—  I  sm 1 

m  m 

en  donnant  à  n  des  valeurs  positives  depuis  zéro,  jusqu'à  ce  qu'il  en 
résulte  m  valeurs  pour  le  second  membre.  Si  m  =  iA^  les  valeurs 
de  n  seront  o,  i ,  a,. . . ,  X*  —  i  ;  celles  de  x  seront  toutes  imaginaires, 
conjuguées  et  réciproques.  Si  m  =  2X--M,  les  valeurs  de  n  seront 
o,  1 ,  2, ...,/',  la  dernière  donnera  x  =  —  i  ;  toutes  les  autres  valeurs 
de  X  seront  conjuguées  et  réciproques. 

Les  racines  de  it  i  étant  connues,  on  aura  celles  de  =ii  A  en  les 
multipliant  par  la  racine  arithmétique  de  Â. 

Les  facteurs  réels  du  premier  et  du  second  degré,  dans  lesquels 
peuvent  se  décomposer  les  binômes  x"— i  etx"H-i,  peuvent  être 
représentés  par  une  construction  fort  simple,  qui  dépend  de  la  divi- 
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sion  da  cercle  en  parties  égales,  et  qui  a  été  donnée  par  le  géomètre 
anglais  Cotes. 


9.  Cherchons  maintenant  à  extraire  la  racine  mr'^  d'une  expression 
de  la  forme  ^ 

Nous  pouvons  la  mettre  sous  la  forme 

p  (cos*  ±:  v^^sinz), 
en  déterminant  p  et  2  par  les  deux  équations 

pcos2  =  ^,    psinz  =  ^; 


d'où 


P  =  db  Wa^  -H  b\    cosz  =  -  j     smz  =  - 

P  ? 


Ponr  plus  de  commodité,  nous  ne  prendrons  que  la  valeur  positive 
de  p.  Désignons  par  q>  le  plus  petit  arc  positif  ayant  pour  cosinus  ~ 

et  pour  sinus  -;  on  pourra,  sans  que  ces  lignes  changent,  l'augmen- 
ter d'un  nombre  quelconque  de  circonférences,  et  Ton  aura 

a  ±:  byj'-i  =  p  [cos(î> -»-^2/i7r)±: /— i  sin(^  -f-  a«7r)]. 

On  aura  des  racines  nî^'^  de  cette  expression  en  prenant  la  racine 
n&^  arithmétique  de  p,  et  la  multipliant  par  la  racine  du  second  fac- 
teur, que  Ton  obtiendra  par  la  division  de  Tare  ;  on  a  ainsi 

ow(cos  ^ ±v/— ismî ). 

'     \  m  "  m      ) 

n  suffit  évidemment  de  donner  à  /?  m  valeurs  consécutives,  positives 
ou  négatives;  toutes  les  autres  donneraient  les  mêmes  résultats.  De 
plus,  ces  m  valeurs  de  n  donnent  des  valeurs  différentes  pour  les  si* 

nus  ou  cosinus  de-^ — — — -\  donc,  en  donnant  à  /i  les  valeurs  o,  i, 

2, . . . ,  m  —  I ,  toutes  les  valeurs  de  la  racine  cherchée  seront  données 
par  la  formule 

Cidc,  inf,  D,  —  I.  28 
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les  signes  supérieurs  de  v  — 7  se  correspondant,  ainsi  que  les  infé- 
rieurs. 

10.  La  transformation  de 

fldz6|/^    en    p (cos2 ±: v^^sinz) 

ramène  toutes  les  opérations  sur  les  quantités  imaginaires  aux  opéra- 
tions sur  leis  expressions  de  la  forme 

et  nous  avons  vu  que  celles-ci  se  ramenaient  toutes  aux  opérations 
immédiatement  inférieures  sur  les  arcs,  propriétés  tout  à  fait  ana- 
logues à  celles  des  exponentielles. 

Cette  analogie  sera  encore  augmentée  par  les  considérations  sui- 
vantes. 

Représentation  des  sinus  et  cosinus  par  des  exponentieHes 

imaginaires* 

44 .  Si  dans  le  développement  de  e*  on  change  xenx  ^^^  etqu'on 
représente  la  série  résultante  par  e*^-^,  on  aura 


x"        JC»^~ 


1 


^  '  i.%       i.a.3       1.2.3.4 

Si  Ton  convient  de  même  de  désigner  par  e"^'  le  résultat  de  la 
substitution  de  —  x/— i  à  x  dans  le  développement  de  e'^  on  aura 

(a)       c-**^"'=i  — xv~i h 


1.1  l.%.'6  l.a.3.4 

Ces  équations  peuvent  être  écrites  comme  il  suit  : 

e'^=  cos.r  -h  |/— isinx, 
e-^^  =z  cosa;  —  ^^sinx  ; 


(3) 

d'où  Ton  tire 


(4) 


cosx  =  ^      ^  ^ 
a 


smx  = 


a/— I 
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et  dans  toutes  ces  formules  il  ne  faut  pas  oublier  que  c*^~^  et  ^*^-^ 
n'ont  aucun  sens  comme  exponentielles  :  elles  ne  représentent  autre 

chose  que  les  séries  qu'on    obtient   en  substituant  +  x  yf^i  et 

—  X  v/^  dans  le  développement  de  ^,  et  traitant  ^/^  de  la  manière 
convenue. 

12.  Il  est  facile  de  démontrer  que  ces  exponentielles  imaginaires 
doivent  être  traitées  d'après  les  mêmes  règles  que  si  les  exposants 
étaient  réels. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  multiplier  é*^^  par  tf''*^, 
en  entendant  toujours  par  là  les  séries  qui  représentent  ces  expres- 
sions, et  qui  peuvent  être   remplacées  par  cosx+/^sina:  et 

cos^  H-  vZ—T sinj,  dont  le  produit  est  cos{^  4-^)  -t- v/^^sin(jr  -*-/). 
Cette  dernière  expression  est  représentée,  dans  le  même  sens,  par 

La  règle  des  exposants  réels  s'observe  donc  dans  la  multiplication  des 
exponentielles  imaginaires,  et,  par  suite,  dans  leur  division,  dans  leur 
élévation  à  des  puissances,  et  dans  l'extraction  de  leurs  racines. 

On  pourrait  encore  déduire  cette  proposition  de  ce  que,  e**^'  étant 
égal  à  e'é'^  pour  toutes  les  Valeurs  réelles  de  x  et^,  on  a  identique- 
ment 


(r-f-r)      (.r-hr)' 

: }_: ; j- 

1  1.2 


\       I      i.a         J\       i      \.i        ) 


L'identité  ne  sera  pas  troublée  en  changeant  dans  les  deux  membres 

X  en  xv/^,  ou  y  en  jr^^;  et  l'on  trouvera  toujours  les  mômes 
termes  réels  ou  imaginaires  avec  les  mêmes  signes  :  d'où  l'on  conclut 

ou  encore,  en  supposant  qu'on  change  seulement^  en jV^ "7, 

çix^r/=i)  ==  e'é^^-'=  ^'(cosj-h  /^sinr). 

13.  On  est  convenu  de  donner  le  nom  de  logarithmes  aux  exposants 
imaginaires,  comme  aux  exposants  réels.  Ainsi  x  -♦- j/ITT  est  le  loga- 

38. 
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rilhme  de  ^(cosj'-f-/^8in/);  et  pour  avoir  le  logarithme  d'une 
ezpressioii  de  la  forme  a  =b  6 y^— i,  on  posera  d'abord 

f  étant  la  plus  petite  valeur  positive  de  x,  et  l'on  aura 

l(fld=*V^^)=il(a»-+-*»)±v/^.(?=ta/t«). 
Si  6  =  o,  on  a,  pour  toutes  les  valeurs  du  logarithme  de  o, 

la  ±  v^— i(f  ±a/îïr). 

L'arc  f  est  égal  à  o  si  <7  est  positif,  et  égal  à  ir  si  a  est  négatif.  On  a 
donc,  en  entendant  par  \a  le  logarithme  arithmétique  du  nombre  //, 

1(h- fl)=  Ifl  ±:  anîrv/— i, 
1(— a)=  laifc{a/i-*-i)irv/— 1. 

Cette  dernière  expression  ne  donne  aucune  valeur  réelle;  la  première 
en  donne  une  seule. 
En  faisant  a  =  i,  on  trouve 

li=  ±  2/ï^v''^,    1(— i)  =  ±(art-M)iry'~i. 

14.  On  peut  exprimer,  au  moyen  des  formules  précédentes,  les  ra- 
cines des  équations  de  la  forme 

x*"-+-/?x*H-y  =  o. 

En  effet,  on  en  tire  d'abdrd 


—f-V^f-v. 


Si  l'on  9.£p  —  q>o^oM  =  o,  les  valeurs  de  x  seront  les  racines  de 
4 

quantités  réelles,  et  nous  avons  vu  comment  on  pouvait  les  exprimer 
au  moyen  des  lignes  trigonométrlques. 

Si  l'on  a~ — 7<o,   les   valeurs  de  af^  seront   de  la  forme 
4 
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azïih  }J—  I ,  et  Ton  eo  extraira  les  racines  nfi'^^  comme  nous  Tavons 
indiqué  en  dernier  lieu. 

Si  Ton  forme,  d'après  les  valeurs  de  ces  racines,  les  facteurs  réels 
de  x^+/?4r"-f-i/,  on  reconnaît  immédiatement  une  construction 
simple  qui  les  représenta  géométriquement,  et  qui  repose  sur  la  divi- 
sion du  cercle  en  parties  égales.  Nous  nous  dispenserons  d'entrer  dans 
ces  détails. 

Nous  terminerons  en  faisant  remarquer  que  les  expressions  imagi« 
naires  sont  souvent  un  moyen  de  généralisation  qui  ne  saurait  ôtre 
remplacé  par  aucun  autre.  Ainsi  la  décomposition  si  utile  des  poly- 
nômes algébriques  en  facteurs  du  premier  degré  n*est  possible  que  par 
remploi  des  imaginaires. 
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NOTE    It. 


NOTE  II. 

DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES. 


15.  Toute  fraction  rationnelle  de  x  peut  être  considérée  comme 
composée  d'une  partie  entière  par  rapport  à  j?  et  d'une  fraction  dont 
le  numérateur  est  d'un  degré  moindre  que  le  dénominateur. 

F(-r) 
Soit  j — j-  cette  fraction.  Nous  nous  proposons  de  la  décomposer  en 

fractions  plus  simples,  ayant  pour  dénominateurs  les  facteurs  prenuers 
de/(x);  ce  qui  exige  d'abord  que  l'on  cherche  les  racines  de  ce  po- 
lynôme. Supposons-les  déterminées,  et  considérons  d'abord  le  cas  où 
elles  seraient  toutes  inégales  ;  désignons-les  par  a^  byC^,..^  L  Soient 
Â,  B,  G, . . .,  L  des  constantes  indéterminées,  et  proposons- nous  de 
satisfaire  à  l'identité 

F(.r)  __     A  B  C  .       L 

j{j:)       X  —  a      X  —  b      x  —  c  x  —  / 

ou,  en  multipliant  par/(x), 

;0      r(.)  =  A/ifl+B/i4-Hcil:^-....-vL^'^. 

JT  —  a  .r  —  o         X  —  c  X  —  / 

Toutes  ces  divisions  indiquées  dans  le  second  membre  donnent  des 
quotients  entiers,  et  les  indéterminées  sont  en  môme  nombre  que  les 
différents  ordres  de  termes,  relativement  à  x  :  on  pourrait  donc  trou- 
ver leurs  valeurs  en  égalant,  suivant  la  méthode  ordinaire,  les  coeffi- 
cients des  mômes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres.  Mais  il 
existe  dans  le  cas  actuel  un  moyen  beaucoup  plus  simple.  En  effet,  si 
Ton  fait  x—a^  l'identité  subsistera  toujours,  et  tous  les  termes  du 

second  membre  disparaîtront,  excepté  A •  Pour  savoir  ce  qu'il 

devient,  on  pourrait  faire  d'abord  la  division  par  x  —  a^  puis  faire 
x:=  a  dans  le  quotient  entier  ;  mais  il  vaut  mieux  traiter  la  fraction 
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f  (x)  o 

*  -^    d'après  la  règle  relative  aia  fractions  qui  se  réduisent  à-i  et 

Ton  voit  alors  qu'elle  se  réduit  à  /'(n). 
Ainsi  rbypothèse  j?  =  a  réduit  l'identité  de  la  formule  suivante  : 

¥(a)  =  Af{a),    d'où    A  =  ^j, 

et  comme  /'{a)  n'est  pas  nul,  puisque  ,a  n'est  pas  une  racine  mul- 
tiple, il  est  toujours  possible  de  déterminer  A  de  manière  que  l'équa- 
tion (])  ait  lieu  pour  x  =  a. 
On  voit  de  même  qu'en  prenant 

u^  F(ô)      ^      Tic)  F(0 

l'équation  (i)  sera  satisfaite  par  or  =  6,  4?  =  c, . . . ,  x  =  /.  Il  reste  à  en 
déduire  la  preuve  de  l'identité  (i)  ;  car  il  est  très-important  d'obser- 
ver, en  général,  qu'il  ne  suffit  pas  d'avoir  trouvé  des  valeurs  pour  les 
coefficients  indéterminés,  lorsque  l'on  n'a  pas  prouvé  d'avance  la  pos- 
sibilité du  développement.  Or  on  sait  que,  quand  deux  fonctions  entières 
de  X  sont  égales  pour  un  nombre  de  valeurs  particulières  de  x,  supé- 
rieur au  degré  du  terme  le  plus  élevé,  elles  sont  égales,  terme  pour 
terme.  Donc  les  deux  membres  de  l'équation  (i)  sont  rendus  iden- 
tiques par  les  valeurs  trouvées  pour  A,  B,  C,. . . ,  L,  puisqu'ils  sont 
ég^ux  pour  les  diverses  valeurs  a,  b,  r, . . . ,  /,  dont  le  nombre  sur- 
passe d'une  unité  le  degré  du  terme  le  plus  élevé. 

16.  S'il  y  avait  des  racines  imaginaires,  rien  ne  serait  cbangé  dans 
les  raisonnements  précédents.  Les  constantes  qui  se  rapporteraient  à 
deux  racines  conjuguées  ne  différeraient  l'une  de  l'autre  que  par  le 

signe  de  |/^,  et  les  deux  fractions  seraient  de  la  forme 

M-Nv/~  M-+-Nv'~ 


Si  Ton  veut  faire  disparaître  les  imaginaires,  on  effectuera  la  somme 
de  ces  deux  fractions,  qui  se  réduira  à 

aM(x~a)-MeN 
On  agirait  de  même  pour  toutes  les  autres  racines  imaginaires. 
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il,  SuppoeoDS  maintenanl  que  l'équation 

ait  à  la  fois  des  racines  inégales  et  des  racines  égales;  soit  a  Tune 
quelconque  de  ces  dernières,  et 

/(x)=(x-arç(x), 

le  polynôme  f  (x)  n'admettant  plus  le  facteur  [x—a)]  posons 

,.F(x)_        A  A,  A.  A^.       JP_' 

ou,  en  multipliant  par /(xj, 

l^\  1  PW  =  A? (x)  -4-  A.(.r  -  a)^[x)  -+-  A,(x~  «^^(x)  -h.  . . 
^  M  -hA_.(x-flr»y(x)  +  P(x-«)-. 

Le  nombre  des  coefficients  du  polynôme  P,  ajouté  an  nombre  des  con- 
stantes A,  Ap . . . ,  A^_p  est  égal  au  nombre  des  termes  de  cette  équa- 
tion, et  il  s*agit  de  les  déterminer  de  manière  à  la  rendre  identique. 
Si  Ton  y  fait  X  =  a,  on  obtient 

F(a)  =  A^(a), 

d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  A.  Différentiant  Téquation  (a)  et  faisant 
ensuite  x  =  a,  il  vient 

F'(â)  =  A(?'(a)-t-A,?(a). 

Différentiant  successivement  la  môme  équation  et  fiiisant  ensuite  x = a, 
on  introduira  à  chaque  fois  on  nouveau  coefBcient,  et  Ton  pourra  ainsi, 
au  moyen  de  m-^i  différentiations,  déterminer  A,  A,, ... ,  A^.,.  Les 
termes  provenant  de  P(x  — a)"*  disparaîtront  tous  par  Thypothèss 

X  =  tf. 

Cherchons  la  formule  générale  qui  représente  toutes  ces  équations 
successives,  et,  pour  cela,  différen tiens  p  fois  Téquation  (a). 

Pour  savoir  ce  qui  reste  de  chacun  des  termes  quand  on  fera  x  =  a 
après  la  différentiation,  considérons  le  terme  général  A,(x  —  a)*<p(x). 
On  trouvera  sa  dérivée  de  l'ordre  p  au  moyen  de  la  formule  connue 

^^^.  =  (yR  +  p(r'R'  H-  ^^^^^  Q'-'R'-H ...  -H  QR', 
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dans  laquelle  les  exposants  de  Q  et  R  sont  des  indices  de  différentia- 
tion.  On  aura  ainsi 

^^     ^^p  '^   ^-'  =  ^(n  -  l). . .(«  -/?-*-  l)(^  — û)"-'?!^) 

(3)  : 

X  X  ( x  -  fl )"-''*=' (p"( or)  -+-. .  .(x  —  ^)V(-^)- 

Si  p  est  plus  grand  que  n,  les  premiers  termes  auront  des  exposants 
négatifs,  et  on  devra  les  omettre,  parce  que  leurs  coefficients  seront 
zéro  ;  cela  tient  à  ce  que,  quand  (x  —  a)  sera  affecté  de  Fexposant 
zéro,  il  donnera  zéro  pour  dérivée. 

Voyons  maintenant  ce  que  devient  le  second  membre  de  Téqua- 
tion  (3)  quand  on  y  fait  x=  a.Si  Ton  a  ;?  <  /i,  il  se  réduit  à  zéro. 
Si  Ton  a  /?=  n,  il  se  réduit  à  son  premier  terme  iz(/i—  I)...2.1«p(^)• 
Enfin  si  Ton  a  /?  <  /i,  il  faudra  se  borner  à  prendre  le  terme  qui  en  a 
p^n  avant  lui,  parce  qu'il  aura  zéro  pour  exposant  ;  les  précédents 
auraient  donc  un  exposant  négatif  et  doivent  être  omis,  comme  nous 
l'avons  dit  ;  et  les  suivants  deviendront  nuls  quand  on  fera  a;  =  a.  Le 
second  membre  de  l'équation  (3)  se  réduit  donc  alors  à 

Donc  réquation  (a),  différentiée  p  fois  en  supposant^  <  m,  donnera, 
pour  X  =  a,  en  observant  qu'il  faut  s'arrêter  kn^  p^ 

(4)  h-^(/^-i)...(/?-«-m)A,<p^-(«)h-... 
(  -4-/7(y^--i)...a.iAp?(a). 

Telle  est  l'équation  générale  qui,  en  donnant  à  p  toutes  les  valeurs 
entières  depuis  o  jusqu'à  m  —  i  inclusivement,  fournira  m  équations, 
d'où  l'on  déduira  successivement  chacune  de?  quantités  A,  Af...,  A^.,. 
Ces  équations  sont  les  suivantes  : 

/    F  W=Aç  (a), 

FW=At'{«)4-A,K 

F'(^)=Aç*'(«)  ^  aA,  ç'  (n)  -f-  2. 1  X,<f(a), 

(5)  /   F»=Av»4-3A,<p"^/)  -+-  3.aA,ip'(«)  -*-  3.a.i  A3 <?(«), 

I    ••..••••..«.. • ...«•.•..,•....• , 

F*"-'  [n) = A^— •  («)-h(/;/  - 1  )  A,  f*-\n) + (///- 1  ){m  -  2)  A/Z'-^'O  -r . .  . 

H-(/ll-.l)(w-2)...2.lA„,,o(rt). 
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La  première  équation  donne  la  valeur  de  A,  et  ce  sera  la  seule  iDcon- 
nue  si  /;?  =  I  ;  la  deuxième  fait  ensuite  connaître  Immédiatement  A„  la 
troisième  A,,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  A^.^  :  et  il  n'y  aura  jamais  im- 
possibilité, parce  que,  le  coefficient  du  dernier  terme  n'étant  jamais 
zéro,  on  trouvera  toujours  une  valeur  finie  pour  chaque  inconnue. 

Il  reste  à  prouver  que,  réciproquement,  si  l'on  prend  pour  Â, 
A, . . . ,  A,^,  les  valeurs  ainsi  déterminées,  on  aura  satisfait  à  l'ideQ- 
tité  (a).  En  effet,  ces  valeurs  sont  tirées  des  équations  (5),  qui  expri- 
ment que  l'hypothèse  x  =  a  annule  le  polynôme  suivant  et  ses  m  —  i 
premières  dérivées, 

F(x)  -  A.p(.r)  -  X,(x^a)y(x)  -  A,(x-  ai»(p(ar)...-A^,(a:  -fl(«->W. 

Donc,  d'après  un  théorème  connu,  ce  polynôme  est  divisible  par 
{x  —  a)"  et  peut  être  mis  sous  la  forme  V(x  —  «)"•,  P  étant  un  po- 
lynôme entier  qu'il  sera  facile  de  connaître.  Donc  les  identités  (2]  et 
(])  seront  satisfaites. 

Gela  posé,  on  pourra  traiter  d'une  manière  semblable  la  fraction 

p 

-- — -  relativement  à  une  autre  racine  multiple,  si  elle  en  renferme, 

et  continuer  ainsi  jusqu'à  la  dernière.  La  fraction  ~ — [  sera  donc  dé- 

composée  en  fractions  dont  les  numérateurs  seront  indépendants  de  x, 
et  dont  les  dénominateurs  ne  renfermeront  respectivement  qu'un  seul 
fecteur  premier  de /(or),  élevé  à  une  puissance  égale  ou  inférieure  au 
degré  de  multiplicité  de  ce  facteur. 

De  plus,  il  est  facile  de  reconnaître  que  cette  décomposition  ne  peut 
se  faire  que  d'une  seule  manière  ;  car  si  les  constantes  relatives  à  la 
racine  a,  par  exemple,  étaient  susceptibles  de  plusieurs  valeurs,  oa 
devrait  les  trouver  toutes,  soit  que  le  calcul  fût  fait  d'abord  pour  cette 
racine,  ou  pour  toute  autre.  Or  nous  avons  reconnu  que  les  constantes 
A,  A,,. . . ,  A„_,  ne  pouvaient  avoir  chacune  plus  d'une  valeur.  Donc  il 
n'est  possible  de  décomposer  la  fraction  que  d'une  seule  manière  en 
fractions  simples  de  la  forme  proposée. 

On  conclut  de  là  que,  pour  les  racines  autres  que  la  première  n,  il 
ne  sera  pas  nécessaire  de  recommencer  les  calculs  sur  le  polynôme  P 
et  les  suivants.  Il  suffira  de  changer  dans  les  équations  (  5  )  les  quan- 
tités nzy  a  et  <f(x)  en  celles  qui  se  rapporteront  à  toute  autre  radne 
de  l'équation /(x)  =  o;  car  c'est  ce  que  l'on  obtiendrait  en  commen- 
çant successivement  par  chacune  d'elles. 

18.  Les  calculs  précédents  exigent  que  Ton  forme  le  polynôme  f  (x) 
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qui  est  le  quotient  de  la  division  de  /(or)  par  (x  —  a)"*.  On  peut  se 
dispenser  de  faire  cette  opération,  et  exprimer  <p(û),  <p' («),...,  ?"^'(^)» 
au  moyen  des  dérivées  de  la  fonction  /  (x)  elle-même  :  on  les  substi- 
tuera ensuite  dans  l'équation  générale  (  4))  de  laquelle  se  tirent  toutes 
les  équations  (5).  Or,  si  Ton  différentie  les  deux  membres  de  Téqua- 
tion 

/(x)  =  (x-.fl)"'ip(j:), 

ils  se  réduiront  à  zéro  par  Thypothèse  or  =  <?,  si  le  nombre  des  diffé- 
rentiations  est  inférieur  à  m.  Supposons-le  donc  égal  k  m-hp,  p  étant 
un  nombre  entier  et  positif  quelconque. 

Il  est  inutile  de  répéter  ici  ce  qui  a  été  dit  au  sujet  de  Téquation  (  3), 
et  Ton  aura,  en  faisant  x  =  a  dans  les  dérivées  de  l'ordre  /ti  +  /?, 

f'^P(a]  =  (/7i-h^)(/7H-/?  — i)...(y7-hi)^(/7); 
d'où 

(^la)= '■!. ^-—l é 

^^    '      (m -h  p)(m -^  p —  i).  ..(p-i-i) 

L'équation  (4)  devient,  par  là, 


(m  '■*'p)(m  -»-/?  —  i)...(/^-t-  I)        *  (m"hp—i).,.{p-+'  i) 

il  j  . r -. r  -+-...  -h  .A 


(m-^p  —  '^)..,{p'h  1)  *  ''m(m  —  î)...(p-i-  i) 

Si  Ton  donne  à  p  toutes  les  valeurs  depuis  o  jusqu'à  m  ~  i ,  on  aura, 
pour  déterminer  A,  A,, . . . ,  A„_,,  les  m  équations  suivantes  : 

^  '  m  (m  —  i). .  .a.  i 

F(a)=X  --—  -—  •+-  A,      .  '     ^7 ' 

^'  (/w-hi)...a         ' ///(/w  — •  i). .  .a 

fia)  =  A     •^'°^''^')     ^  A  -^^fiîl-  H-  A   /-"'^') , 
(//i4- a). .  .3         '  (/;i-H  i)...3         '/;/...  3 

"••"* j 

F*  \a)  =  At— ^ ^;— î h  A,  7—^ )—^ ^-...-hA^,  ,  ■ — ^— . 

(a/w—i  ).../»  '  (a/ii  —  a). .  ./.i  "*  •      m 

19.  Les  calculs  précédents  peuvent  s'appliquer  aux  racines  imagi- 
naires égales,  aussi  bien  qu'aux  racines  réelles  ;  mais  les  réductions 
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entre  les  termes  homologues  relatifs  aux  racines  conjuguées  ne  donnent 
pas  immédiatement  des  résultats  aussi  simples  que  le  mode  de  décom- 
position que  nous  allons  faire  connaître. 

Soient  a  dt  6/1^7  deux  racines  multiples  de  Tordre  m  de  Téquation 
f(x)  t=  o,  de  sorte  que  l'on  ait 

/(.r)  =  [(-r-a)»-he»]f(x). 
On  posera 

F{x)_       Ax-4-B  A.  j:  -h  B.  .t-!^:£±^s=t^  —  j 

ou 

F(j-)  =  {Ax-t-B)?(jr)-)-(A,x-i-B,)[(x-a)'-i-e']o(xl-(-... 

+  {A_, X  -)-  B,..) [(x  -  a)' -f-  S']"-'  ?{t)  -t-  P[(x  -  «)' -h  e»]-. 

Le  nombre  des  coefficients  indéterminés  est  égal  au  nombre  des  tennes 
qu'il  faut  égaler  de  part  et  d'autre,  en  ayant  égard  à  ceux  du  poly- 
nôme P.  Mais  nous  nous  proposons  ici  de  déterminer  seulement 
A,  B,  A„  B,,...,  A^.„  B^,.  Or,  si  l'on  fait  x  =  a ± ç /I^  dans 
la  dernière  équation  et  dans  ses  dérivées  successives,  chacune  des  équa- 
tions ainsi  obtenues  se  partagera  en  deux  autres,  à  cause  de  la  quan- 
tité imaginaire  v/^;  et  de  plus  il  s'introduira  dans  chaque  nouvelle 
équation  deux  nouveaux  coefficients  inconnus.  Ainsi  la  première  dé- 
terminera A  et  B,  la  seconde  A,  et  B,,  et  la  w^"  A^_,  et  B„_,. 

Ces  mômes  formules  s'appliqueraient  aux  autres  racines  imaginaires 
égales,  en  changeant  convenablement 

On  pourrait  encore,  comme  dans  le  cas  des  racines  réelles  égales,  se 
dispenser  de  former  le  quotient  (p(x),  et  faire  dépendre  sa  valeur  et 

celle  de  ses  dérivées,  pour  x  =  a  :±:  6  v^— i ,  des  valeurs  que  prennent, 
dans  la  même  hypothèse,  les  dérivées  de/(x)  ;  mais  les  formules  sont 
moins  simples  que  dans  le  cas  précédent. 
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NOTE  III. 

RÈGLES  DE  CONVERGENCE  OES  SÉRIES. 


On  appelle  série  une  suite  de  termes  positif  ou  négatifs  dont  le 
nombre  est  infini. 

On  dit  qu'une  série  est  comergente  lorsque  la  somme  des  n  pre- 
miers termes  tend  vers  une  limite  déterminée,  à  mesure  que  n  aug- 
mente indéfiniment.  Elle  est  divergente  dans  le  cas  contraire. 

10.  Le  développement  en  séries  peut  être  très-utile  pour  la  déter- 
mination approchée  des  grandeurs,  soit  constantes,  soit  variables; 
mais  on  ne  peut  évidemment,  dans  des  calculs  soit  numériques,  soit 
algébriques,  remplacer  une  quantité  quelconque  par  une  série,  que 
lorsque  celle-ci  a  pour  limite  cette  quantité  môme.  Il  est  donc  néces- 
saire de  connaître  quelques  caractères  d'après  lesquels  on  puisse  juger 
si  une  série  donnée  est  ou  n'est  pas  convergente.  Nous  allons  exposer 
les  règles  les  plus  simples  qui  ont  été  données  à  cet  effet,  et  dont  quel- 
ques-unes sont  tirées  du  Cours  d'Analyse  de  M.  Cauchy. 

Nous  remarquerons  d'abord  que  la  somme  des  termes  d'une  série 
ne  peut  tendre  vers  une  limite  déterminée,  si  la  grandeur  des  termes 
ne  tend  pas  vers  zéro.  Cela  est  tout  à  fait  évident,  lorsque  les  termes 
sont  tous  de  même  signe,  parce  qu'alors  leur  somme  croîtrait  indéfi- 
niment avec  leur  nombre  ;  mais,  lors  même  qu'ils  seraient  de  signes 
différents,  les  sommes  successives  ne  pourraient  avoir  une  différence 
moindre  que  toute  quantité  donnée  avec  une  grandeur  déterminée, 
puisque  deux  sommes  consécutives  auraient  toujours  entre  elles  une 
différence  finie,  qui  serait  le  terme  auquel  s'arrête  la  dernière. 

0  est  donc  indispensable,  pour  qu'une  série  soit  convergente,  que 
ses  termes  aient  pour  limite  zéro  ;  mais  cela  n'est  pas  suffisant,  comme 
nous  aurons  occasion  de  le  reconnaître.  Il  faut  toujours  s'assurer 
qu'après  avoir  dépassé  un  assez  grand  nombre  de  termes,  à  partir  du 
commencement,  et  s'arrôtant  à  un  terme  quelconque  au  delà,  la  somme 
des  suivants,  quelque  nombre  que  l'on  en  prenne,  est  au-dessous  d'une 
quantité,  qui  peut  être  supposée  aussi  petite  que  l'on  voudra. 
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Il  est  encore  bon  de  remarquer  que,  si  une  série  est  convergente 
quand  on  prend  tous  ses  termes  avec  le  môme  signe,  elle  le  sera  en- 
suite quand  on  multipliera  tous  ses  termes  par  un  même  nombre  quel- 
conque, ou  même  par  des  nombres  différents  positifs  ou  négatifs, 
pourvu  qu'ils  restent  finis.  En  effet,  puisque  la  somme  arithmétique 
des  termes  de  la  première  série,  qui  sont  au  delà  d*un  certain  rang, 
peut  être  supposée  moindre  que  toute  grandeur  donnée,  il  en  sera  de 
môme  dans  la  seconde  ;  car  la  somme  de  ses  termes  au  delà  du  même 
rang,  lors  même  qu'on  les  prendrait  tous  avec  le  même  signe,  sera 
moindre  que  la  somme  des  correspondants  de  la  première,  multipliée 
par  le  plus  grand  des  facteurs  introduits,  qui  est  supposé  fini. 


21.  La  série 


f      I      I  I 


offre  un  exemple  d'une  suite  indéfinie  de  termes  décroissant  indéfini- 
ment, et  dont  la  somme  n'a  pas  de  limite.  En  effet,  faisons  la  somme 


des  n  termes  qui  suivent  -  y  ou 

I  I  I 

•~~~  —  ~t~  ~^""~~~^  H"  « .  •  ~\~  —  4 

72  -t-  1        //  -f-  2  'in 

elle  est  évidemment  plus  grande  que 

î         T                  I  n  -      1 
É H. ..H ou    —  7    ou  enfin    - • 

2/?  2/2  2/Z  2/Z  2 

Donc,  à  quelque  terme  que  Ton  s'arrête  dans  la  série  en  question,  od 
peut  toujours  en  prendre  un  assez  grand  nombre  à  la  suite,  pour  obte- 
nir un  nombre  plus  grand  que  -,*  et,  par  conséquent,  la  somme  des 

termes  de  cette  série  ne  tend  pas  vers  une  limite,  et  peut  croître  indé- 
finiment. 

Séries  dont  tous  les  ternies  sont  positifs, 

22.  Premier  théoràmb.  —  Une  série  est  convergente,  lorsque  le 
rapport  d*un  terme  au  précédent  tend  vers  une  limite  plus  petite  que 
l'unité,  à  mesure  que  le  nombre  qui  exprime  son  rang  devient  déplus 
en  plus  grand.  Elle  est  divergente  lorsque  cette  limite  est  plus  grande 
que  r  unité. 

Soit  la  série 


REGLES   DE    CONVERGENCE   DES    SÉRIES.  447 


U 


et  supposons  que  -^^  ^i  une  limite  k  plus  petite  que  l'unité.  Soit  a 


u 


U.. 


un  nombre  déterminé  quelconque,  compris  entre  i  et  ^;  -^^  finira 


u 

m 


par  ôtre  constamment  inférieur  à  a,  quand  n  aura  dépassé  une  cer- 
taine valeur.  En  considérant  la  série  à  partir  d'un  terme  quelconque, 
au  delà  de  cette  valeur,  on  aura  cette  suite  indéfinie  d'inégalités 


^r,^^     ^  -  ^n-^1   ^  ^  ^^m-i-y 


<a,     -:5t2<a,     -=±2<a,..., 

d'où  résulte 


Tous  les  termes,  à  partir  de  u^^^  sont  donc  inférieurs  à  ceux  de  la 
suite 

qui  est  une  progression  géométrique  décroissante,  et  qui  a,  par  con- 
»&quent,  une  limite.  Donc  aussi  la  série  proposée  a  une  limite,  puisque 
la  somme  de  ces  termes,  tous  positifs,  va  constamment  en  augmentant, 
et  reste  néanmoins  au-dessous  d'une  certaine  quantité  finie. 

Il  est  même  facile  d'apprécier  une  limite  de  l'erreur  commise  en 
s'arrétant  à  un  terme  quelconque.  En  effet  on  a 

«»  -^  ««*!  -H.  ..<  ««  (I  -t-  a  -»-  a»-t-. . .)  ; 
donc 

lim(«„ -H  a,^. -+-... )<Y^. 

L'erreur  commise  en  s'arrétant  au  terme  u^^  inclusivement  est  donc 

.moindre  que  — ^*  Or  u^  est  une  quantité  connue,  qui  peut  être 

aussi  petite  que  l'on  voudra,  puisque  les  termes  de  la  série,  étant  au- 
dessous  de  ceux  d'une  progression  géométrique  décroissante,  peuvent 
devem'r  moindres  que  toute  quantité  donnée  :  quant  à  «^  il  sera  en 
général  assez  focile  d'en  avoir  une  valeur  suffîsanunent  aj^rochée. 

U  est  évident  que  notre  raisonnement  ne  suppose  pas  que  --^^  ait 

réellement  une  limite,  mais  seulement  qu'il  finisse  par  être  toujours 
au-dessous  d'un  nombre  déterminé,  plus  petit  que  l'unité.  Nous  nous 
sommes  exprimé  ainsi,  parce  que  ce  n'est  que  dans  des  cas  très-excep- 
tionnels que  cette  fonction  de  /z  a  une  valeur  indéterminée  lorsque  n 
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augmente  indéfiniment.  Cette  remarque  8*appliquera  à  tout  ce  qui 
suit. 

23.  5î,  au  contraire,  on  avait  ^  >  i,  on  finirait  par  avoir  -^^ >  z, 

a  étant  compris  entre  i  et  k,  et,  par  conséquent,  plus  grand  que  l'u- 
nité. On  aurait  alors 

Led  termes  de  la  série  proposée  croîtraient  donc  indéfiniment,  et,  par 
conséquent,  à  plus  forte  raison,  la  série  n'aurait  pas  de  limite.  Elle 
serait  donc  divergente. 

Si  Ton  avait  Jt  =  i ,  on  ne  pourrait  rien  affirmer  ;  et,  dans  ce  cas,  il 
peut  arriver  qu'une  série  soit  convergente,  ou  qu'elle  soit  divergente. 

24.  Toutefois  il  est  bon  de  remarquer  que,  si  le  rapport  — =^  finit 

m 

par  être  toujours  au-dessus  de  sa  limite  i ,  la  série  est  divergente  ;  car 
alors  les  termes  finissent  par  aller  toujours  en  croissant;  et,  comme 
ils  sont  tous  positifs,  leur  somme  peut  devenir  plus  grande  que  toute 
quantité  donnée,  puisqu'il  en  serait  ainsi  lors  môme  qu'ils  conserve- 
raient une  valeur  constante,  quelque  petite  qu'elle  fftt. 

25.  Si  la  séné  est  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  d'une  va- 
riable X,  et  que  l'on  ait  généralement  u^  =  A^>r",  le  rapport  -^^ 

A  A 

deviendra  -f^  jc\  et,  en  désignant  par  A  la  limite  du  rapport  -^i  la 

condition  de  convergence  sera 

X  x  <  I  ; 
d'où  Ton  tire  ^ 

Ainsi  la  série  sera  convergente  tant  que  x  sera  plus  petit  que  jj  et 
divergente  quand  il  sera  plus  grand  que  t*  H  pourra  y  avoir  incerti- 
tude quand  x  sera  égal  à  t  * 
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Des  remarques  analogues  pourront  ôtre  faites  au  sujet  des  règles 
suivantes. 

26.  En  appliquant  la  règle  précédente  à  la  série 


1 

ÎH h 

1 

I 

1.2 

-h 

I                                I 

.1 . 

I  .a. 3  '  '  '  *  i.a.3.. 

,n 

on  trouve 

«»^t  __      I 

tt-        /i  -h  I 

et,  par  conséquent, 

lim-î^  =  o; 

la  série  est  donc  convergente.  Sa  limite  est  fractionnaire  et  comprise 
entre  a  et  3  :  car  la  suite  des  termes  -  h 5  -t- . . .   est  inférieure  à 

'  2        2.3 

celle  de  la  progression  qui  commencerait  par  ]es  deux  premiers  termes, 
et  la  limite  de  cette  dernière  est  moindre  que  Tunité.  Pour  avoir  une 

limite  de  Terreur  commise  en  s'arrôtant  au  terme >  on  remar- 

i.a. . .n 

quera  que  le  rapport  -^^  allant  toujours  en  diminuant ,  les  termes 

suivants  sont  au-dessous  de  ceux  de  la  progression  géométrique,  dont 
les  deux  premiers  termes  seraient  ceux  qui  suivent  immédiatement 
I 


1 .2. .  ./i 


7  c'est-à-dire 


et 


I  .-2. ..(//-+- 1)  1 .2.  ..(/î4-i)  (/i -t- a) 

Donc  la  somme  des  termes  qu'on  néglige  dans  la  proposée  est  infé- 
rieure à  la  limite  de  la  somme  des  termes  de  cette  progression,  qui 

est 

/i  -h  2 

1 .2. .  .n  [n  H-i)^ 
C'est  donc  là  une  limite  de  Terreur  commise  en  s'arrôtant  à  • 

I  .  2 .  .  .  /2 

On  pourrait  prendre,  à  plus  forte  raison,  comme  limite,  Texpression 

plus  simple 

I 

1.2.3. . .  (/i  —  i)/z' 
dont  la  valeur  est  plus  grande  que  la  première. 

Cale.  in/.  D.  —  I.  29 
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Cette  série  est  d'un  grand  usage  dans  TÂnalyse,  et  l'on  désigne  ordi- 
nairement sa  limite  par  la  lettre  e. 

Il  est  facile  de  démontrer  que  sa  valeur  est  inoommensorable. 

En  effet,  supposons  qu'elle  soit  commensurable  ;  comme  eUe  n'est 
pas  entière,  elle  sera  représentée  par  une  expression  fractionnaire  irré- 
ductible -9  q  étant  >  I  ;  on  aurait  ainsi  l'égalité 

P  ï 


q  I         1.2        1.2.3 

En  multipliant  les  deux  nombres  i  .2.3. .  .ç,  on  aurait 

1.2.  .  .(7  — -1)/?=  1.2...^  -t-  a. .  .^  -♦-  3.  ..y-H.-.-t-i 

1  I 


7-+-I      (7 -4-1)  (7  H- 2)     ••^' 

Or  la  limite  de  la  somme  des  termes  fractionnaires  du  second  membre 
est  plus  petite  que  Tunité,  puisque  ces  termes  sont  inférieurs  à  ceux 
de  la  progression  géométrique 


7-+-1      (7-H1)» 

dont  la  limite  est  ~«  et,  par  conséquent,  plus  petite  que  l'unité.  Donc 

'a  limite  du  second  membre  de  la  dernière  équation  ne  serait  pas  égale 
au  premier;  ce  qui  est  absurde.  D  résulte  de  là  que  la  limite  de  la  série 
proposée  ne  pouvait  ôtre  égalée  à  un  nombre  commensurable.  Cette 
limite  est  donc  incommensurable,  comme  nous  voulions  le  démontrer. 

27.  La  quantité  que  nous  avons  désignée  par  e  peut  être  considérée 
wmme  la  limite  d'une  autre  expression  remarquable  que  nous  allons 
iaire  connaître. 

Désignons  par  m  un  nombre  entier  positif  croissant  indéfiniment,  et 
considérons  Texpression 


(-i) 


qui  se  présente  sous  la  forme  indéterminée  i*,  quand  on  y  Mt  in  in- 
fini. Pojur  déterminer  la  limite  vers  laquelle  elle  tend,  quand  m  croît 
indéfiniment,  développons-la  suivant  la  formule  ordinaire  du  binôme; 
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nous  aurons 


( 


I  X*"  m    i        mtm  —  i)  \ 

IH )     =  IH 1 2 â  -h .  .  . 

m/  i    m  1.2        /ir 

m[m  —  i)...(wi — /i-Hi)   I  1 


1.2.../1  /»"  m 


Tous  les  termes  du  second  membre  sont  positifs,  et  leur  nombre  est 
fini  et  égal  à  /»  + 1 .  On  peut  mettre  cette  équation  sous  la  forme 

l(..i)-,..i.H).-(-^)(-^).... 

I   \       mj  I  1.2  i.a.3 


1.2.  ../t 


On  voit  d'abord  qu'un  terme  quelconque,  de  rang  déterminé  et  inva- 
riable, augmente  en  même  temps  que  m  ;  et  comme  le  nombre  total 
des  termes  augmente  aussi,  leur  somme  augmente  constamment.  D'où 

il  suit  que  (  ih — j   augmente  en  même  temps  que  m. 

On  reconnaît  encore  que,  les  numérateurs  des  termes  qui  forment  le 
second  membre  de  l'équation  (i)  étant  moindres  que  Tunité,  ces  termes 
sont  au-dessous  des  correspondants  de  la  série 

I        I  »  f 

(a)  IH 1 h 


I  1.2  1.2.3  1.2.../? 

dont  la  limite  est  e.  D'où  Ton  conclut  déjà  que  (  i  h —  )    est  toujours 

moindre  que  e  ;  mais  nous  allons  démontrer  qu'il  s'en  approche  indé- 
finiment. 
En  effet,  le  terme  qui  en  a  /z  avant  lui  dans  le  développement  (i) 

tend  indéfiniment  vers à  mesure  que  m  croît.  Donc  la  somme 

1.2. . .72  ^ 

des  /i  H- 1  premiers  termes  de  ce  développement  peut  différer  aussi  peu 
qu'on  voudra  de  la  somme  s^  des  correspondants  de  la  série  (2),  quel- 
que grand  que  soit  le  nombre  déterminé  n.  Mais  la  différence  entre  s^ 
et  e  peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée;  donc  il  en  est 
de  même  de  celle  qui  existe  entre  e  et  la  somme  des  /<  + 1  premiers 
termes  du  développement  (i),  et,  à  plus  forte  raison,  de  la  différence 

29- 
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qui  existe  entre  e  et  le  développement  (i)  tout  entier,  ou  I  ih \   • 

Donc  enfin  f  ih — j    tend  vers  la  limite  e  lorsque  m  crott  indéfîDi- 

ment,  en  restant  toujours  entier. 

Considérons  maintenant  des  valeurs  positives,  non  entières  pour  m. 
Faisons  m  =  fA  +  c,  c  étant  une  quantité  positive  moindre  que  Tuiiité,  et 

|x  un  nombre  entier.  L'expression  f  ih —  j    devient  (  i -h \      -, 

or  on  la  rendra  plus  grande  si  l'on  diminue  le  dénominateur  fi  -h  c  et 
qu'on  augmente  l'exposant  fx  +  t;  et  on  la  rendra  plus  petite  en  aug- 
mentant le  dénominateur  et  diminuant  l'exposant.  L'expression  pro- 
posée sera  donc  comprise  entre  les  deux  suivantes  : 

I     \5* 


(-r  ••  i'-F^) 


que  Ton  peut  mettre  respectivement  sous  la  forme 

Or  il  est  évident  qu'elles  tendent  l'une  et  l'autre  vers  la  limite  e,  puis- 
que fi  est  entier,  et  que  d'ailleurs  le  facteur  i  h —  et  le  diviseur 

1-1 tendent  vers  Tunité  à  mesure  que  (x  augmente.  Donc  enfin 

la  quantité  intermédiaire  f  i  +  —  j    tend  vers  ^,  de  quelque  manière 

que  varie  la  quantité  positive,  indéûniment  croissante,  désignée  par  m. 

Si  l'on  pose  —  =  2>  on  énoncera  le  môme  résultat  de  cette  antre 

manière. 

I 

L'expression  (i  -h  a) «  tend  vers  la  limite  e  lorsque  a  est  une  quan- 
tité positive  qui  tend  vers  zéro,  suivant  une  loi  quelconque. 

11  reste  à  considérer  le  cas  de  --  j  ou  de  a,  négatif  et  tendant  vers 
zéro.  On  posera,  dans  ce  cas,  i  -h  a  = *;  S  sera  une  quantité 


REGLES    DE    CONVERGEITCE    DES    SÉRIES.  4^3 

positive  tendant  vers  zéro.  On  tirera  de  cette  relation 


1-6 
a  =  — 


et,  par  suite, 


(i-Ha)i=  (n-6)   «    =(n-6)«(i-+-6). 


Or,  6  étant  positif,  (i  h-  6)^  tend  vers  e^  lorsque  6  tend  vers  zéro;  de 

plus,  I  H-  6  tend  vers  l'unité;  donc  (i  -h  a)«  tend  encore  vers  e,  lors- 
que a  est  négatif. 

Ainsi,  de  quelque  manière  que  la  quantité  et  tende  vers  zéro,  /Vx- 

pression  (i-f-  «)«  tend  vers  la  limite  e. 

X 

Remarque.  —  Puisque  (iH-  a)«  a  pour  limite  ^,  son  logarithme  né- 
périen aura  pour  limite  i .  Donc 

hml(i-ha)«  =  lrai-^ ■  =  1. 


Ainsi  a  étant  infiniment  petit,  on  pourra  substituer  a  à  l(i  -;-  a)  dans 
les  rapports  dmt  on  cherchera  la  limite. 

28.  Si  au  lieu  de  (  ih —  j    on  avait  développé  (  ih —  j  ?  on  au- 
rait trouvé  pour  limite,  au  lieu  de  la  série  (  2),  la  suivante  : 


X         .7*  Sr  .T* 


1-h  - 


1  1.2         1.2. 3  1.2. ../I 

qui  est  convergente,  quel  que  soit  x,  en  vertu  de  la  règle  précédente. 
Or 

(-5)""[(-sfI=[...J'. 

en  posant  --  =  a;  et  a  tend  vers  zéro,  quel  que  soit  x^  lorsque  m  croit 
indéfiniment  :  donc  (  1  -i —  j    a  pour  limite  e'  quel  que  soit  x,  et  Ton 
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a,  par  conséquent,  Tidentité  suivante  : 


I        1.2       i.'i.3  i.a — n 

Ce  développement  important  conduit  immédiatement  à  celui  de  a'» 
a  étant  un  nombre  quelconque.  En  effet,  a  =  ^,  la  caractéristique  1 
désignant  les  logarithmes  dans  la  base  «,  qui  est  celle  de  Néper.  On 
aura,  par  suite,  if=^  e^y  et,  par  conséquent, 

_,  x\a      x*Va      x»l»«  afl^a 


I  1.2        i.a.3  1.2...// 

Considérons  encore  la  série 


X       T*  jf 

IH 1 h... H f-...; 

la  // 


elle  sera  convergente  si  Ton  a 


lim JT  <  I    ou    X  <  1 . 

/î-H  I 


Elle  sera  divergente  si  Ton  a  x  >  i ,  et  les  termes  croîtront  indéûni- 


tf. 


ment.  Lorsque  l'on  a  or  =  i ,  la  limite  de  -^^  devient  Tunité,  et  nou& 

avons  dit  qu'on  ne  peut,  dans  ce  cas,  prononcer,  en  général,  sur  la 
convergence  ou  la  divergence  d'une  série;  mais  il  n'y  a  pas  ici  d'incer^ 
titude;  car  la  série  devient 

III  I 

I4-H hr-H---+-...H h..., 

2      3      4  ^ 

ot  nous  avons  reconnu  précédemment  que  la  somme  des  termes  de 
cette  série  est  infinie. 

Remarqua.  —  Si  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  or  est 
convergente  pour  x  =  a,  elle  le  sera  pour  toute  valeur  de  x  ayant  une 
valeur  absolue  moindre  que  a. 

En  effet,  si  Ton  désigne  par  d  la  différence  de  deux  exposants  coik 

sécutifs,  le  rapport  de  deux  termes  généraux  consécutifs  sera  -f^  xr; 
d'après  l'hypothèse  a''  lim  -f^  est  tout  au  plus  égal  à  i .  Si  donc  on 
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an  lien  de  a  un  nombre  a  plus  petit  numériquement,  on  aura 

A 

G^  lim  -^  <  I ,  et  la  série  sera  par  conséquent  convergente  pour  x  =  a. 

JttOre  remarque.  —  SI  une  série  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 

A 
sances  de  x  a  ses  coefficients  constants,  et  que  l'on  ait  af  lim~~^  <i 

pour  une  certaine  valeur  de  x,  les  dérivées  de  ses  termes  formeront 
une  série  convergente  pour  cette  valeur  de  x. 
En  effet,  soient  les  deux  termes  consécutifs 

Le  rapport  de  leurs  dérivées  sera —  a:^,  et  sa  limite  sera 

P      K 

A 

-^  o:^  qui  est  plus  petite  que  Tunité.  La  série  des  dérivées  est  donc 

convergente. 

On  peut  môme  démontrer  que  la  somme  de  cette  série  est  la  déri- 
vée de  la  somme  de  la  première. 

29.  Deuxiàmb  THÉORÈME.  —  Une  série  dont  le  terme  général  est  u^ 

I 

est  convergente  lorsque  u!^  tend  vers  une  limite  k  plus  petite  que 
l'unité,  quand  n  augmente  indéfiniment.  Elle  est  divergente  lorsque 
la  limite  k  est  plus  grande  que  r unité. 

Supposons  d'abord  X-  <  i,  et  soit  a  un  nombre  quelconque  compris 

I 

entre  ^  et  i  ;  d'après  Thypothèse,  t^  finira  par  être  constamment 
moindre  que  a,  depuis  une  certaine  valeur  de  n  jusqu'à  l'infini.  On 
aura  alors  les  inégalités  suivantes  : 


d'où 


w_<a",     ïVi<<^"^*ï     «■+a<«'^%---- 


Donc,  à  partir  d'une  valeur  convenable  de  /i,  tous  les  termes  de  la 
série  sont  au-dessous  de  ceux  de  la  progression  géométrique  décrois- 
sante 

donc  la  série  proposée  a  une  limite;  et  Ton  aura  une  quantité  plus 
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grande  que  Terreur  commise  en  s*arrétant  à  u^^^  en  prenant  la  limite 

a" 

de  cette  progression  géométrique,  qui  est • 

Supposons  maintenant  /-  >  i ,  et  soit  encore  a  un  nombre  queloanque 

r 

compris  entre  ^  et  i;  on  finira  par  avoir  i^>  a,  au  delà  d'une  certaine 
valeur  de  /?,  et  Ton  aura  alors  les  inégalités 

d*où  il  suit  qu'à  partir  de  u,  les  termes  de  la  série  sont  au-dessus  de 
ceux  de  la  progression  géométrique  croissante 


4- o"^* -h  a*^*- 


•  •  • 


Ils  croissent  donc  eux-mêmes  indéfiniment,  et  la  série  proposée  est 
divergente. 

Enfin,  si  Ton  avait  ^  ==  i ,  on  ne  pourrait  affirmer,  en  général,  si  la 
série  est  convergente  ou  divergente. 

30.  Troisièmb  THÉOBàMB.  —  Si  les  termes  d*une  série 

(i)  II, H- a, -t- a, -1-.  ..-f- «,-+-... 

TJont  constamment  en  décroissant  à  partir  du  premier,  cette  série 
sera  convergente  ou  divergente  en  même  temps  que  la  suivante  : 

(a)  iijH- a«,H-4«8^-8ii,-Hi6,j-+- 

En  effet,  supposons  d'abord  la  première  série  convergente.  Ses  termes 
allant  constamment  en  décroissant,  on  aura  les  relations  suivantes  : 


«. 

- — 

"o» 

a«, 

= 

a«ti 

4«, 

< 

aii,4-att„ 

8«, 

< 

aii^-f-ang-f-au, 

-î-aa-. 

i6ii.. 

< 

211. -f- 

H-  au... 

•  •  •  • 

■***s 

14» 

Ajoutant  membre  à  membre  ces  égalités  et  inégalités  en  nombre  infini. 
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on  voit  que  la  somme  des  premiers  membres,  qui  sont  les  termes  de 
la  série  (2),  sera  au-dessous  de  la  somme  de  ceux  de  la  suivante,  ter- 
minés au  même  indice  de  Uj 


«o-f-a«,  H-  »«,-<-  aajH-aa^-h 


Or  cette  série  n'est  autre  chose  que  la  série  (  1)  dont  on  aurait  doublé 
les  termes,  excepté  le  premier.  Elle  a  donc  une  limite,  et,  par  consé- 
quent, la  série  (2)  en  a  une  à  plus  forte  raison.  Ainsi,  d'abord  la  con- 
vergence de  la  première  série  entraîne  celle  de  la  seconde.  Supposons, 
en  second  lieu,  la  série  (i)  divergente,  ses  termes  allant  toujours  en 
décroissant  ;  on  aura  évidemment  les  relations  suivantes  : 


«3  =  «01 


21/,  >  u^'i'U^ 

4m,  >  u^-h  u^-i' u^-i- u^, 

8tt,  >  «,-+- w, -h  «14, 


Ajoutant  les  premiers  membres  entre  eux,  ainsi  que  les  seconds,  on 
reconnaît  que  la  somme  des  termes  de  la  série  (  2  )  est  plus  grande  que 
la  somme  de  ceux  de  la  série  (i),  terminés  à  celui  d'indice  double;  et 
comme  cette  dernière  croît  indéfiniment  par  hypothèse,  il  en  est  de 
même  de  l'autre.  D'où  il  suit  encore,  comme  on  voulait  le  démontrer, 
que  la  divergence  de  la  série  (i)  entraîne  celle  de  la  série  (2).  Donc, 
enfin,  les  deux  séries  proposées  sont  toujours  en  môme  temps  conver- 
gentes ou  divergentes. 

31.  Prenons  par  exemple,  pour  la  série  (i),  la  suivante  : 

la  série  (2)  deviendra 

i-+'2*-î*-h4'-ï^-+-8»-î*-+-.... 

Or  cette  dernière  est  une  progression  géométrique  dont  la  raison  est 
2*'>'.  Elle  est  décroissante  si  l'on  a  p  >  1 ,  et  croissante  si  f*  <  i  ou 
f£  =  I.  Donc  aussi  la  série  (3)  est  convergente  si  fi  >  i,  et  divergente 
si  p  <  1 ,  ou  f*  =  1 . 
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La  coDfleqoeDce  relative  à  fi  =  i  montre  que  la  aério 


I       I       I 
a       3       4 


est  infinie,  comme  nous  l'avions  déjà  reconnu. 
32.  QuATEiÈMB  TBÉORBME.  —  La  série 

il. 

est  convergente,  lorsque,  n  croissant  indéfiniment,  j-=  a  une  Umiie 

plus  grande  que  Vanité,  Elle  est  divergente  si  cette  limite  est  plus 
petite  que  l'unité. 

En  effet,  soit  h  cette  limite,  et  supposons  d'abord  A  >  i .  On  aura 
donc,  depuis  une  certaine  valeur  de  n  jusqu'à  l'infini,  a  désignant  on 
nombre  compris  entre  i  et  h, 

l-L 

-U>"    ou    n,<L. 

Les  termes  de  la  série  proposée,  à  partir  de  m.,  sont  donc  inférieurs  à 
ceux  de  la  suivante  : 


/i*       (/i  -h  !)•       l«  -t-  a)* 

Or  celle-ci  est  convergente  d'après  le  théorème  précédent,  puisque 
Ton  a  a  >  I  ;  donc  aussi  la  proposée  est  convergente. 

Supposons  en  second  lieu  A  <  r,  et  soit  a  un  nombre  compris  entre 
1  et  A.  On  finira  par  avoir,  au  delà  d'une  certaine  valeur  de  n, 

l-L 

lï<«   ou    «.>^. 

Les  termes  de  la  série  proposée  seront  donc  alors  au-dessus  de  ceux 
de  la  suivante  : 


/î*      (/i-hi)* 
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Mais  cette  dernière  est  divergente,  puisque  Ton  a  a  <  i  :  donc  la  pro* 
posée  Test  aussi.  Ce  qu^il  fallait  démontrer, 

33.  Lorsque  la  limite  h  est  l'unité,  on  ne  peut,  en  général,  pronon- 
cer sur  la  convergence  ou  la  divergence  de  la  série.  Cependant,  lorsque 

le  rapport  y^  est  toujours  inférieur  à  sa  limite  i ,  il  est  facile  de  dé- 
montrer que  la  série  est  divergente. 

En  effet,  l'inégalité  -^  <  i  donne 

*      n 

donc  les  termes  de  la  série  proposée  sont  au-dessus  de  ceux  de  la 

suivante  : 

I  I  I 


que  nous  avons  démontrée  divergente.  La  proposée  Test  donc  elle- 
même. 

Si  le  rapport  j-s  est,  au  contraire,  toujours  supérieur  à  sa  li- 
mite I,  on  prouverait  bien  que  les  termes  de  la  série  proposée  sont 
au-dessous  de  ceux  de  la  suivante  : 


—   —r-   — I—  *  •  .  * 

n       /f-t- 1 


mais,  celle-ci  étant  divergente,  on  ne  saurait  en  conclure  que  la  pro- 
posée est  convergente. 

Autre  règle  pour  la  convergence  des  séries, 

34.  Remarquons  d'abord  que  si  Ton  a  une  série  convergente,  ayant 
tous  ses  termes  positifs, 

et  qu'une  autre  série 
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soit  telle,  que,  depuis  un  certain  terme  jusqu'à  Tinfini,  on  ait 


V  IL 


cette  seconde  série  sera  convergente;  car,  si  Ton  multiplie  la  pre- 

ç 

mièrepar—)  n  ayant  une  valeur  déterminée  telle,  que  la  conditioD 


«. 


supposée  soit  remplie,  la  série  ainsi  obtenue  sera  encore  convergente. 
Or  tous  les  termes  de  la  seconde,  depuis  p„,  se  trouveront  inférieurs 
aux  termes  correspondants  de  cette  dernière  ;  donc  la  seconde  série 
sera  elle-même  convergente.  Elle  serait  divergente  si  la  première 


l'était  et  qu'on  eût  -^^  >  -^  • 
Cela  posé,  considérons  une  série 

telle,  que  Ton  ait 

lim  îîs±-'  =  I, 

le  rapport  -^*  étant  toujours  plus  petit  que  l'unité,  depuis  une  cer- 

taine  valeur  de  n  jusqu'à  Tinfini.  On  pourra  mettre  ce  rapport  sous  la 
forme 

a  étant  positif  et  tendant  vers  zéro. 
Or  nous  allons  démontrer  que,  si  Ton  a 

lim/îa>i, 
la  série  sera  convergente  ;  et  qu'elle  sera  divergente  si  Ton  a 

lim/ix  <  I. 
1**  Soient 

Yimnx  =:  k    et    />  i. 

Désignons  par  m  une  quantité  déterminée  quelconque,  comprise  entre 
I  et  k,  et,  par  conséquent,  plus  grande  que  Tunité.  Il  est  facile  de  voir 
que,  depuis  une  certaine  valeur  de  n  jusqu'à  Tinfini,  on  aura 


1  -4-  a 


(■  -  0" 
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En  effet,  d'après  le  n°  482,  nous  aurons 


( 


»  tendant  vers  zéro  avec  -  >  et  pour  que  Tinégalité  précédente  ait  lieu, 
il  sufiBra  que  Ton  ait 

a>-  (i-+-w), 

ou 

/ia>  /w(i  -h  w). 

Or,  à  mesure  que  n  augmente,  le  second  membre  tend  vers  /ti  et  le 
premier  vers  k  qui  est  >  /w  :  donc,  depuis  une  valeur  déterminée  de 
n  jusqu'à  l'infini,  l'inégalité  aura  lieu  ;  donc,  depuis  cette  valeur  de  n 
jusqu'à  l'infini,  on  aura 


et,  par  suite. 


'  < 


i-ha    ^  '         '''•' 


(-y 


ou 


"■   (-;) 


/M 


Mais  si  l'on  considère  la  série 

_L      -L      -L  J- 

le  rapport  du  terme  général  au  précédent  sera 


(-  ^)"' 


et,  par  conséquent,  plus  grand  que  dans  la  série  proposée.  De  plus,  la 
série  (i)  est  convergente,  puisque  l'on  a  m  >  i  :  donc  aussi  la  série 
proposée  est  convergente  ;  ce  que  nous  nous  proposions  de  démontrer. 
T^  Soit  maintenant 

lim/ia  =  ^    et    ^<i. 
Prenons  une  quantité  quelconque  m  comprise  entre  i  et  A-,  et,  par 
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suite,  plus  petite  que  TuDité  ;  je  dis  que  Ton  finira  par  avoir  eoustam- 
ment 

I  -Ka  < 
ou 


(■  -  0' 


n  ^  ' 

ou  encore 

ncL  </w(n-  w). 

< 
En  effet,  lorsque  n  croit  indéfiniment,  le  premier  membre  tend  vers  k^ 
et  le  second  vers  m,  qui  est  plus  grand  que  /-.  Donc,  depuis  une  cer- 
taine valeur  n  jusqu'à  l'infini,  les  inégalités  précédentes  auront  lieu  ; 
d'où  il  résultera 


iH-a 


et,  par  conséquent,  -^*  finit  par  être  constamment  supérieur  au  rap- 

port  des  termes  correspondants  de  la  série  dont  le  terme  général  est — • 

Mais,  m  étant  plus  petit  que  l'unité,  cette  dernière  série  est  infinie  ; 
donc  la  proposée  l'est  aussi. 

Donc  enfin,  comme  nous  l'avions  annoncé,  la  série  proposée  sera 
convergente  si  l'on  a  lim/ia>  i,  et  divergente  si  Ton  a  lim/7ot  <i. 

35.  On  ne  peut,  en  général,  prononcer  sur  la  nature  de  la  série, 

lorsque  l'on  a 

lim/7a  =  1. 

Néanmoins,  si  /ta  est  toujours  plus  petit  que  la  limite  i,  on  peut  affir- 
mer que  la  série  est  divergente  ;  car  alors  on  a 


I  -H  a  I 

I  -t-  - 
// 

et  le  rapport  -^  est  supérieur  au  rapport relatif  à  la  série 


divergente 


II  \  n 

a       3  /ï       71  -H  I  ' 


d'où  il  résulte  que  la  série  proposée  est  infinie. 
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Le  seul  cas  qui  reste  douteux  est  donc  celui  où  Ton  a 

lim/ta  =  I, 

* 

na  n'étant  pas  constamment  plus  petit  que  i. 

36.  Appliquons  cette  règle  à  la  série 

Il       i.3i      1.3.5  1  1.3. ..(a/2  —  i)       ï 


a3      a.4  ^      a. 4. 6  7  a.4**.a/i      a/7-«-i 

On  aura,  dans  ce  cas, 


lim 

«1. 

=  I 

et 

«.+1 
«» 

= 

(a/î  -+-1 

I)* 

I 

(a/î-+-2)la/ï-h 

3)" 

I-H 

6/1 -h  5  ' 

(a/ï  -hi)' 

d'où 

a 

= 

6/1 -t-  5 

(a/î -4-1)»' 

noL 

-h5/? 

4/i  -H  I 

et,  par 

suite. 

lim/ia  = 

6 
"4' 

I 

d'où  il  résulte  que  la  série  proposée  est  convergente. 
Considérons  maintenant  cette  autre  série 


1 

ÎH h 

a 

1.3      I 
a. 4      a, 

.3.5 

1.3. 

a 

5. .  .(a«  —  i) 
•4*6. .  .a/t 

pour 
leur 

laquelle  on  a  encore  lim  -^^^  = 

I.  Le 

a 

\  rapport  -2ii- 

«»+. 
«« 

a/î  -Hi 

I 

a/i  -f-a 

1-+-^ 

I 

a/i-f-i 

On  aura  donc 

n 

/<  w  —  ■■■• 

a/î-+-i 

et 

• 

limna  s 

^  1 
~  a' 

aura  pour  va- 


d'où  il  résulte  que  la  série  est  divergente  et  que  la  somme  est  infime. 
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Séries  dont  tous  les  termes  ne  sont  pas  de  même  signe. 

37.  Lorsqu'une  série  n'a  pas  tous  ses  termes  de  même  signe,  il  est 
évident  qu'elle  sera  convergente,  si  elle  l'est  quand  on  donne  le  même 
signe  à  tous  ses  tenues,  par  exemple  quand  on  les  ppend  tous  positif. 
En  efiet,  la  somme  des  termes  qui  suivent  l'un  quelconque  de  ceux  de 
la  série  proposée  est  moindre  que  la  somme  des  correspondants  de 
la  seconde,  quel  que  soit  le  nombre  que  l'on  en  considère,  puisque 
tous  ses  termes  s'ajoutent  entre  eux  dans  la  seconde,  tandis  que  les 
uns  s'ajoutent  et  les  autres  se  retranchent  dans  la  première.  Donc, 
puisqu'à  partir  d'un  certain  terme  de  la  seconde  la  somme  des  sui- 
vants a  une  limite  qui  peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  don- 
née, il  en  est  de  môme  à  plus  forte  raison  dans  la  première;  et,  par 
conséquent,  elle  est  convergente. 

On  peut  donc  d'abord  appliquer  à  ces  nouvelles  séries  les  règles 
données  pour  celles  dont  tous  les  termes  sont  de  même  signe,  tant  pour 
reconnaître  la  convergence  que  pour  calculer  une  limite  de  l'erreur 
commise  en  s'arrétant  à  un  terme  quelconque;  mais  ces  règles  ne  dis- 
pensent pas  d'en  chercher  de  nouvelles,  spécialement  applicables  aux 
séries  dont  tous  les  termes  ne  sont  pas  de  même  signe;  patce  qu'une 
pareille  série  peut  être  convergente,  et  devenir  divergente  quand  on 
donne  le  même  signe  à  tous  ses  termes.  Nous  nous  bornerons  à  celle 
qui  résulte  du  théorème  suivant  : 

THÉonÈMB  I.  —  Lorsque  dans  une  série  les  termes  finissent  f>ar  être 
constamment  décroissants  y  et  alternativement  positifs  et  négatifs, 
cette  série  est  toujours  convergente;  et  l'erreur  commise  en  s* arrêtant 
h  un  terme  quelconque  est  moindre  que  le  suivant. 

Soit  la  série 

Désignons,  en  général,  par  s^  la  somme  des  termes  depuis  le  premier 
jusqu'à  u^  inclusivement. 

Nous  remarquerons  d'abord  que  la  somme  s^  de  termes  dont  le 
dernier  est  positif  ne  peut  être  que  diminuée  par  l'addition  d'un  nom- 
bre quelconque  des  termes  suivants.  En  effet,  pour  passer  de  la  somme 
s^  à  j^,,  il  faut  retrancher  a^,  ;  donc  on  a  s^^<^s^.  Pour  obtenir 
la  somme  suivante  s^^ ,  il  iaut  ajouter  a^, ,  qui  est  moindre  que  le 
terme  u^,  qui  a  été  retranché  de  s^\  donc  on  a  encore  s^^ <  5,.  Le 
même  raisonnement  se  reproduisant  indéfiniment,  on  voit  que  la 
somme  s^  est  plus  grande  que  toutes  celles  dont  l'indice  est  plus  élevé. 
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On  voit,  au  contraire,  que,  si  Ton  s'arrête  à  un  terme  négatif.  la 
somme  sera  "toujours  moindre  que  toutes  celles  dont  l'indice  est  plus 
élevé. 

Ainsi  les  sommes  dont  le  dernier  terme  est  positif  vont  toujours  en 
diminuant  et  celles  dont  le  dernier  terme  est  négatif  augmentent  con- 
stamment, en  restant  toujours  au-dessous  des  premières.  Ces  deux 
suites  de  sommes  se  rapprochent  donc  de  plus  en  plus  à  mesure  qu'on 
avance  dans  la  série,  et  leur  différence  tend  vers  zéro,  puisqu'elle  n'est 
autre  chose  que  le  dernier  terme  de  la  dernière,  lequel  tend  vers  zéro, 
par  hypothèse,  à  mesure  que  son  indice  augmente  indéfiniment. 

Donc  enfin  la  somme  des  termes  tend  vers  une  limite  déterminée, 
et  l'erreur  positive  ou  négative  est  toujours  moindre  qme  le  terme  qui 
suit  celui  auquel  on  s* est  arrêté» 

Soit,  par  exemple,  la  série 


n      /i  -H  I 

« 

Le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est  exprimé  généralement  par 

X,  et  sa  limite  est  ar.  Ainsi,  d'abord  la  série  sera  convergente 

si  l'on  a  X  <  I  en  valeur  absolue ,  divergente  si  j:  >  i .  Lorsque  x  =  i , 
la  série  est  convergente  en  vertu  de  la  dernière  règle,  puisque  les 
termes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  décroissent  indéfi- 
niment; mais,  si  l'on  prenait  x  =  —  i,  la  série  aurait  une  somme  infinie. 
Lorsque  la  série  est  convergente.  Terreur  que  l'on  commet,  c'est-à- 

dire  la  quantité  que  Ton  omet,  en  s'arrôtant  à  —  9  est  moindre  que 


^«+1 


et  de  même  signe  que  ce  terme. 


Remarque,  —  Dans  les  séries  dont  les  termes  ne  sont  pas  tous  de 
même  signe,  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  consécutifs 
n'est  autre  chose  que  la  différence  des  sommes  de  deux  séries  à  termes 
positifs  ;  mais  il  faut  avoir  bien  soin  de  retrancher  les  sommes  termi- 
nées à  des  termes  tels  que  le  résultat  soit  la  somme  des  termes  con- 
sécutifs de  la  série  proposée.  Si  l'on  ne  satisfaisait  pas  à  cette  con* 
dition,  et  que  les  deux  sommes  à  termes  positifs  pussent  croître 
indéfiniment,  comme  cela  a  lieu  par  exemple  dans  la  série  dont  nous 
venons  de  parler 


I      I  __  I      I 

Cale.  inf.  D,  —  L  3o 


1—  —  -t-x^-TH"*?""»» 

a      3      4      6 
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le  résultat  ne  sei^it  pas  déterminé,  car  il  proviendrait  de  la  difiërence 
de  deux  quantités,  devenant  infinies,  sans  avoir  entre  elles  une  dépeD- 
dance  bien  déterminée.  Nous  nous  bornons  à  cette  remarque,  qui  donne 
la  raison  générale  des  résultats  intéressants  qu'a  donnés  à  ce  sujet 
M.  Lejeune*Dirichlet. 

Pour  donner  un  exemple  simple  de  séries  convergentes  sous  cer- 
taines conditions  de  groupement  de  termes,  considérons  TexpressioD 
de  ir  donnée  par  Wallis 

ir_  2  4  4  6688 

on  en  tire 

Ai,  ir      ,  a      ,  4      1 4      1 6      ,6      ,8 

l7  =  l^-hl^-Hl|-+-l7H-l--f-l- 

4335579 
=  la  -  13  4- 14  -  13 -h  14  -  15 -h  16  -  15 -4- 16  -  I7 -4- 18  -  I9. 

Les  termes  de  cette  dernière  série  doivent  être  pris  en  nombre  pair 
d'après  la  manière  dont  on  l'a  obtenue;  mais,  comme  ces  termes  crois- 
sent indéfmimcnt,  il  est  clair  que,  si  l'on  en  prenait  un  nombre  impair, 

on  aurait  une  somme  qui  s'éloignerait  de  1  -r  d'une  quantité  indéfini- 

4 

ment  croissante,  alternativement  positive  et  négative. 

THioEÉuiB  n. — Si  Von  muUiplie  par  des  nombres  positifs  décroissants 
les  termes  positifs  ou  négatifs  d*une  série  convergente,  on  obtiendra 
une  nouvelle  série  convergente. 

tiO  théorème  est  dû  à  Abel,  et  il  est  loin  d'être  évident,  parce  que 
les  multiplicateurs  ne  sont  pas  constants  et  peuvent  porter  très-inéga- 
lement sur  les  termtes  positifs  et  sur  les  termes  négatifs,  dont  les 
sommes  prises  séparément  sont  suj^osées  infinies;  sans  quoi  il  n'y 
aurait  pas  de  difficulté. 

Considérons  une  série  convergente  dont  les  termes  ont  des  signes 
quelconques. 

ilultiplions  ces  termes  par  des  nombres  qui,  à  partir  d'un  certain 
lang,  sont  tous  positife  et  décroissants.  Désignons  par  m^,  «i,  tf,,* .. 
les  termes  à  partir  de  ce  rang,  et  multiplions-les  respectivement  par 
les  facteurs 

positifs  et  décroissants.  Posons 

i.w.H- i.tt.H- e,w,-*-. .  .-h  i^M^=  ff^; 
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s^  tendra  vers  zéro  à  mesure  que  le  terme  «^  sera  supposé  plus  avancé 
dans  la  série  convergente. 
On  aura  évidemment 

et,  par  suite, 

Or  les  nombres  s«,  i,,...,  i^  étant  décroissants^,  les  coefficients  des 
sommes  j^,  5^...,  f„  sont  tous  positifs  et  la  somme  des  termes  est 
égale  à  la  somme  de  ces  coefficients^  multipliée  par  une  certaine 
moyenne  fA  entre  ces  sommes  :  on  aura  donc 


ff_  =  «. 


f*' 


Or  fA  peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée,  à  mesure 
que  u^  sera  plus  avancé  dans  la  série  proposée;  il  en  sera  donc  de 
même  de  9^,  et  par  conséquent  la  seconde  série  sera  aussi  conver- 
gente. 

Des  séries  imaginaires, 

38.  Lorsque  les  termes  d'une  série  sont  de  la  forme  «  h-  p  /— i,  on 
entend  que  cette  série  est  convergente  lorsque  la  somme  des  termes 

réels  a  une  limite  ^ ,  et  que  la  somme  des  coefficients  de  ^^^  tend  de 
même  vers  une  limite  t  :  on  dit  alors  que  la  limite  de  la  série  est 

On  est  ainsi  ramené  aux  conditions  de  convergence  de  deux  séries 
réelles;  mais  il  suffit  souvent  d'en  considérer  une  seule,  celle  qui  se 
rapporte  aux  modules  des  termes  de  la  proposée. 

En  effet,  on  peut  toujours  poser 

tt-h  ç}f^=  p(cosO  -h  ^—i^in^)^ 
et  la  série  proposée  prend  la  forme 

1  p<,(cos0,H-/^sin0j-hp,(cos0,-hv/^sinô,) 
l  -^-Patcosô^-f-v^^sinaj 


Or,  si  la  série 

(a)  P•-^-Pi-^-P»-»-•••-^P, 


i  M 


3o, 
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est  convergente,  en  prenant  tous  les  termes  posîtife,  il  s'ensuit,  à  plus 
forte  raison,  que  les  deux  suivantes  : 


^  *  p,co80,H-p|8in6,H-...H-p, sinô. 


•  •  •» 


léseront  elles-mêmes;  car,  à  partir  d'un  terme  quelconque,  la  somme 
des  suivants  jusqu'à  l'infini  est  évidemment  moindre  que  dans  la  pre- 
mière. On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Une  série  imaginaire  est  convergente  lorsque  la  série  des  valeurs 
absolues  des  modules  de  tous  ses  termes  est  convergente . 

Lorsque  la  série  (a)  n'est  pas  convergente,  il  est  possible  que  ses 
termes  tendent  ou  ne  tendent  pas  vers  zéro.  S'ils  n'y  tendent  pas,  les 
séries  (3)  ne  peuvent  être  toutes  deux  convergentes;  car,  quelque 
valeur  qu'on  puisse  opposer  à  l'angle  0,  il  est  impossible  que  p  cos9 
et  p  sinO  tendent  tous  deux  vers  zéro,  si  p  n'y  tend  pas.  Les  termes 
des  deux  séries  (3)  ne  peuvent  donc  tendre  vers  zéro,  ce  qui  est  ce-  * 
pendant  une  des  conditions  indispensables  de  la  convergence.  La  sé- 
rie (i)  est  donc,  dans  ce  cas,  divergente. 

En  second  lieu,  si,  la  série  (a)  étant  divergente,  ses  termes  décrois- 
sent indéfiniment,  il  n'est  pas  impossible  que  les  séries  (  3  )  soient  coo- 
vergentes,  parce  que  tous  leurs  termes  ne  sont  pas  de  même  signe; 
on  ne  peut  donc  sdors  rien  affirmer,  en  général,  sur  la  convergence 
de  la  série  proposée. 
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NOTE  IV. 

DES  PRODUITS  DE  FACTEURS  EN  NOMBRE  INnNL 


Considérons  un  nombre  indéfiniment  croissant  de  facteurs,  variables 
avec  leur  rang  /i,  suivant  une  loi  donnée.  Cherchons  la  limite  vers  la- 
quelle tend  la  fonction  de  n  qui  en  donne  Texpression  générale,  à  me- 
sure que  n  crott  indéfiniment  :  soit  k  cette  limite. 

n  est  évident  que,  si  Ton  a  X*  >  i,  les  facteurs  finiront  par  ôtre  tou- 
jours supérieurs  à  un  nombre  fixe  plus  grand  que  l'unité,  et  leur 
produit  croîtra  sans  limite.  Si  Ton  a  ^  <i,  les  facteurs  finiront  par 
rester  inférieurs  à  un  nombre  fixe  plus  petit  que  Tunité,  leur  produit 
aura  zéro  pour  limite. 

Il  n'y  a  donc  de  question  que  lorsque  Ton  a  ^  =  i,  et  nous  nous 
proposons  de  trouver  à  quel  caractère  on  pourra  reconnaître  alors 
si  le  produit  tend  vers  une  limite  finie,  c'est-à-dire  s'il  est  convergent. 

Si  la  fonction  de  /i,  qui  représente  le  terme  de  rang  /7,  n'avait  pas 
de  limite,  quand  n  croît  indéfiniment,  mais  que  depuis  une  certaine 
valeur  de  n  jusqu'à  l'infini  elle  eût  une  valeur  constamment  supé- 
rieure à  un  nombre  fixe  plus  grand  que  l'unité,  ou  une  valeur  con- 
stamment inférieure  à  un  nombre  plus  petit  que  l'unité,  les  deux  pre- 
mières propositions  subsistent  évidemment;  mais  il  est  nécessaire  que 
cette  fonction  ait  une  limite  et  que  cette  limite  soit  l'unité,  pour  que 
le  produit  puisse  converger  vers  une  limite  finie. 

En  effet,  si  ce  produit  a  une  limite,  on  peut  affirmer  que,  quand  on 
aura  pris  un  nombre  suffisant  de  facteurs,  on  aura  un  produit  qui  dif- 
férera de  cette  limite,  ainsi  que  tous  les  suivants,  d'une  quantité  in- 
férieure à  toute  quantité  fixe  et  qui,  par  conséquent,  sera  toujours 
supérieure  à  un  nombre  fixe  M  ;  d'où  il  suit  qu'on  ne  pourra  plus  trouver 
par  la  suite  aucun  facteur  supérieur  à  un  nombre  i  +  «>,  o>  étant  fixé 
s  aussi  petit  qu'on  voudra;  car,  le  produit  précédent  étant  un  nombre 
supérieur  à  M,  le  suivant  le  surpassera  de  plus  que  la  quantité  fixeMo», 
ce  qui  est  contradictoire  à  la  supposition  de  convergence. 
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Conditions  de  convergence.  —  Les  premiers  facteurs  en  nombre 
quelconque  donnant  un  produit  déterminé,  quelque  grand  qu'il  soit, 
ne  peuvent  inQuer  sur  la  convergence ,  et  il  suffit  de  considérer  les 
facteurs  depuis  un  rang  aussi  avancé  qu*on  voudra  jusqu'à  l'infini. 
Kous  pouvons  donc  nous  borner  à  considérer  le  produit  suivant  : 

(i -+- «)  (iH- e  J  (i -+- f,) . .  .(i-h  O- •  •  > 

composé  d'une  infinité  de  facteurs  dont  les  seconds  termes  pourront 
être  supposés  tous  inférieurs  à  un  nombre  désigné  quelconque. 

Pour  que  ce  produit  tende  vers  une  limite,  il  est  nécessaire  et  suffi- 
sant que  son  logarithme  en  ait  une.  Il  faut  donc  que  la  série 

1(1 -h  f  ) -h  l{i -i- e,  ) -h. . .-h  l(n- e.) -+-. .. 

soit  convergente.  Or,  s,  >!,.  •  •  pouvant  être  supposée  plus  petits  que 
l'unité,  on  peut  développer  ces  logarithmes  suivant  les  puissances  de 
ces  quantités,  et  écrire 

l(l-h«)=  •--(!-+-«), 

l(i-h«,)=t,-.^(i-^w,), 


ft>,  &>,,...  étant  des  quantités  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que 
f,  s,,. . ..  Or,  tous  les  facteurs  t',  t\  étant  de  même  signe,  la  somme 
des  seconds  termes  des  seconds  membres  est  égale  à  la  somme  de  ces 
fadeurs  multipliée  par  une  moyenne  entre  les  autres  facteurs.  Od 
aura  donc 

l(i -*-»)-+-  l(n-  «,)-+-... 

fi»'  étant  intermédiaire  entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  valeurs 
algébriques  ai,  w', . . . 

La  somme  des  logarithmes  s^ra  convergente,  si  les  deux  séries  qui 
composent  le  second  membre  le  sont.  Si  tous  les  termes  de  la  première 
étaient  de  même  sigue,  il  suffirait  qu'elle  fàt  convergente  pour  que  la 
seconde  le  fût,  puisque  ses  termes  sont  moindres  que  ceux  de  la  pre- 
mière ;  et  d'ailleurs  on  aurait  pu,  dans  ce  cas,  arrêter  les  développements 
au  premier  terme  et  raisonner  conune  nous  l'avons  fait  en  nous  arrê- 
tant au  second;  mais  si  la  convergence  de  la  première  tenait  à  la  diffé- 
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rence  des  signes  de  ses  termes,  elle  pourrait  ne  pas  entraîner  celle  de 
la  seconde.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 
On  reconnaîtra  que  le  produit 

(l-4-e)(l-Hï,)...(l-Mj... 

sera  convergent  en  s^ assurant  que  la  série  des  seconds  termes  est  con^ 
viTgente,  ainsi  que  la  série  de  leurs  carrés. 
Exemples,  —  Le  produit 

(-S)(-S)(-«-(-5) 


•  •  « 


est  convergent,  car  la  série  des  seconds  termes  est  convergente  et^ 
comme  ils  sont  de  même  signe,  cette  condition  suffit. 
Mais  si  Ton  considère  le  produit 

la  somme  algébrique  des  seconds  termes  est  convergente  à  cause  des 
signes  alternatifs;  mais  la  somme  de  leurs  carrés,  ou 


—     -*-      ■—     -*-     _      —f-      _     ■      •      •      K 

a^3      4      5       ' 

est  in&nie.  Le  logarithme  du  produit  tend  donc  vers  —  oo ,  et  le  pro- 
duit vers  zéro» 

Sur  la  décomposition  de  sinar  et  cosa:  en  un  nombre  infini 

de  facteurs, 

Euler  a  donné,  dans  V Introduction  à  V Analyse  des  infiniment  petits, 
les  formules  importantes  au  moyen  desquelles  on  peut  remplacer  les 
sinus  et  cosinus  par  des  produits  de  facteurs  du  premier  degré,  en 
nombre  infini.  Ses  démonstrations  n'avaient  pas  toute  la  rigueur  dési- 
rable ;  on  les  a  perfectionnées  sous  ce  rapport,  mais  en  leur  faisant 
peut-être  perdre  un  peu  de  leur  simplicité.  L'objet  de  cette  Note  est 
de  réunir,  autant  qu'il  m'a  paru  possible,  les  deux  avantages. 

Je  commencerai  par  établir  quelques  propositions  simples,  qui  re* 
tarderaient  la  marche  du  calcul  si  on  les  y  laissait  engagées. 

Premier  lemme,  —  Soient  a,  b  deux  arcs  compris  entre  o  et  -?  et 
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a<Cb;on  aura 

Bina      a  sina  ^v  a 

En  effet,  on  sait  que  le  rapport décroît  lorsque  x  croit,  depuis  o 

X 

jusqu'à  -•  D'où  il  résulte  d*abord 

sina^  8in6  sin/i^  a 

a  b  ^nb      h 

II  en  résulte  encore,  en  considérant  les  quatre  valeurs  o,  a,  ^,  -  de  x, 

que  les  rapports  suivants  sont  rangés  par  ordre  de  valeurs  décrois- 
santes 

sin  b         I 
,,    8,nfl,     -^,     _. 

Donc  le  rapport  du  second  au  troisième  est  moindre  que  celui  du  pre- 
mier au  quatrième,  et,  par  conséquent, 

sinfl      it  a 
sin^      aï' 

Ainsi,  comme  on  Tavait  énoncé,  -r— 7  est  compris  entre        ^ 

'  sm6  ^  • 

a      ^    ir  a 
b  %  b 

Deuxième  lemme.  —  Si  Ton  désigne  par  m  un  nombre  entier  quel- 
conque, on  aura 

coswjT  =  a'""'cos"j:-H  Acos"'''x-hBcos*"^x-+-...dii 
.  si  m  est  pair,  et 

cosw  x  =  a"^*  cos'"x  -t-  A  cos""'j;  -»-...  =fc  M  cos  * 
si  m  est  impair, 

A,  B,. . . ,  M  désignant  des  valeurs  numériques  que  nous  n'avons 
besoin  de  déterminer. 
On  aura  semblablement,  pour  sinmx,  les  formules  suivantes 

8in/?ij:  =  sina:(2'"-*cos"^*a?H-  Acos^'^x -f-.  ..±1) 

,  ,    ,  si  m  est  impair,  et 
(a)  < 

8in/7?x  =  sinx(a"'"'cos*"'xH- Acos*"'x-h...-+-Mcosx) 

si  m  est  pair. 
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Ces  diverses  formules  résultent  de  ce  que  les  sinus  ou  les  cosinus 
d'arcs  croissant  d'une  quantité  constante  x  forment  deux  séries  ré» 
currentes,  ayant  Tune  et  l'autre  pour  échelle  de  relation  a  cosor  — i. 
En  partant  des  deux  premiers  arcs  o  et  x,  on  calculera  facilement,  an 
moyen  de  cette  loi,  les  valeurs  successives  de 

cosaor,    cosSx,    cos4x,..., 
ainsi  que  de 

sinax,    sin3x,.... 

La  détermination  générale  des  coefficients  A,  B, . . . ,  M  nous  est 
inutile  et  demanderait  des  développements  dans  lesquels  nous  n'entre- 
rons pas.  Quant  à  la  forme  des  expressions  (i)  et  (a),  elle  résulte  im- 
médiatement de  la  loi  de  formation  que  nous  venons  d'indiquer.  Elle 
s'aperçoit  tout  de  suite  pour  les  premières,  et  se  généralise  par  un  rai- 
sonnement si  fréquemment  employé,  que  nous  croyons  inutile  de  le 
rappeler. 

Décomposition  de  cos/nx  en  m  facteurs. 

Troisième  iemme,  —  Les  seconds  membres  des  équations  (i),  étant 
des  polynômes  du  degré  m  par  rapport  à  cosor,  peuvent  être  décom- 
posés en  m  facteurs  de  la  forme  coso:  —  a,  a  désignant  une  quelconque 
des  valeurs  de  cosx  qui  annulent  ces  polynômes  ou  leur  égal  cosmx. 
Or  les  valeurs  de  mx,  qui  annulent  cos/nx,  sont  toutes  renfermées 

dans  l'expression  générale 

n 

n  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  négatif.  En  les 
divisant  par  m,  on  aura  les  arcs  dont  les  cosinus  seront  les  diiïérentes 
valeurs  de  a.  Pour  avoir  toutes  ces  valeurs,  il  suffira  de  donner  à  /i  un 
nombre  m  de  valeurs  consécutives  partant  de  o,  par  exemple,  ce  qui 
conduira  aux  arcs  suivants  : 

a//i      a/71  a/ff 

La  somme  de  deux  quelconques  de  ces  arcs,  équidistants  des  extrêmes, 

est  ir ,  et,  si  m  est  impair,  le  terme  situé  au  milieu  est  égal  à  -  ;  et, 

comme  les  cosinus  de  deux  arcs  dont  la  somme  est  tt  sont  égaux  et  de 
signes  contraires,  les  cosinus  des  arcs  précédents  ou  les  m  valeurs 
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de  a  seront 


cosmx 


±008 I       ±  COS î  •  •  •  >      COS  - 

si  m  est  impair ,  et 

±  COS ï       ±  COS )  •  •  •  >       ±  COS  

si  /n  est  pair. 
On  aura  donc 

cosmx  =  a"''"*co8J:  (  cosx  —  cos  —  )  (  cosx  -h  cos  -^  )  •  •  • 

\  a/«/  \  aw/ 

X  j  C08X-h  cosf -  —  —  j  I 

pour  m  impair,  et 

=  a"-*  (cosjc  — cos— ]  (cosx-f-cos  — V" 
\  a/n/  \  a/w/ 

COSX  H-  COS^ '—  I 

2/«        J 

pour  m  pair. 

Ainsi,  quel  que  soit  le  nombre  entier  /ti,  cos/nx  se  trouve  décomposé 
en  m  facteurs  du  premier  degré  par  rapport  à  cosx,  ou,  en  multipliant 
les  facteurs  qui  ne  diffèrent  que  par  le  signe  du  second  terme  et  ob- 
servant qu'on  a,  en  général, 

cos*tf  —  cos'i'  =  sîn^c'  — sin*tt, 

cosmx  =  a"*"'  cosx  (  sin^ sin' x  )  (  sin' sin'x  )  •  •  • 

\       2/«  J  \      aw  J 

am  J 

pour  m  impair,  si 

cosmx  =  a"*"'  (  sin'  — ^ sin* x  |  (  sin' sin'x  )  •  •  • 

\       am  y  \       a//j  y 

sm'  i '—  =  sin'x  I 

a/«  J 

pour  m  pair. 

On  peut  remarquer  qu'en  faisant  x  =  o  dans  ces  formules  on  ob- 
tient les  relations  suivantes  : 

Bin'  —  8in' •  »  sm*  ^^ =  -s-r  » 

a/ji        awi  a//i  a"*"^* 
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si  m  est  impair,  et 

sin' —  8in' — •  •  •  sm' —  =  -^n 

a/w        aw  a/?i  a""* 

81  m  est  pair. 
En  y  ayant  égard,  les  formules  précédentes  deviennent  : 

/      oosmx=  cosjT/  I \  I  I r—  \--- 

\  a/w/  \  aw/ 


X  I   I  — 


r — ^is^l 

8in'  l^^l^ 
L  aw      J 


(3) 


pour  m  impair,  et 
cosmx  =  /  1^ 


sin*—  /  V        sin*—  / 
am/  \  aiw/ 

sin^jT       "1 

sin»  (jîLzil? 
am     J 


pour  m  pair. 

Décomposition  de  sinmx  en  m  facteurs. 

Quatrième  Icmme.  —  Dans  les  formules  (a),  le  polynôme  du  degré 
771  —  1  par  rapport  à  cosx  est  rendu  nul  par  les  valeurs  de  x  corres- 
pondant à  siniTior  =  o.  Les  valeurs  de  mx  qui  satisfont  à  cette  der- 
nière condition  sont  renfermées  dans  Texpression  générale  nn^n  dési- 
gnant un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif;  mais,  comme  un 
polynôme  de  degré  m  —  i  ne  peut  avoir  plus  de  m  —  i  racines,  il  suf- 


nn 


fira  de  prendre  m  —  i  valeurs  de  —  7  donnant  des  cosinus  différents 


m 


et  n'annulant  pas  le  facteur  sinx;  ces  cosinus  seront  les  racines  du  po- 
lynôme. Les  arcs  ainsi  obtenus  seront 


ir 

aTT 

Stt 

ir 

— •— • 

— ) 

— ,  •  •  •  5 

ir 

m 

m 

m 

I7t 

Tous  ces  arcs,  étant  compris  entre  o  et  tt,  ont  des  cosinus  différents,  et 
la  somme  de  deux  quelconques  équidistants  des  extrêmes  étant  tt,  les  ' 
cosinus  sont,  deux  à  deux,  égaux  et  de  signes  contraires.  Si  m  est  pair, 

un  des  arcs  sera  ~)  et  le  cosinus  correspondant  sera  nul.  Cela  n*arri- 
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vera  pas  si  m  est  impair  ;  et  c*est  ce  qu'indiquent  immédiatonent  les 
formules  (a).  D'après  cela,  on  aura 


sokmx 


=  a***sinx  (cosx  — cos— j  fcosx-f-cos — j 
X  (cosj?—  cos— )••• 

x[c06*-OO8(î-^)][cO8X-KCO8(^-5;^)] 

si  m  est  impair,  et 

=  a*"'sinx  (cosj:—  cos— )  (cosxh-cos  —  ) 

l  a7r\   /  a7r\ 

X  (  cosx  —  cos  —  I  (  cosx  -+-  cos  —  I •  •  • 

\  '"A  "*  / 

X  I  cos  JT  H-  cos  f )  I 


smmx 


cosx 


si  171  est  pair  ;  ou,  en  réunissant  les  facteurs  deux  à  deux,  et  introdui- 
sant les  sinus  au  lieu  des  cosinus, 


smmx 


sm 


=  a"*"*  sinx  (  sin' sin'a?  |  (  sin' sin' j:  )  •  •  • 

si  m  est  impair,  et 

inm jr  =  a"""*  sinjrcoso:  (  sin'-^ —  sin'ar  )  (  sin' sin'x  )  •  •  • 

si  ;7i  est  pair. 

On  simplifiera  ces  formules  en  remarquant  que,  si  on  les  divise 
par  Xy  et  qu'on  fasse  tendre  x  vers  o,  on  obtient  les  suivantes  : 

__ I   .  ,  ir    .   ,air        .   ,/ir         tt  \ 

a**"'  sm'  —  sm' — •  •  «sm*  ( )  =  m 

m         m  \a      a/w/ 

pour  m  impair,  et 

a^-^sm'  — sm'  —  ••sinM )  =  m  . 

m         m  \a       mj  * 

pour  171  pair.  ^ 
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Les  formules  précédentes  deviennent,  d'après  ces  relations, 

(sin'xX    /        8in'j:\ 
1 \  /  I \«  •• 


(4) 


X  I   I  — 


r sin'j         "1 


pour  171  impair,  et 

sinmx  = /»sinâ?cosâ:  /  i— 


sin'x 


sm*  — 
m 


pour  m  pair. 


I  — 


8in*x 


,277 

m 


Développement  de  ces  a:  en  un  nombre  infini  de  facteurs. 


X 


Si  dans  les  formules  (  3  )  on  change  la  quantité  arbitraire  x  en  —  ) 
elles  deviennent  : 


(5) 


I 


COSX=  COS—  I    I  — 

m 


sm'-— 
m 


sin' 


%m 


I  — 


sm'  — 
m 

sm'  — 

2/71, 


X 


r      sin'^  "I 


pour  171  impair,  et 


cosj:=  I   I  — 


sm'— 
m 


sin' 


2/71 


I  — 


.    -/71 

sm'  — 
sm'  — 

2/72, 


L  Vw      2///yJ 


pour  /7t  pair; 
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et,  comme  m  est  un  nombre  entier  quelconque,  cosor  se  trouve  ainsi 
représenté  par  le  produit  d'un  nombre  arbitraire  de  facteurs. 

La  question  que  nous  venons  de  poser  ici  est  de  déterminer  la  fonne 
vers  laqueUe  tend  la  valeur  constante  du  second  membre,  lorsque  le 
nombre  de  ces  facteurs  croit  indéfiniment. 

sm"— 

Si  Ton  considère  un  facteur  quelconque  i j  n  désignant 

sin*— 

un  nombre  impair  aussi  grand  que  Ton  voudra ,  les  arcs  —  )  —  ten- 
dant vers  zéro  lorsque  m  croit  indéfiniment,  le  rapport  de  leurs  sinus 
aura  pour  limite  le  rapport  des  arcs  — j  et  la  limite  du  làcteur  sera 

rrir 

Comme  d'ailleurs  le  facteur  cos  —  tend  vers  l'unité,  en  arrive  d'a- 

m 

bord  à  cette  conclusion  que,  quelque  grand  que  soit  le  nombre  impair 
déterminé  /?,  le  produit  des  facteurs  qui  entrent  dans  les  expres- 
sions (5),  jusqu'à  cette  valeur  de  /i,  devient,  lorsque  m  croit  indéfi- 
niment, aussi  voisin  qu'on  voudra  du  suivant  : 

11  resterait  donc  à  trouver  la  limite  vers  laquelle  tend  le  produit  des 
facteurs  suivant  les  expressions  (5).  Pour  cela,  nous  remarquerons 
que,  quelque  grand  qu'on  suppose  x,  on  peut  toujours  prendre  un 

nombre  impair  pt  tel,  que  l'on  ait  j:  <  !^  ou  —  <  ^j  et,  en  pre- 

nant  //i  >  a,  i—  sera  plus  petit  que  -  •  Les  deux  arcs  — ,  ^  seront 

donc  dans  les  conditions  de  deux  arcs  respectife  a,  b  dans  le  premier 
lemme  ;  et  Ton  aura,  par  conséquent, 


.m  .m 

sm  —  sin  — 

X  ^  iLX  ^           X       rt 

>—    et    -<-i 


un       uir  LtTT       u 

sm-*—-      ^  sm-i— ■       " 

2/71  a/71 
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d*où  résulte 

1 <i  — -V-;     et    >i r« 

sm'-C--  ^  *^ 

Considérons  maintenant  les  produits  de  facteurs  en  nombre  infini 
dont  ces  deux  dernières  expressions  seraient  les  formes  générales, 
c'est-à-dire 

(7)     (,-t?)(.-|-)(,_^)... 

et 

(8)  (,_^)^,_î;)(,_g).... 

Ces  produits  tendent  vers  des  limites  déterminées  à  mesure  que  le 
nombre  des  facteurs  augmente  indéfiniment,  parce  que  les  séries  des 
seconds  termes  de  ces  facteurs,  pris  avec  le  môme  signe,  sont  conver- 
gentes. H  résulte  de  là  que  Ton  peut  prendre,  un  assez  grand  nombre 
de  Jeteurs  à  partir  du  premier,  dans  les  expressions  (7)  et  (8],  pour 
que  la  limite  du  produit  des  suivants  soit  aussi  peu  difiérente  de  l'unité 
qu'on  le  vdudra.  Et  si,  au  lieu  de  prendre  la  limite  du  produit  de  ces 
derniers,  on  ne  prenait  que  le  produit  d'un  nombre  limité  d'entre  eux, 
on  aurait  une  quantité  encore  plus  voisine  de  Tunité,  puisque  chacun 
de  ces  facteurs  est  plus  petit  que  l'unité. 

Ces  '  remarques  très-simples  nous  conduisent  immédiatement  à  la 
solution  de  notre  question. 

En  efiet,  il  en  résulte  d'abord  qu'on  peut  prendre  n  assez  grand 
pour  que  les  valeurs  des  expressions  (6)  et  (7)  aient  une  difi^érence 
aussi  petite  que  Ton  voudra.  Il  en  est  donc  de  même  du  produit  des 
fiaicteurs  correspondant  à  (6)  dans  les  expressions  (5),  lorsque  l'on 
suppose  que  m  croît  indéfiniment. 

Quant  aux  facteurs  qui  suivent  ceux-ci  dans  les  formules  (5)  et  dont 
le  produit  par  les  premiers  est  toujours  cos^r,  ils  sont  respectivement 
compris  entre  les  deux  facteurs  de  même  rang  dans  les  expressions  (  7  ) 
et  (8).  Leur  produit  total  est  donc  compris  entre  les  produits  corres- 
pondants de  ces  dernières,  dont  nous  venons  de  démontrer  que  les 
valeurs  pouvaient  différer  de  l'unité  d'une  quantité  moindre  que  toute 
quantité  donnée.  Ce  produit  total  peut  donc  lui-même  différer  aussi 
peu  qu'on  voudra  de  l'unité. 
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# 

Ou  voit  donc  que  cosx  peut  être  considéré  comme  composé  de 
deux  facteurs  variables,  dont  Tun  tend  indéfiniment  vers  Texpres- 
sion  (7),  et  l'autre  vers  l'unité.  Donc,  enfin,  cosx  est  égal  à  la  valeur 
repr^nlée  par  cette  expression  (7),  quel  que  soit  x. 

D'où  résulte  la  formule  suivante  : 

— (-^)(-fê)(-i$)-{-in^] 


•  •  ■  f 


au  moyen  de  laquelle  cosj?  se  trouve  décomposé  en  une  infinité  de 
facteurs  algébriques  du  premier  ou  du  second  degré,  dont  la  formule 
générale  est 

(aA*  -+-  ijit 

X  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  et  qui,  égalé  à  zéro,  donne 
toutes  les  racineà  de  cosx  =  o. 


Dés^eloppement  tle  ûikx  en  un  nombre  infini  tle  facteurs. 


JC 

Les  formules  (4)  deviennent,  en  remplaçant  x  par —  9 


sm*— \  /       sm*— 
XI  ni  \  I  m 

sinx  = /nsm»  I   i Il   i !••• 

ni\  .  ,  TT   /  \  .  ,a^ 

m. 


r     ""'^  1 

L  Va      a//i/J 


a      a//i/ 
pour  m  impair,  et 


sm*— \  /        sin'  — 
X         XI               w  \ /  m 

sin  j:  =  m  sin  —  ces  —  |   i ||   i  — 


m        ni  \  ••TT/A  .,271 

sin'  - 
m 


pour  m  pair, 


DES   PRODUITS   DB   FÂCTEUES   EIT    NOMBRE   UiFUîl.      48< 

^J^  www  se 

Or  on  a  m  gin  —  =  X  —sin—  )  et,  si  Ton  fait  croître  m  indéfiniment, 

.    X 

•  sin— 

/W  X  iJt  X 

—sin —on tend  vers  Funité  ;  il  en  est  de  môme  de  cos  —  •  Quant 

X      m        X  m 


m 


sm'— 


aux  antres  facteurs,  si  Ton  en  prend  un  quelconque  i ? 

.   m  fin 

sm*  — 
m 

x^ 
sa  limite  sera  i r— «• 

On  trouvera  donc,  en  employant  les  mêmes  considérations  que 
pour  cosx, 

8inx  =  x(.-5)  (,-^)  {'-A)  i'-w)"" 

Ainsi  sinor  se  trouve  décomposé  en  une  infinité  de  facteurs  du  pre- 
mier degré  en  x,  dont  le  premier  est  x,  et  les  autres  sont  renfermés 
dans  la  formule  générale 

n  désignant  un  nombre  entier  quelconque.  En  les  égalant  à  zéro,  on 
trouve  toutes  les  racines  de  Téquation  sin^r  =  o,  qui  sont  représen- 
tées par  la  formule  d:  tztt,  /i  désignant  un  nombre  entier  quelconque 
qui  peut  être  zéro. 


Cale,  in/,  D.  —  I*  3l 
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KOTE  SDR  LES  FONCTIONS  DINE  YARUBLB  HAGINAIRE-, 

P4E   M.   J.   BERTRAI^D, 

Membre  de  l'Institut. 


Définition  d'une  fonction  imaginaire. 

1,  Lorsqu'une  fonction  f(z]  est  donnée  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  de  la  variable  z  dont  elle  dépend,  elle  n'acquiert  pour  cela 
aucun  sens  lorsqu'on  y  remplace  z  par  une  expression  imaginaire 

x-^y^^i  l'expression  ^[^^y>f—î)  ne  peut  donc  slntroduire 
dans  les  calculs  ou  dans  les  raisonnements,  sans  une  définition  pré- 
cise qui,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x  et  de  /,  en  fasse  con- 
naître la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire,  en  permettant  d'écrire 

y  (jT  4-^/=T)  =  P -h  Q  v/^, 

P  et  Q  étant  deux  fonctions  réelles  connues  de  x  et  de^. 

Il  ne  £aut  pas  croire  cependant  que  les  deux  fonctions  P  et  Q  puissent 
être  choisies  arbitrairement;  toute  expression  de  la  forme 

où  P  et  Q  sont  des  fonctions  de  x  et  de  x^  ^'^^  P^  ^"^  fonction  de 
X  H-^-v^— I  ;  pour  la  considérer  comme  telle,  on  exige  une  condition 
sans  laquelle  disparaîtrait  toute  analogie  entre  les  fonctions  imaginaires 

et  les  fonctions  réelles  ;  pour  que  la  somme  P  -»-  Q  v^— i  soit  considérée 

comme  une  fonction  de  x  +/v^^ ,  il  ne  suffit  pas  que  cette  expres- 
sion soit  déterminée  lorsqu'on  se  donne  x  et  y^  il  faut  encore  qu'elle 
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ait  une  dérivée  déterminée  et  que  le  rapport  de  son  accroissement  in- 
finiment petit  à  Taccroissement  correspondant  d^  + r/^v^^de  la 

dr 
variable  soit  indépendant  da  rapport  arbitraire  ^*  Si  Fou  voulait 

s^affranchîr  de  cette  condition,  la  théorie  des  fonctions  imaginaires 
serait  simplement  celle  des  fonctions  de  deux  variables  et  leur  étude 
spéciale  n'offrirait  aucun  intérêt. 

Lorsqu'on  attribue  à  at  et  à  ^  les  accroissements  infiniment  petits  dx 

et  dy^  raccroissement  de  P  -h  Q  v^^  est 

Pour  que  le  rapport  de  cet  accroissement  à  ctr  -t-  r(^  \f^  soit  indé- 

dr 
pendant  de  ^}  on  doit  avoir 

dx  dx  ^—1 

et  Ton  voit,  après  avoir  chassé  le  dénominateur,  que  cette  équation 
équivaut  à  deux  autres 

dx       dy       dy  dx 

Ces  deux  équations  sont  nécessaires  et  suffisantes,  d'après  notre  défi- 
nition, pour  que P -h Q yf—l soit  une  fonction  de x -^y^—i]  lors- 
qu'elles sont  satisfaites,  on  a 

d,{V  +  Q}/^i)^dV  ^     —dQ^dQ       r—^dV, 
di^x-^yyf^)       dx      "^        dx      dy      ^  ^      dy' 

on  en  conclut  que,  ^  (s)  désignant  une  fonction  quelconque  de  la  va- 
riable imaginaire  z  égale  à  x-v-y\f^^  ©*?'(«)  étant  la  dérivée  de 
f(z),  ona 

3i. 
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Ces  équations  pourraient  être  écrites  a  priori  comme  oonsëqnenon 
de  la  règle  de  différentiation  des  fonctions  de  fonctions,  8*il  était  per- 
mis d'invoquer  cette  règle  avant  d'avoir  constaté  l'existence  d'usé 
dérivée  déterminée  et  indépendante  du  rapport  des  accroissements 
infiniment  petits  attribués  à  x  et  à  j^. 

2.  Les  équations  du  paragraphe  précédent,  qni  lient  l'une  à  l'antre 
les  fonctions  P  et  Q,  permettent  d'éliminer  l'une  d'elles  et  fonmissent 
une  équation  importante  à  laquelle  Tautre,  considérée  isolémait,  doit 
satisfaire.  En  ajoutant  ces  équations  après  avoir  différentié  la  première 
par  rapport  à  x  et  la  seconde  par  rapport  à  /,  on  trouve  en  effet 

rf'P      rf»P 

et,  en  les  retranchant  après  avoir  différentié  la  première  par  rapport 
à  ^  et  la  seconde  par  rapport  à  x,  on  a 

dx'  "*■  dy  "   • 

Ces  conditions  imposées  aux  fonctions  P  et  Q  expliquent  comment  une 
fonction  imaginaire  possède,  ainsi  que  nous  le  verrons,  un  grand  nombre 
de  propriétés  très-précises  et  indépendantes  de  sa  définition  ;  il  ne  faut 
pas  en  effet,  on  le  comprend  dès  à  présent,  attacher  à  une  fonction 
imaginaire  quelconque  l'idée  d'une  indétermination  aussi  complète  que 
celle  d'une  fonction  réelle  quelconque.  Pour  chaque  valeur  de  la  va- 
riable, une  fonction  réelle  peut  être  choisie  arbitrairement,  et  les  seules 
restrictions  auxquelles  sont  soumises  ses  variations  sont  celles  qui  ré- 
sultent de  la  loi  de  continuité;  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  v/--î^ 
dans  une  fonction  imaginaire  sont  assujettis,  au  contraire,  à  des  con- 
ditions très-précises  exprimées  par  les  équations  que  nous  venons 
d'obtenir  et  d'après  lesquelles  chacune  d'elles  représente  l'ordonnée 
d'une  surface  qui,  loin  d'être  arbitraire,  appartient  à  une  classe  toute 
particulière  dont  on  conçoit  fort  bien  que  Ton  puisse  étudier  les  pro- 
priétés sans  avoir  besoin, de  rien  préciser  davantage. 

3.  U  sera  utile  d'exprimer  les  conditions  nécessaires  pour  que  la 
somme 

où  P  et  Q  désignent  les  fonctions  des  variables  p  et  6i,  soit  une  fonc- 
tion de  / 

p(coswH-/— isinw)* 
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Si  l'on  change  p  en  p  -♦-  rfp,  et  w  en  «  -h  cfc),  raccroissement  deP  -h  Q  v'^ 
J?  ^       rfP.         , —  /rfQ.       dQ,\ 

l^accroissement  correspondant  de  la  variable  est 

dp (cos»  ■+■  /—  I  sinw)  -hp</w(—  sinw  -+-/— i  cos«). 
-Pour  que  le  rapport  de  ces  deux  accroissements  soit  indépendant 
de  -7^  j  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

dp  dp  dùi  r/w 

C08W-+- 1/— isinw      p(— sin»  H-^— I  cosw) 

en  multipliant  par  p  ^^  les  deux  termes  du  premier  membre,  les 
dénominateurs  deviennent  égaux,  et  Ton  a,  en  égalant  les  parties 

réelles  des  numérateurs  et  les  coefficients  de  ^^, 


d? 
^4  = 

rfQ 
d(ù 

r  dp 

€/P 

d^ 

Telles  sont,  d'après  nos  conventions,  les  conditions  néceseaires  et  suf- 
fisantes pour  que  la  somme  P  -t-  Q  ^^  soit  une  fonction  de 

^  p(co8w-i- v''— isin»). 

4.  Les  conditions  précédentes  sont  les  seules  qui  soient  imposées  aux 
fonctions  imaginaires  et,  pourvu  qu'elles  soient  remplies,  la  définition 
reste  entièrement  arbitraire.  On  conçoit  cependant  qu'une  fonction  ima- 
ginaire ne  s'introduira  avantageusement  dans  les  calculs  que  lorsqu'elle 
sera  réellement  la  généralisation  de  la  fonction  réelle  de  môme  nom, 
à  laquelle  elle  se  réduit  quand  on  suppose  ^  =  o,  et  qu'elle  partagera 
ses  propriétés  caractéristiques.  Cette  analogie,  regardée  a  priori 
comme  une  condition  essentielle,  est  la  base  des  définitions  que  nous 
allons  donner  de  quelques-unes  des  fonctions  les  plus  simples. 

5.  Les  propriétés  générales  des  fonctions  réelles  doivent  aussi  s'ap- 
pliquer aux  fonctions  imaginaires;  les  définitions  doivent  être  telles 
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que  QBla  ait  lieu,  et  si  cette  condition  impliquait  contradiction,  U 
théorie  des  fonctions  imaginaires  devrait  être  abandonnée  comme 
inutile.  C'est  pour  cela,  par  exemple,  qu'une  expression,  déterminée 

lorsque  x-h//^  est  donné,  ne  reçoit  pas  cependant  le  nom  de 

fonction  de  x  -^x^^t  ^^  ^^^^  ^*^  P^>  P^  rapport  à  cette  variable, 
une  dérivée  déterminée.  Rien  ne  s'opposerait  certainement  à  ce  qu'on 
lui  accord&t  ce  nom  ;  mais  cela  aurait  l'inconvénient  d'éveiller  par  ana- 
logie des  idées  inexactes. 

Parmi  les  théorèmes  applicables  également  aux  fonctions  imagjnaires 
et  réelles,  nous  nous  bornerons  à  citer  le  suivant  : 

Deux  fonctions  imaginaires  qui  ont  même  dérivée  ont  une  diffé' 
rence  constante. 

Soient  

les  deux  fonctions  considérées.  D'après  les  Tésnltata  obtenus  (1),  les 
dérivées  de  u  et  de  u^  étant  égales,  on  a 

rfP^^      rfQ  ^  rfQ, 
dx       dx       dx       dx 

d?_d?,       dQdQ, 
dx'^  dr'     dx"  dx' 

et  ces  équations  prouvent  que  les  dérivées  des  différences  P  ^  P^  et 
Q  ~  Qi)  P&r  rapport  à  x  et  par  rapport  à  ^,  sont  égales  à  zéro;  ces 
différences  sont  donc  indépendantes  de  x  et  de/,  et  par  conséquent 
constantes. 

Définition  de  quelques  fonctions  simples. 

6.  Définition  de  zT  lorsque  m  est  entier.  —  On  est  conduit,  dès  les 

éléments,  à  remplacer,  dans  la  fonctions",  lavariables  par  x+/\/^; 
on  a,  en  appliquant  la  formule  du  binôme  qui,  dans  le  cas  de  l'exposant 
entier,  résulte  des  règles  de  la  multiplication, 

L  i.a  •^  i.a.3.4  ^      *'J 

j  / — r  ^1    wfwi— i)(/w— a)  _, ,     1 
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Il  est  aisé  de  voir  que  cette  expression  remplit  la  condition  précédem- 
ment exprimée,  et  que  la  dérivée  de  ^  par  rapport  à  z  est  mzT^'^  pré- 
cisément comme  dans  le  cas  où  z  est  réel.  La  démonstration  repose  en 
effet  uniquement  sur  le  développement  de  (s  +  A)",  qui  s'applique  sans 
modifications  au  cas  où  2  et  A  sont  imaginaires. 

La  même  conclusion  s'applique  évidemment  à  une  fonction  entière 
quelconque  de  la  variable  z,  et  toute  expression  de  la  forme 

(i)  Az'"+ A,z'"-'-j-A,a'"-'-4-...H-A^.,z-h  A^, 

où  Ap  A,,.  • .,  A„  représentent  des  constantes  réelles  ou  imaginaires, 
est  une  fonction  de  z  qui  a  pour  dérivée 

iTiAz'""'^  (/w  — i)A,z^'H-...-f-A^_,. 

Si  le  polynôme  (i)  est  remplacé  par  une  série  indéfinie,  on  sait  que, 
pour  les  valeurs  de  la  variable  qui  rendent  la  série  convergente, 
la  série  des  dérivées  est  elle-même  convergente  et  représente  la  dé- 
rivée de  la  série.  Nous  pouvons,  par  conséquent,  étendre  nos  conclu- 
sions aux  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances  de  la 
variable.  C'est  là  une  remarque  très-importante,  et  qui,  lorsqu'une 
fonction  réelle  est  développable  en  série  convergente,  permet,  comme 
nous  allons  en  donner  des  exemples ,  d'en  étendre  la  définition  au  cas 
où  la  variable  est  imaginaire 

7.  Définition  de  e*.  —  La  fonction  c*,  lorsque  z  est  réel,  est  repré- 
sentée par  la  série  toujours  convergente 

z*  z*  z« 

^    '  1.2         1.2.3  1.2.3.../I 

En  remplaçant  »  par  x  -h  j  /^ ,  on  forme  l'expression 

que  nous  prendrons  comme  définition  de  ^+^^.  Il  est  facile  de  sommer 
cette  série  et  d'en  trouver  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire.  En 

développant  en  effet  les  puissances  de  (x-h^/^)  qui  figurent  dans 
les  différents  termes  de  la  série,  et  réunissant,  dans  ces  divers  déve- 

loppements,  les  coefficients  de tt >  on  trouve 

1*2. •}.  *  * p 

^'  r.  I  VL^-T  I  ^-^v^^)'  I   I  G- v^^^)' -.-■■■"]. 

i.a.3.../>L  '•*  '"       «•»•••«  J 
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La  partie  réelle  est 

^ (i—Z-H £--_-.,..)  = coe^, 

i.2.3.../?\         2        l.a.3.4  /        1.2.3. ../> 

et  la  partie  imaginaire 

i.a.3.../î  V"'       a. 3      i.a. 3.4.5  /       i.a.3..«/?^ 

ife  terme  en  af  est  donc 

-—5 — -  (oosr  -^  /=l8inr), 
et  la  série  (i)  se  réduit  à 

(cosr-f- V^'^sinr)  (  ih-xh h... h 5 k...  ) 

^      'f      ^  "^  '  \  i.a  i,a.3...p  / 

=  <?•  (cos/  -*-  /^sin^-)  ; 

on  a  donc  enfin 

(a)'  •  tf*+'^^=  tf*(co8/-i- v/^8in7-). 

On  peut  remarquer  que,  dans  la  démonstration  précédente,  les  termes 
de  la  série  considérée  ont  été  intervertis;  mais,  leurs  modules  formant 
une  série  convergente,  cela  n*a  aucun  inconvénient. 

8.  La  fonction  ^  étant,  d'après  la  définition  môme,  représentée  par 
une  seule  et  môme  série  pour  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  z, 
une  seule  et  môme  série  représentera  aussi  les  dérivées  dans  les  deux 
cas,  et  il  en  résnlte  que  Téquation 

(')  •^  =  ^ 

s'applique  aux  valeurs  imaginaires  comme  aux  valeurs  réelles  de  s.  D 
est  d'ailleurs  bien  facile  de  vérifier  directement  que  l'expression 

e*  (cos^  -h  v^^  sin/) 

satisfait  aux  conditions  données  (1)  et  qu'elle  est  égale  à  sa  dérivée. 
On  peut  aussi  vérifier  la  formule 

(a)  tf*.tf"s=  <?*+", 
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qui  a  lien  pour  toutes  les  valeurs  des  exposants  z  et  u.  Le  succès  de 
cette  vérification  ne  doit  d'ailleurs  causer  aucune  surprise,  tf*  et  «"  étant 
en  effet  représentés  par  des  séries  telles,  que  l'équation  (a)  soit  iden- 
tique quand  les  variables  sont  réelles,  il.est  tout  simple  que  cette  équa- 
tion reste  v{^e  quand  on  leur  substitue  des  expressions  imaginaires 
quelconques. 
En  supposant  4?  =  o,  on  a 

^«^  =  cos/  -+-  }f^  sin/, 
et,  en  changeant/  en  — /, 

er^'f-^^  =  cos/  —  yj—\  sin/; 
on  déduit  de  ces  formules 

cos/=: ' 

smj  = — = 

av  — I 

9.  Définitions  de  9Ànz  et  de  cosz.  —  Les  fonctions  sins  et  coss  sont 
représentées,  lorsque  z  est  réel,  par  les  séries  toujours  convergentes 


smz  =  z  — 


z»  a» 


1.2.3      I. a. 3,4.5       '•• 

COSX=  I 1 r-r— .... 

i.a      i.a.3.4 

En  remplaçant  z  par  x  -k-  yyf^^  on  aura  deux  séries,  toujours 
convergentes  aussi,  que  nous  adopterons  comme  définitions  de 

8in(x-H/v/^)  et  de  co8(«-h//^).  S  résulte  immédiatement, 
des  définitions  de  ^,  sins  et  cosz,  que  Ton  a,  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  z, 

^»^  =s  cosz  -h  v/-^  sîn  z, 
^«kC7_.  çQgjj  _  ^CTTsinz, 

et  par  conséquent 

COSZ  = ) 

smz  = -==. —  • 
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Ces  formules  permettent  de  calculer,  sans  recourir  aux  séries,  la 
partie  réelle  et  la  partie  imaginaire  d'un  sinus  ou  d'un  cosinus  quelcon- 
que. On  a 

ces  \x  -i-  Y^  —  I  j  .= 


a 


=  cosx hv  — I  sin  X > 

a  ^  a 


8in(x-i-//-^j)  =  — 


=  V—  icosx ^+8inx 

'  a 


Si  Ton  suppose  x  =  o,  ces  formules  deviennent 

COS^V^— I  = > 

sm  y  /-^  =  =  — - —  •  -  1  ; 

a/—  I  * 

on  en  conclut 

cos (a?-f-/v^"-  0  =  cosxcos//— 1  —  sinxsin^v^—  i, 
sin  [x-\-y}J  —  1)  =  sinxcos^/—  1  -4-cosx8in^v^—  i. 

Ces  deux  formules  sont  d'ailleurs  des  cas  particuliers  des  formules  plus 

générales 

cos  (tt  +  p)  =  cos  a  cos  p  —  sin  u  sin  p, 

(4)  .   )        [       .  .  • 
^  '                    sm  (a  +  p)  =  smuGOSP  +  smPCOSu, 

qui  ont  lieu  pour  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  u  et  de  p.  On 
peut  vérifier  aussi  la  formule 

(5)  sin*  a -4- cos' «  =  i, 

qui  résulte  des  équations  (i)  et  qui,  combinée  avec  les  équations  (4)i 
permet  d'étendre  au  cas  des  variables  imaginaires  les  formules  princi- 
pales de  la  Trigonométrie. 

La  forme  des  séries  qui  représentent  sinz  et  cos  2  montre  enfin  que 
Ton  a,  pour  les  valeurs  imaginaires  comme  pour  les  valeurs  réelles 
de  z, 

dcosz 

— ; —  =  — sm«. 
az 
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10.  Définition  de  tangs.  —  La  fonction  tangz,  n'étant  pas  dévelop- 
pable  en  série  pour  toute  valeur  réelle  de  z,  ne  peut  pas,  lorsque  z  est 
imaginaire,  être  définie  par  la  série  qui  la  repr^nte.  Nous  .poserons, 
conune  définition, 


sms 
tangz  = » 

^  C0S3 


et  par  conséquent 


tang«=  -^ ^-^y y-,     y ^_     _,     , 


nous  poserons  de  même 

^^.^     I     ^cosz^g'^^+g"'^ /    ^         2      \ 

Les  formules 

<£tangz_     1 

dz     ""cos'z' 
ilcoiz  I 


dz  sm*  z 

sont  applicables  à  des  valeurs  quelconques  de  z,  car  la  règle  de  diffé- 

c|n  2  CAS  Z 

rentiation  des  fractions,  appliquée  à et  à  -: — 9  donne  les  mêmes 

^   1^*'  ^         C0S2        sm  z 

résultats,  et  les  rédactions  ultérieures  sont  les  mômes  lorsque  Ton 
suppose  z  réel  ou  imaginaire. 

a.  Définition de\z,  —  Lorsque  z  et  u  sont  liés  par  Téquation 
(I)  z  =  «-, 

on  dit  que  u  est  le  logarithme  népérien  de  z,  et  Ton  écrit 

(a)  M  =  lz, 

z  étant  une  fonction  de  «,  u  est  une  fonction  de  z.  La  condition  pour 
qu'il  en  soit  ainsi  est  en  eflet,  d'après  notre  définition,  que  le  rapport 

-r-  soit  déterminé,  et  c'est  ce  qui  a  lieu  nécessairement,  puisque  -j- 

l'est  lui-même. 
Si  Ton  suppose  z  =  x + /  v^^,  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire 
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de  \z  se  déduisent  aisément  de  la  définition  précédente.  Soit 

on  doit  avoir 

(.3)  jr-4-/v/^=tf^«*'^  =  tf'{cos7-t-/^8in9;, 

et  cette  équation  équivaut  aux  deux  suivantes  : 

X=:  tf^COS^, 

(4) 

On  en  déduit 

(5)  tf^=x»-h/%    tang^  =  '^9 
et  par  conséquent 

(6)  /^=il(x*-h/), 

(7)  7  =  arctang^* 

1  (x*  -^y  )  est,  bien  entendu,  le  logarithme  népérien  ordinaire  du  nombre 

réel  et  positif  x'  -h  /*  ;  arc  tang  ~  représente  une  infinité  d'arcs.  Soit  a 

le  plus  petit  d'entre  eux;  il  faut  remarquer  que,  q  étant  défini  par 
son  sinus  et  par  son  cosinus ,  on  peut  ajouter  à  a  un  multiple  de  2^, 
mais  non  pas  un  multiple  quelconque  deir,  comme  cela  aurait  lieu 
si  Ton  n'avait  égard  qu'à  l'équation  (7)  ;  on  a  donc  enfin 

1  (x H-/ V^—î)  =  - 1  (x» -hj^)  -+-  v^^  (a  -H aXir), 

a  étant  le  plus  petit  des  arcs  dont  le  sinus  et  le  cosinus  sont  donnés  par 
les  équations  (4)  ot  ^  un  nombre  entier  arbitraire. 
L'équation 

ff***^=cos2wH-\/— isin2ir=i 

montre  d'ailleurs,  a  priori,  que  l'on  peut  ajouter  à  l'exposant  de  e  un 

multiple  quelconque  de  a  tt  ^/^sans  changer  la  valeur  de  l'exponentielle, 
et  qu'il  est  permis  par  conséquent  aussi  d'sjouter  à  un  logarithme 

un  multiple  quelconque  de  2ir|/^* 
12.  L'équation 
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étant,  par  définition,  une  conséquence  de 


on  a 


et,  par  conséquent, 


u  =  \z 
dz  ^ 

du  ^d\z ^  I 
dz""  dz  ^ z^ 


résultat  facile  à  vérifier  directement  d'après  la  valeur  de  U. 

iZ.  Définition  de  «"  pour  une  valeur  quelconque  de  /w.  —  Si  l'on 
fait  z  =  xH-^^— I,  on  a,  d'après  ce  qui  précède, 

(l)  Zrirtf'+'V^, 

p^iq  ayant  les  valeurs  trouvées  au  paragraphe  (12).  L'expression  z" 
est  donc  équivalente  à 

(a)  [e^r^i^rrx)^ 

Pour  élever  l'exponentielle  à  la  puissance  m,  nous  admettrons, 
comme  définition,  qu'il  faut  multiplier  l'exposant  par  m,  et  nous  pose- 
rons en  conséquence 

(3)  zT^eTi^-*^^, 

q  contenant  dans  son  expression  un  multiple  arbitraire  de  2?r,  q\ii, 

sans  influer  sur  la  valeur  de  l'expression  (i),  change,  au  contraire, 

après  la  multiplication  de  q  par  m,  la  valeur  de  l'exponentielle  (3); 

z*  n'est  donc  pas  une  fonction  bien  déterminée  de  z, 

h 
Si  l'exposant  m  est  réel  et  égal  à  -  9  A  et  ^  étant  entiers,  on 

aura 

z^=ze^     *       =e*  (cos  — -hv^^sin— )j 

et  si,  dans  cette  expression,  on  remplace,  comme  cela  est  permis,  q  par 
q  -4-  aX-?r,  elle  prendra  un  nombre  de  valeurs  distinctes  précisément  égal 
au  dénominateur  g. 

Si  l'exposant  m  est  imaginaire  et  égal  à  r  (oosfti-HV^^sinoa),  on 
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aura,  en  posant/? -h ^/^  =  p(co8f>-f-/^6mf), 

_.  ^^ccêif^)  [cos;*p  gin  (f  H-  «)]  -♦-  |/^8inrp  gin  (f  h-  ••)  ; 

cette  expression  fournissant  d'ailleurs  pour  s"  une  infinité  de  valeurs 
distinctes,  puisque  l'angle  f  qui  y  figure  dépend  de  l'expression 

p  '+-g/--ii  dans  laqueUe  il  est  permis  d'ajouter  à  ^  un  multiple  quel- 
conque de  air. 

Sur  les  fonctions  qui  sont  mal  déterminées, 

ih  Parmi  les  fonctions  que  nous  venons  de  définir,  il  faut  distin- 
guer avec  soin  e*,  sin  2,  cos  2,  tang  s  et  2*  lorsque  m  est  entier,  qui 
sont  des  fonctions  bien  déterminées.  Chacune  d'elles,  pour  une  valeur 
réelle  ou  imaginaire  de  s,  est  définie  sans  ambiguïté.  Les  fonctions  U, 
i",  lorsque  m  n'est  pas  entier,  admettent,  au  contraire,  pour  chaque 
valeur  de  z,  plusieurs  valeurs  distinctes  également  conformes  à  leur 
définition.  D  est  important  cependant,  dans  un  grand  nombre  de  cas, 
de  pouvoir  préciser  celle  dont  on  veut  s'occuper,  et  nous  allons  don- 
ner sur  ce  point  quelques  développements. 

Lorsque  l'on  considère  des  valeurs  isolées  de  x  et  de  j^,  la  définition 
laissant  par  hypothèse  la  fonction  indéterminée,  on  peut  adopter  in- 
difléremment  l'une  quelconque  des  expressions  qu'elle  fournit;  mais  ce 
premier  choix  une  fois  fait,  si  l'on  feit  varier  or  et  ^  à  partir  des  va- 
leurs primitivement  considérées,  les  valeurs  successives  de  la  fonction, 
supposée  continue,  sont  en  général  déterminées,  et  toute  ambiguïté  dis- 
paraît.   

Soit,  par  exemple,  ?(x-4-/v'— i)  une  fonction  dont  la  définition, 
quelle  qu'elle  soit  d'ailleurs,  laisse  subsister,  pour  des  valeurs  données 
de  X  et  de  7,  une  certaine  indétermination,  permettant  de  choisir 
entre  des  valeurs  distinctes  ;  dans  certains  cas,  lorsque,  par  exemple, 

T  (x -hx^-^)  =  1  {^  +//-») >  le  nombre  de  ces  valeurs  est  infini. 
Attribuons  à  â:  et  à  ^  des  valeurs  initiales  .r,,  j^,,  pour  lesquelles 
nous  choisirons  arbitrairement,  parmi  les  valeurs  conformes  à  la  défi- 
nition, celles  que  nous  voulons  adopter  pour  représenter 

Faisons  ensuite  varier  «  et  7  d'une  manière  continue  et  suivant  une 
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loi  telle  que  le  point  dont  x^iy  Bont  les  coordonnées  décrive  sur  le 
plan  une  courbe  arbitraire  commençant  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  ^„  7,  ;  la  condition  de  varier  infiniment  peu  lorsque  la  variable 
change  elle-même  infiniment  peu  dissipera  toute  ambiguïté,  et  Ton 
devra  adopter,  en  chaque  point,  pour  la  fonction,  la  valeur,  en  géné- 
ral unique,  qui,  satisfaisant  à  la  définition,  diffère  infiniment  peu  de 
celle  qui  correspond  au  point  infiniment  voisin  qui  précède.  Une 
seule  exception  correspond  au  cas  où,  pour  Tun  des  points  considérés, 
deux  valeurs  de  la  fonction  deviendraient  exceptionnelleotent  égales 
entre  elles  ;  si  la  loi  de  continuité  conduit  à  adopter  ces  valeurs  en 
continuant  à  suivre  la  courbe  qui  représente  la  loi  de  variation  de  x 
et  de  7,  on  se  trouvera,  pour  un  point  infiniment  voisin  de  celui  dont 
il  est  question,  en  présence  de  deux  valeurs  infiniment  peu  différentes 
Tune  de  l'autre  qui,  satisfaisant  Tune  et  l'autre  à  la  loi  de  continuité 
adoptée  comme  critérium,  pourront  être  acceptées  toutes  deux;  ces 
valeurs  se  sépareront  ensuite  et  acquerront  une  différence  finie,  en 
sorte  que  l'ambiguïté  reparaîtra  pour  tous  les  points  situés  au  delà  de 
ce  point  critique  où  elle  a  pris  naissance. 

La  définition  de  la  fonction  ^a:+/v^^lui  assigne  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires,  qui  deviennent  égales  pour  x=:o, 
X=o\  c'est  donc,  pour  cette  fonction,  par  l'origine  des  coordonnées 
qu'on  devra  s'abstenir  de  faire  passer  la  courbe  qui  représente  la  série 
des  valeurs  de  x  et  de  /. 

Pour  la  fonction  l(ï  4- J7-f"/V—T),  le  point  critique  correspond 
aux  valeurs  ^  =  o,  j:  =  -*  i ,  pour  lesquelles  toutes  les  valeurs  du  lo- 
garithme deviennent  infinies. 

15.  n  ne  faut  pas  croire  que,  pour  définir  avec  précision  l'une 

des  valeurs  d'une  fonction  f  (x  +7  v^--D  »  ^^  soit  nécessaire  de  spécifier 
la  courbe  qui  réunit  le  point  correspondant  aux  valeurs  choisies  de  x 
et  de  y  au  point  arbitraire  pour  lequel  le  choix  a  été  fait  d'abord.  On 
conçoit,  en  effet,  que,  les  valeurs  possibles  de  la  fonction  ne  formant 
pas  une  série  continue,  le  changement  dans  la  forme  de  la  courbe  étant 
supposé  se  faire  graduellement  et  par  un  mouvement  continu,  la  fono* 
tion  doit  nécesisairement  rester  invariable  jusqu'au  moment  où  se  pro« 
duit  un  changement  brusque  qui  lui  fait  acquérir  une  valeur  nouvelle, 
et  recevoir  tout  à  coup  un  accroissement  fini.  S'il  s'agit,  par  exem- 
ple, de  la  fonction  1  (x+y^^)^  pour  des  valeurs  données  de  x  et 
de  /,  on  sait  que,  si  elle  diange,  elle  ne  peut  s'accrottre  que  d'un  mul- 
tiple de  Air/^.  Or  nous  allons  montrer  que  ces  changements  brus- 
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ques  ne  sont  possibles  que  quand  la  courbe,  en  se  déformant,  franchit 

Tun  des  points  qui  correspondent  aux  valeurs  égales,  infinies,  ou  indé- 
terminées de  la  (onction. 

Considérons  en  effet  un  point  initial  Â  ayant  pour  coordonnées  x^ 
r»)  et  soit  un  point  B  dont  les  coordonnées  sont  x^^y^\  supposons 
qu'un  point  mobile  M  parte  de  Â  et  se  rende  en  B  en  suivant  une 
certaine  courbe;  si  Ton  se  donne  en  A  la  valeur  de  la  fonctiOD 

ç(x.-h^.V^'^),  la  condition  que  nous  lui  imposons  d'être  continue 
déterminera  celle  qu'il  faudra  adopter  en  B  pour  la  fonction 

Lorsque  x^\,y  auront  été  prjs  successivement  égaux  aux  coordonnées 
variables  du  point  mobile  M.  Supposons  ensuite  que  Ton  passe  du 
point  A  au  point  B  en  suivant  une  courbe  infiniment  peu  différente  et 
telle,  qu'aucun  des  points  dont  nous  avons  parlé  ne  soit  compris  entre 

elle  et  la  précédente  ;  en  adoptant  pour  ç  (  J?,4-^o  V^~^)  '*  môme  valeur 
,  que  dans  le  cas  précédent,  on  trouvera  la  même  valeur  aussi  pour 

î  (ar,  4-7|  yf^  ) .  Concevons  en  effet  que  deux  points  mobiles  M  et  M', 
parcourant  nos  deux  courbes,  partent  en  même  temps  de  A,  pour  ar- 
river en  même  temps  en  B,  et  suivant  une  loi  telle,  que  leur  distanoa 
soit  constamment  infiniment  petite.  Lorsque  le  point  M  parcourt  la 
première  courbe,  les  valeurs  que  prend  successivement  la  fonction 
sont  déterminées  par  l'obligation  dé  former  une  suite  continue;  mais, 
pour  chaque  point  considéré  isolément,  la  définition  de  la  fonction 
permettrait  de  choisir  entre  diverses  valeurs  toujours  inégales  par 
hypothèse.  Soit  A  un  nombre  moindre  que  le  plus  petit  module  de  la 
différence  entre  deux  valeurs  possibles  de  la  fonction  en  un  point 
quelconque  de  cette  courbe;  il  est  clair  que,  pour  deux  points  infini- 
ment voisins  dont  i*un  est  situé  sur  la  courbe,  le  module  de  la  diffé- 
rence entre  deux  valeurs  de  f ,  compatibles  avec  la  définition  de  la 
fonction,  sera  aussi  supérieur  à  À,  s'il  n'est  pas  infiniment  petit.  Au 
point  initial  dont  les  cordonnées  sont  x^,  /^,  la  valeur  de  la  fonction  a 
été  choisie,  et  lorsque  les  deux  courbes  sont  parcouruea  simultanément 
par  des  mobiles  partant  de  ce  point,  la  différence  initiale  entre  les  va- 
leurs de  la  fonction  est  nulle  et  a  zéro  pour  module.  Ce  module  étant 
assujetti,  comme  nous  l'avons  dit,  à  la  condition  d'être  toujours  infini- 
ment petit  ou  supérieure  A,  ne  peut,  à  aucun  instant,  cesser  d'être 
infiniment  petit,  car  il  devrait  pour  cela  changer  brusquement  de  va- 
leur pour  devenir  supérieur  à  A.  Lorsque  les  deux  points  arriveront 
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ensemble  en  B,  les  valeurs  correspondantes  de  7  différeront  donc  infi- 
niment peu,  et  cela  ne  peut  être  sans  qu'elles  soient  rigoureusement 
égales;  car  au  point  B  toutes  les  valeurs  possibles  de  la  fonction  sont 
par  hypothèse  distinctes,  et  leurs  dilTérences  ont  des  modules  finis. 

Si  les  deux  courbes  comprenaient  entre  elles  un  des  points  pour 
lesquels  deux  valeurs  de  f  deviennent  égales  entre  elles,  la  quantité  dési- 
gnée par  À  serait  infiniment  petite,  et  le  raisonnement  précédent  serait 
en  défaut.  La  valeur  de  la  fonction  f  relative  au  point  B  peut  donc 
varier  pour  une  même  valeur  initiale  correspondant  au  point  A,  lors- 
que la  courbe  qui  unit  ces  deux  points,  et  par  laquelle  on  représente  les 
valeurs  intermédiaires  de  la  variable,  se  déforme  infiniment  peu  en 
franchissant  un  des  points  pour  lesquels  deux  valeurs  de  la  fonction  f 
deviennent  égales  entre  elles. 

46.  Pour  éclairer  ce  qui  précède  par  un  exemple,  considérons  la 
fonction  

qui  peut  avoir,  pour  chaque  point,  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires.  Donnons-nous,  pour  a:  =  i,  jr  =  o, 

Cette  hypothèse  détermine  la  fonction  pour  des  valeurs  quelconques 
de  :r  et  de  ^  supposées  reliées  aux  valeurs  initiales  j;  =  1,^=0,  par 
une  série  continue  de  valeurs  intermédiaires  parmi  lesquelles  ne  figu- 
rent pas  X  =  0,  ^  =  o,  pour  lesquelles  les  deux  valeurs  de  la  fonction 
sont  nulles  toutes  deux  et  par  conséquent  égales.  Si  Ton  considère  un 
point  mobile  partant  du  point  A,  dont  les  coordonnées  sont  a:=  i, 
jr=  Oj  et  revenant  au  même  point  après  avoir  décrit  une  courbe  con- 
tinue ,  et  que  Ton  attribue  k  x  et  à  ^  les  valeurs  correspondant  aux 
coordonnées  des  points  de  cette  courbe,  en  revenant  aux  valeurs  pri- 
mitives Xq,  X(h  1^  fonction  reprendra  sa  valeur  initiale  si  la  courbe  ne 
contient  pas  dans  son  intérieur  l'origine  des  coordonnées;  on  pourra 
en  effet,  dans  ce  cas,  en  conservant  les  deux  mêmes  extrémités  réunies 
en  A,  la  réduire  à  zéro  par  une  déformation  continue,  sans  qu'elle  ait 
à  franchir  ce  point  critique,  et  par  conséquent  sans  altération  de  la 
valeur  finale  de  7.  H  en  sera  autrement  si  l'origine  est  située  dans  Tin- 
térieur.  de  la  courbe.  Supposons  par  exemple  que,  partant  du  point 
dont  les  coordonnées  sont  a:  =  i,  /=  o,  on  se  déplace  sur  le  cercle  du 
rayon  unité  décrit  de  l'origine  comme  centre,  et  soit  f  l'angle  décrit 

ÇaJc.  inf,  D.  —  /.       *  32 
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sur  ce  cercle  à  partir  du  point  initial,  dans  le  sens  de  la  rotation  qui) 
foudrait  imprimer  à  Taxe  des  X  positifs  pour  le  coucher  sur  celui  des 
Y  positifs,  on  aura 

x-i-^y— i  =  cosf -hv^— isin  y, 

^jT  H- jv/^=  ±  f  cosî -H  ^T^sinî  ]• 

Lorsque  7  est  nul,  nous  adoptons  par  convention  la  valeur  + 1  et  par 
conséquent  le  signe  +  en  dehors  de  la  parenthèse.  La  continuité 
exige  dès  lors  que  Ton  prenne  toujours  le  signe  +  ;  car,  la  parenthèse 
n'étant  jamais  nulle,  le  changement  du  signe  +  en  signe  —  entraîne- 
rait un  changement  brusque  dans  la  valeur  de  la  fonction.  Lors  donc 
qu*après  avoir  fiait  le  tour  de  cercle  on  aura  7  =  avr,  on  aura 


^cos 2n-t-  y/—  I sin  aw  =  /ï  =  -t-  (cos n -!- /— isin ir)  =  —  i . 

Ainsi  donc,  quoiqu^on  soit  revenu  au  point  de  départ,  la  fonction  n'a 

pas  repris  sa  valeur  primitive  qui  était  + 1 .  La  fonction  z'  est  donc 
essentiellement  ambiguë.  Lorsque,  par  un  choix  arbitraire,  on  écurte 
Tune  des  valeurs  correspondant  à  une  valeur  donnée  de  2,  on  la  voit 
reparaître  comme  oonséquence  de  la  continuité. 

17.  Considérons  en  second  lieu  la  fonction 

«=:(l-HZ)'", 

m  désignant  un  nombre  quelconque  positif  ou  négatif.  Lorsque  x  etj 
sont  donnés,  cette  fonction  admet  des  valeurs  distinctes  qui  deviennent 
toutes  égales  à  zéro  ou  à  Tinfini,  suivant  le  signe  de  m^  lorsque  l'on 
suppose  x  =  —  I,  ^  =  o.  Adoptons  donc,  pour  des  valeurs  données  de 
X  et  de  /,  une  ^'aleur  déterminée  pour  u  ;  supposons  par  exemple  que 
pour  j;  =  o,  ^  =  o,  on  prenne  u  =:  i ,  et  que  Ton  fasse  ensuite  varier  x 
et  y  d'une  manière  continue  pour  leur  faire  acquérir  les  valeurs  x=  r,, 
^  =:  y^.  Les  valeurs  successives  de  ti  seront  déterminées,  et  il  en  sera 
le  même  de  la  valeur  extrême  qui  restera  invariable  si  la  courbe  qui 
représente  les  valeurs  successives  de  x  et  de  r  se  déforme  en  conser- 
vant les  mômes  extrémités  sans  traverser  le  point  correspondant  à 
x  =  —  I,  x=  o.  Celte  condition  sera  nécessairement  remplie  si  Ton 
assujettit  le  module  de  zà  rester  moindre  que  l'unité;  les  points  cor- 
respondants resteront  dans  l'iutérieur  du  cercle  de  rayon  unité  décrit 
de  Torigine  comme  centre,  et  les  courbes  qu'ils  décriront  ne  franchi- 
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ront  jamais  le  point  critique  qui  est  situé  sur  le  contour  de  ce  cercle. 
Si  donc  on  adopte  cette  convention,  à  chaque  point  de  rintérieur  du 
cercle  correspondra  une  valeur  déterminée  de  u,  qu'il  est  facile  de 
calculer. 

Fig.  1. 

Yi 


Soient  0  {J!g.  i)  l'origine  des  coordonnées  correspondant  à  z  =  o; 
A  le  point  critique  correspondant  à  z  =  —  i,  et  M  un  point  quelconque 

situé  dans  Tintérieur  du  cercle  et  correspondant  kz:=x  -^yyj—  i  ;  on 
suppose  que  le  point  mobile  parte  de  0  pour  arriver  en  M  sans  sortir  du 
cercle  de  rayon  unité,  et  Ton  demande  celle  des  valeurs  de  u  qui  corres- 
pond au  point  extrême  M,  en  se  rattachant  par  une  série  continue  do 
valeurs  intermédiaires  à  la  valeur  initiale  u  =  i  que  Ton  adopte  pour  le 
point  0. 
Posons 

\-^x  -\-y\[^  =  p'(cos»-h  v^^sinw); 

f>'  et  6)  sont  les  coordonnées  polaires  du  point  M,  lorsque  1  on  prend 
pour  pôle  le  point  À,  et  OX  pour  axe,  l'angle  ta  pouvant,  bien  entendu, 
6tre  augmenté  ou  diminué  d'un  multiple  de  air.  On  aura 

tt  =  p""(cos»-h  v^— isin«)''*  =  p""(cosw»H-  v/— isin/ww), 

et  il  faut  décider  quelle  valeur,  dans  cette  expression,  doit  recevoir 
Tangle  «>.  Or,  en  supposant  s  =  o,  on  a,  par  convention ^  i^  =  i.  On 
doit  prendre,  par  conséquent,  p'=  i,  &>  =  o  ;  z  changeant' d'une  ma- 
nière continue,  p'  et  ta  doivent  varier  aussi  d'une  manière  continue, 
et  il  est  évident  que,  le  point  M  ne  sortant  pas  du  cercle  de  rayon 

unité  décrit  du  point  0  comme  centre,  u  reste  compris  entre  — '- 
et  -f-  -  7  ce  qui  dissipe  toute  ambiguïté. 
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Si  le  point  anquel  correspond  la  valeur  dé  z  pouvait  se  mouvoir 
librement  sur  ie  plan,  la  valeur  correspondante  de  6>,  variant  d*une 

manière  continue,  pourrait  n*6tre  plus  comprise  entre et  +  - 

et,  tout  en  assignant  à  u  la  valeur  -f- 1  comme  correspondant  à  la  va 
leur  initiale  z  =  o,  on  devrait,  pour  chaque  valeur  de  z,  y  compris 
même  z  =  o  considéré  comme  valeur  finale,  regarder  u  comme  indé- 
terminé. U  est  dair,  en  effet,  que,  àans  l'expression 

• 

(i  -+-  «)■•  =  p'"*  (cos/w»  -+-  \^— isinmea), 

6)  =  o  correspondant,  par  convention,  à  la  valeur  initiale  z  =  o,  si  le 
point  du  plan  auquel  correspond  la  valeur  de  z  tourne  autour  du 
point  A,  6>  qui  est  Tangle  formé  par  le  rayon  vecteur  ÂM  avec  Taxe  AO 
recevra,  à  chaque  révolution,  un  accroissement  égal  à  2ir.  Si,  par 
exemple,  le  chemin  suivi  pour  aller  de  0  en  M  est  celui  que  représente 

Fig.  î. 


la  continuité  exige  que  Ton  prenne  w  égal  à  Tangle  MAO  augmenté 
de  4^)  et  Ton  aura,  dans  cette  hypothèse,  en  posant  MAO  =  a, 

.      »=:  (i  H-  z)'"=z  p'*[cos(/?ia  -h  imit)  -H  v/^sin(iw«-t-  4yn7r)]. 

Si  le  point  mobile  revient  en  0  après  avoir  fait  une  révolution  au- 
tour de  A,  on  aura 

u  =  cosamir  -+-  \/—i  sin^wiir, 


et  rbypothèse  d'une  valeur  unique,  u  =  -m,  correspondant  à  z  =  o, 
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^t  incompatible,  par  conséquent,  avec  la  continuité  de  la  fonction  qui 
est  essentiellement  ambiguë  si  Ton  ne  limite  pas,  comme  nous  l'avions 
fait  d'abord,  les  valeurs  que  peut  prendre  z. 

18.  Considérons  enfin  la  fonction 

«  =  l(n-z) 

qui,  pour  chaque  valeur  de  z,  a,  par  définition,  une  infinité  de  valeurs 
distinctes  qui  deviennent  toutes  infinies  quand  on  suppose  z  =  —  i . 
Pour  z  =  o,  on  a 

tt  =  ll  =  2^7r/^. 

Prenons  X-  =  o  et  supposons,  par  conséquent,  que,  pour  z  =  o,  a  se 
réduise  à  zéro. 

Si  z,  partant  de  la  valeur  zéro,  change  d'une  manière  continue,  et 
que  la  courbe  dont  les  points  représentent  ses  valeurs  successives  ne 
passe  pas  par  le  point  qui  correspond  à  z  =  —  i,  les  valeurs  succes- 
sives de  l(i  +  z)  seront  déterminées,  et  si  l'on  veut  que  z  devienne 

égal  à  ^1  +/i  V^^»  la  valeur  correspondante  de  u  dépendra  de  la 
courbe  par  laquelle  on  aura  réuni  l'origine  au  point  dont  les  coor- 
données sont  X|,  ^1  ;  mais  elle  restera  invariable  si  cette  courbe  se  dé- 
forme sans  traverser  le  point  correspondant  à  z=  — i,  pour  lequel 
toutes  les  valeurs  de  1  (i  +  z)  sont  infinies.  Cette  condition  sera  évi- 
demment remplie  si  Ton  assujettit ,  comme  dans  le  cas  précédent,  le 
module  de  z  à  rester  inférieur  à  l'unité.  En  adoptant  cette  convention, 
à  chaque  point  intérieur  au  cercle  de  rayon  unité  décrit  de  l'origine 
comme  centre  correspondra  une  valeur  déterminée  de  u  que  nous 
allons  calculer. 

On  a  (12) 

l(iH-a?-Hrv^^)=jl[(iH-^)'-+-r'3H-V^^arctang^j^j^ 

et  il  s'agit  seulement  de  décider  parmi  les  arcs  dont  la  tangente  est 
— ^- —  quel  est  celui  que  l'on  doit  adopter.  Or,  par  hypothèse,  pour 

X  =  0,  ^'  =  o,  on  a 

l(i-har'^j^V^)  =  o; 

32. 
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par  conséquent,  arc  tang  —^ —  doit  6tre  pris  égal  à  zéro.  Gela  posé, 
ne  pouvant  pas  devenir  infini  lorsque  le  point  dont  les  coordon- 


nées  sont  xeiy  reste  dans  Tintérieur  du  cercle,  arc  tang    ^     reste 

compris  entre et  +  -  )  ce  qui  fait  disparaître  toute  ambiguïté. 

Si,  par  exemple,  on  pose 

x-h/v/^=  cosf +  \/^sinf, 
on  trouve  aisément 

1  (i  -h  cosf  -h  v/^siuf  ) 
=  1 1  ±  f  a  cos  i  ç  j  I  ±:  v^^  arc  tang  f  tang  i  ^  j , 

le  signe  di,  qui  précède  cos  ~  7  dans  le  premier  terme,  étant  tel  que 
le  logarithme  porte  sur  un  nombre  positif,  et  le  coefficient  de  /— i 
étant  compris  entre et  +-•  La  valeur  la  plus  générale  de 


(tongj?) 


arc  tang  (  tang- <p  )  est 


-^  -H  kn. 
2  ' 


et  la  valeur  du  nombre  entier  X-,  pour  laquelle  cette  expression  est 
comprise  entre et 9  est  évidemment  unique. 

Si  Ton  n'apportait  aucune  restriction  aux  valeurs  intermédiaires  que 
X  et  ^  peuvent  prendre  en  passant  des  valeurs  initiales  x  =  o,  ^  =  o  à 
celles  que  Ton  veut  considérer,  les  conclusions  précédentes  ne  seraient 

plus  applicables  ;  Tangle  dont  la  tangente  est    ^    est  l'angle  formé  avec 

X  "^  I 

l'axe  des  X  par  le  rayon  vecteur  qui  réunit  le  point  mobile  au  point 
fixe  Â,  dont  les  coordonnées  sont  7  =  o,  j?  =  —  i  ;  si  le  rayon  vecteur 
fait  plusieurs  révolutions  autour  de  son  origine  fixe,  l'angle  augmen- 
tera d'un  nombre  égal  de  fois  mt.  Si,  par  exemple,  on  suppose  que  tes 
râleurs  successivement  attribuées  à  â?  et  à  ^  soient  les  coordonnées 
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des  points  de  la  courbe  fermée  indiquée  sur  la  fiç.  3 ,  qui  part  du 
point  0  et  qui  s*y  termine^ 

Fîg.  3. 


la  valeur  initiale  de  l(i  +z),  correspondant  à  s  =  o,  étant  toujours 
supposée  nulle,  lorsque  z  reprendra  la  valeur  zéro  après  avoir  reçu  les 
valeurs  intermédiaires  qui  correspondent  aux  points  de  la  courbe 

OMM'M''0,  on  devra  prendre  arc  tang    ^    =  47r,  et  Ton  aura 

JT  •+•  I 

l(i-f-a)  =  l(i)  =  4îrv/=T. 

La  fonction  1  (i  +  2),  si  Ton  veut  qu'elle  soit  continue,  est  donc  essen- 
tiellement indéterminée,  de  même  que  (i  +  z)"*,  lorsque  l'on  n'impose 
aucune  restriction  aux  valeurs  que  peut  recevoir  z. 


Développement  en  série  des  fonctions  imaginaires, 

19.  Certaines  fonctions  imaginaires  sont  définies  par  les  séries  qui 
les  représentent  :  telles  sont  les  fonctions  ^,  sinz,  cosz;  celles-là  sont 
développables  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  z,  en 
séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  la  variable  z  dont  elles  sont 
des  fonctions  continues,  toujours  finies  et  déterminées.  Une  définition 
analogue  est  impossible  pour  des  fonctions  telles  que  1(1  +  2)  et 
(!-»-«)"•,  dont  les  développements  ne  sont  convergents  que  pour  cer- 
taines valeurs  de  la  variable  ;  elle  conduirait  à  admettre  que,  pour  toutes 
les  autres  valeurs,  la  fonction  cesse  d'exister. 

Si  l'on  posait,  par  exemple,  comme  définition, 

1/         .  z'      z»      «• 

1  (  H- z  )  =  «  -  - -H -j  -  ^  H- . .  .  , 
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il  faudrait  regarder  \{i-h  z)  comme  infini,  et,  par  conséquent,  la  fonc- 
tion comme  cessant  d'exister ,  pour  toute  valeur  de  z  dont  le  module 
surpasse  l'unité.  H  y  aurait  le  môme  inconvénient  à  prendre  comme 
définition  de  la  fonction  (i  +  z)"  la  série  connue  qui  la  représente 
lorsque  z  est  réel  et  moindre  que  l'unité. 

On  peut  d'ailleurs  reconnaître  a  priori  que  les  résultats  auxquels 
nous  a  conduit  l'étude  des  fonctions  1  (i  -f- s),  (i  +  z)"  sont  incompa- 
tibles avec  l'existence  d'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  z 
et  représentant  pour  toute  valeur  de  variable  Tune  ou  l'autre  de  ces 
fonctions.  La  série,  en  effet,  ne  pourrait,  pour  chaque  valeur  de  s, 
fournir  qu'une  seule  valeur  de  la  fonction,  tandis  que  (17, 18)  les 
définitions  en  indiquent  plusieurs  qui  sont  inséparables  les  unes  des 
autres. 

On  ne  résoudrait  pas  la  diCQculté  en  supposant  l'existence  de  plu- 
sieurs séries  distinctes  en  nombre  égal  à  celui  des  valeurs  de  la  fonc- 
tion; car,  chacune  d'elles  représentant  une  fonction  continue  et  déter- 
minée, leur  ensemble  ne  pourrait  pas  partager  cette  propriété  singulière 
reconnue  à  la  fonction,  de  ne  pouvoir  être  continue  qu'à  la  condition 
d'échanger  entre  elles  ses  diverses  valeurs,  lorsque,  après  des  varia- 
tions convenables,  la  variable  reprend  sa  valeur  primitive. 

20.  Lorsqu'une  fonction  est  définie  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou 
imaginaires  de  la  variable,  on  peut  assigner  des  limites  hors  desquelles 
son  développement  en  série  est  impossible.  H  faut,  pour  qu'une  fonc- 
tion soit  développable  en  série,  qu'elle  soit  continue,  finie  et  bien  dé- 
terminée pour  les  valeurs  de  la  variable  dont  le  module  est  moindre 
que  le  rayon  du  cercle  de  convergence  de  la  série.  On  démontre  que 
la  série  ne  peut  devenir  infinie  pour  une  valeur  de  la  variable  sans 
l'être  également  pour  celles  de  module  plus  grand.  Une  fonction,  qui  de- 
vient infinie  pour  une  valeur  particulière  de  la  variable  ayant  un  mo- 
dule R,  ne  peut  donc  èlre  développable  que  pour  des  valeurs  de  module 
inférieur  à  B.  Cette  remarque  s'applique  à  la  dérivée  de  la  fonction  ;  car 
la  dérivée  d'une  série  convergente,  ordonnée  suivant  les  puissances  de 
la  variable,  est  toujours  convergente  :  ainsi,  par  exemple,  arc  tangz 

ayant  pour  dérivée 3  >  qui  devient  infinie  pour  z  =  y— 1 ,  ne  peut 

être  développable  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  z,  que 
pour  des  valeurs  de  z  dont  le  module  ne  surpasse  pas  l'unité. 

21.  Pour  qu'une  fonction  soit  développable  en  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  de  la  variable,  il  faut  enfin  qu'elle  soit  bien  déterminée, 
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c'est-à-dire  qu'à  chaque  valeur  de  la  variable  puisse  correspondre  une 
valeur  unique  de  la  fonction.  Il  semble,  au  premier  abord,  qu'il  soit 
toujours  possible  de  faire  disparaître  l'ambiguïté ,  en  faisant  un  choix 
entre  les  valeurs  de  la  fonction,  de  manière  à  n*en  laisser  subsister 
qu'une  seule  pour  chaque  valeur  de  la  variable  ;  mais  on  a  vu  qu'une 
pareille  convention  est  quelquefois  incompatible  avec  la  continuité  de 
la  fonction ,  qui  est  une  condition  non  moins  nécessaire  de  l'existence 
d'un  développement.  Pour  cette  raison,  la  fonction  (1  +  2)",  ne  peut 
pas,  d'après  ce  qui  a  été  dit  (17),  être  développée  en  série  conver- 
gente pour  des  valeurs  de  z  dont  le  module  surpasse  l'unité.  Si  l'on 
impose,  au  contraire,  à  s  la  condition  de  ne  recevoir  que  des  valeurs 
dont  le  module  soit  moindre  que  l'unité,  aucune  des  conditions  énoncées 
ne  s'oppose  à  la  possibilité  d'un  développement,  qui,  dès  lors,  comme 
Caucby  l'a  démontré,  est  possible  et  déterminé. 

Développement  <&  1  (i  -h  z). 

22.  Nous  pouvons  dès  à  présent  démontrer  la  légitimité  du  dévelop- 
pement de  1  (1  +  z)  pour  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  z  dont 
le  module  est  moindre  que  l'unité.  On  a ,  en  effet,  identiquement  et 
quelle  que  soit  la  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  z, 

(i)  — î— =  1—2-1- «*—...  — z*^* 


Si  le  module  de  z  est  moindre  que  l'unité,  celui  de  2^  tend  vers 
zéro,  et,  par  conséquent, est  représenté  par  la  série  conver- 
gente 

(2)  =1  —  2-h2*  — ...— z^'-t-z**— .... 

*  '  i-f- 2 

n  résulte  de  là  que  1  (i  -h  2),  dont  la  dérivée  est 7  ne  diffère  que 

par  une  constante  de  la  série 

2»     2»  2* 

dont  la  dérivée  est  le  second  membre  de  (2),  et  si  l'on  admet  que. 
pour  z  =  o,  1  (1  +  2)  soit  nul  comme  la  série,  on  aura 

(3)  l(l-+-2)=:2 h-r— ... H..., 

2  3  2« 
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qui  se  trouve  démontrée  pour  toutes  les  valeurs  de  2  dont  le  module 
est  moindre  que  Funité  ;  1  (i  +  z)  dans  cette  formule  est  une  fonctioa 
continue  de  z,  et  a,  par  conséquent,  la  valeur  calculée  (18);  c'est  la 
seule  qui  soit  compatible  avec  la  double  condition  imposée  à  la  fonction, 
d*être  continue  et  de  s'annuler  avec  z. 

23.  En  posant 

z  =  f>(cos9  H-  v^— isinç), 
on  a  (18) 

1  ;i  4-pcos<ï)  -+-pv'--^8*n®) 

=  -l(i-hp^H-2/)cosç)  H-y/— larctang— f 


sino 


2  '  '  '  '         '  H-  P  C06^ 

l'arc  défini  par  sa  tangente  devant  être  compris  entre  —  -  et 

En  introduisant  la  même  valeur  de  z  dans  la  série  et  égalant  les  parties 
réelles  et  imaginaires,  on  aura 


-1  (n-  p'-h  apcos^p)  =  pcos^  — —  cosaf -h^cosS^— ..., 
(  f,\       ^  ^ 

arctang — =  psm?  — ^  sina*-*-  «r-sm3*— ...; 

°I-»-pC0Sf        ^         ^         2  ^3  ' 

en  supposant  p  =  i ,  et  remarquant  que 


,a» 


2  H-  2  COSf  =  4  cos'  -  ç, 

arc  tang ~ —  =  ?  -+-  ^tt, 

^  I  H-  CO87        2 


on  a  donc 


1  ,  ,       ,1  C0S2*       cosSç  _,   cozno 

-  1 4  COS*  -  *  =  COS? 1 5— ï-  —  . . .  ±: :+: 

2  2  '2  3  n 

(5)  .  .   ,  . 

ç      ,  .  sm2^       sm3«  ^  sinno 

2  ^23  /I 


> 


■  > 


le  nombre  entier  /*  étant  tel  que  le  premier  membre  de  la  seconde 
équation  soit  compris  entre  — ^  et  +  -•  Si  7  est  compris  luinnême 
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entre  —  tt  et  -♦-  tt,  on  doit  prendre  ^  =  o,  et  Ton  a 
,^,  9       .  sinacp      sin3<p  ,  sin/2<p 

On  voit  qae,  si  7  augmente  d'une  manière  continue,  la  série  qui  forme 
le  second  membre  change  brusquement  au  moment  où  l'on  a  7  =?  77,  et 

la  somme  passe  d'une  valeur  infiniment  peu  différente  de  -  à  urte  va- 
leur infiniment  peu  supérieure  à On  peut  en  conclure  que  les 

dérivées  des  termes  de  la  série  doivent,  pour  cette  valeur  de  9,  avoir 
toe  somme  infinie  ;  c'est  ce  que  Ton  vérifie  aisément,  car,  pour  <?  =  tt, 
chacune  de  ces  dérivées  prend  la  valeur  —  i . 
Si,  dans  les  formules  (4  )i  on  suppose  p  =  ~  i ,  elles  se  réduisent  à 

1 1  ,  „.  ,  I  /  cos2<p      cos3a>  \ 

-I4sm»-ç  =  -    cos<pH--~— î:^--       •+..., 

(7)  22,  2  3  y 

.       /         ,1    \           /  .          sin2(p      sin3?  \ 

arclang  l  —  cot-<pJ  =  —  (  sin<j>  h ^  h r— i-  -+-..,]; 

Tare,  dont  la  tangente  est  —  cot-y,  est- hXtt,  X-  étant  un 

nombre  entier  déterminé,  puisque  Ton  sait  que  Tare  est  compris  entre 

et  -h  -  •  Si  f  est  compris  entre  o  et  29r,  il  faut  prendre  X-  =  o; 

et  Ton  a  par  conséquent,  pour  de  telles  valeurs  de  7, 

(8)  -  — îr=  sin?  -*--sin2*-t-^sin39 

^'  22  ^2^3 

24.  Les  formules  (6)  et  (8)  étant  vraies  toutes  deux  lorsque  7  est 
compris  entre  o  et  tt,  on  peut  les  ajouter,  et  Ton  en  déduit  la  formule 
remarquable 

,    ,  îT         /  .  sin3<P      sinS?  \ 

(9)  _  =  a^8mï  +  -^  +  -j-ï-...j, 

qui  a  lieu  pour  les  valeurs  de  9  comprises  entre  o  et  n. 
Si  l'on  change  <p  en  —  f ,  le  second  membre  change  évidemment  de 

signe  sans  changer  de  valeur  et  devient  égal  à  —  ?  et  comme  il  ne 
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change  pas  lorsque  7  augmente  de  24r,  il  en  résulte  que,  pour  toute 
valeur  de  f ,  la  série 

sinSç      sinScp 

est  égale  à  d=  --^  ]e  signe  +  correspondant  au  cas  où  sinf  est  positif 
4 

et  le  signe  —  au  cas  où  il  est  négatif.  Lorsque  7  est  un  multiple  de  ir, 
tous  les  termes  deviennent  nuls  et  la  formule  est  en  défaut.  Si  Ton 

suppose  5»=  79  on  a 
4 

,.  TTi/a/iiiii         I  \ 

^  4       2\3579iii3  } 

formule  connue  de  Newton. 
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